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PRC)LOGO

Este libro es el resultado, por un lado de la experiencia didactica adquirida por los autores al
brindar cursos de estadistica de grado y posgrado en el area bioldgica; por otro lado también es el
fruto de muchos afios de asesoramiento estadistico a investigadores de esta universidad.

El mismo consta de 10 Capitulos, en los cuales se desarrollan los conceptos y técnicas estadisticas
de tal forma que cualquier lector con conocimientos elementales de matematica pueda entender la
utilidad de las herramientas estadisticas en su &rea especifica. La idea principal se basa en
presentar un problema relacionado con el area de la biologia e introducir los conceptos estadisticos
necesarios para la resoluciéon del mismo. Todos los problemas, ejemplos y ejercicios presentados
en este libro han sido seleccionados de manera que resulten de interés para el estudiante y
profesionales del &rea de las ciencias bioldgicas. Los mismos fueron proporcionados por profesores
y/o profesionales del area bioldgica y otros resultaron de los trabajos de asesoramiento.

El objetivo que se desea alcanzar con este texto es el de proveer al eventual lector la
metodologia estadistica elemental adecuada para la resoluciéon de los diferentes problemas (que
comunmente se les presentan a los investigadores del area biolégica) e interpretar la solucién de
los mismos. Por las razones expuestas y a pesar de que existen muchos “paquetes” estadisticos
gue permiten resolver rapidamente los calculos involucrados en la resolucién de un problema, en
esta primera edicién no hemos contemplado la resolucion de los ejercicios por medio de ellos.

En este texto, se desea, de alguna manera, poner en relevancia la utilidad de la estadistica
en situaciones en las que hay que tomar decisiones.

Queremos agradecer a todos los docentes que contribuyeron con material y/o sugerencias
para la realizacion de este libro, asi como a todos aquellos que de alguna manera incentivaron
nuestro trabajo y confiaron en nuestro esfuerzo. Finalmente, queremos agradecer a la Universidad
Nacional de Rio Cuarto que hizo posible esta publicacion.

Los Autores
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1 Tratamiento de Datos

Objetivos:

¢ Reconocer poblacién, muestra, unidad experimental.
+ Identificar distintos tipos de variables.
+ Resumir e interpretar la informacién muestral en tablas y graficos.

1.1 Introduccién

La Ciencia, en general, avanza por dos metodologias fundamentales: deduccion e
induccién. Con la deduccién, a partir de ciertos principios basicos y mediante razonamientos
l6gicamente correctos, se va tratando de obtener consecuencias y proposiciones que
constituyen la teoria. La induccion cientifica, procede por otro camino bien diferente: partiendo
de hechos y observaciones experimentales, trata de llegar a conclusiones generales sobre el
objeto que estudia.

Thomas Bayes, en 1763, fue el primero en introducir elementos matematicos en este
proceso inductivo, dando asi los pasos iniciales en lo que ha llegado a ser la estadistica actual.

Asi, la Estadistica es una rama del Conocimiento Cientifico que se ocupa del estudio
de las mejores formas de agrupar y analizar datos y de establecer conclusiones acerca del
conjunto del que se han recogido tales datos.

Un poco de Historia ...

Desde la antigliedad, reyes y emperadores se preocuparon por conseguir datos sobre
sus posesiones. El Imperio Romano, establecido en el afio 27 antes de Cristo, fue el primer
régimen politico que recogié una gran cantidad de datos sobre la poblacién, superficie y bienes
de todos los territorios bajo control. Pero hasta comienzos del siglo XVII la estadistica era
puramente descriptiva, es decir, una enumeracion sistematica y ordenada de datos.

Sin embargo, la palabra estadistica para designar la obtencién, el estudio y la
interpretacion de grandes masas de datos, parece que fue utilizada por primera vez un siglo
mas tarde (a mediados del XVIIl) en Alemania.

En la segunda mitad del siglo XIX comienza un periodo de creacién y aplicacion de
técnicas que permiten “inferir’ el comportamiento de fendmenos a partir de estudios
experimentales.

La estadistica se constituy6é paulatinamente en una ciencia independiente a principios
del siglo XX con los trabajos de los britanicos Karl Pearson, sobre los mecanismos de la
evolucion y herencia, y de R.A. Fisher, con sus estudios sobre tecnologia agricola.
Posteriormente la estadistica se ha convertido en una base cientifica esencial para todas las
ciencias.

De ningun modo se pretende escribir la historia de la evoluciéon de la estadistica sino
so6lo dar una breve idea del abismal cambio entre sus origenes y su estado actual.
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Algunos de los campos de aplicacion de la metodologia estadistica son: Biologia,
Agronomia, Veterinaria, Zootecnia, Medicina, Ingenieria, Fisica, Ciencias Sociales, etc..

La nocion de estadistica se derivo originalmente del vocablo "estado" porque ha sido
funcion tradicional de los gobiernos centrales llevar registros de poblacién, nacimientos,
defunciones, cosechas, impuestos y muchas otras actividades. Contar y medir estos hechos
genera muchos datos numeéricos.

Las personas no relacionadas con la actividad cientifica conciben a la estadistica como
columnas de cifras o graficos asociados con, por ejemplo, promedios, indices de divorcio,
precios de acciones, exportaciones, importaciones.

Este concepto se aproxima mucho a la definicion tradicional de estadistica la cual es
“la compilacién, organizacion, resumen, presentacion y analisis de datos numéricos ".

En realidad la funcion principal de la estadistica es elaborar métodos y procedimientos
que ayuden a tomar decisiones frente a la incertidumbre, es decir que, ademas de organizar,
analizar y presentar informacién también la interpreta.

Como procedimiento de toma de decisiones, la estadistica se emplea en toda clase de
estudios cientificos.

Los métodos cientificos se utilizan para contestar preguntas tales como: ¢4 Es efectiva la
nueva dieta?, ¢ Es eficaz el nuevo medicamento para el dolor de cabeza ?

En realidad, la estadistica ha llegado a ser una "herramienta" para todos aquellos
profesionales que se ponen en contacto con datos observacionales o experimentales o bien
para quienes utilizan los resultados estadisticos determinados por otros. Tales personas
necesitan tener alguna familiaridad con principios estadisticos para evitar el mal uso de la
misma o la mala interpretacion de los resultados generados por ella.

En los ultimos afos el masivo acceso a las computadoras ha facilitado Ila
implementacion y aplicacién de métodos estadisticos que permiten describir y ensayar nuevos
productos e ideas. Por ejemplo, los médicos estudian los datos obtenidos en los experimentos
para desarrollar nuevas medicinas y poner a prueba su eficacia, el gobierno de nuestro pais
emplea dinero y personas para recolectar y analizar datos a través del Instituto Nacional de
Estadisticas y Censos (I.N.D.E.C.).

De muchas maneras se emplea a la estadistica para conocer lo que acontece y lo que
pueda suceder en el futuro.

La Estadistica se ocupa entonces de la recoleccion de datos para
descubrir, a través de ellos, nuevos hechos o sea para producir
nuevas conclusiones e ideas.

Generalmente el investigador formula un problema de su especialidad y luego junto al
estadistico lo transcribe al lenguaje estadistico y, una vez realizado el analisis de los datos,
traduce los resultados obtenidos en términos del problema planteado. En lo que se refiere al
lenguaje estadistico, existen algunas palabras, como por ejemplo Poblacién y Muestra, que
tienen una acepcion muy particular, lo cual requiere que se las especifique con cuidado y que
se diferencie su utilizaciéon de la dada en el lenguaje cotidiano.

1.2 Formulacién de problemas y algunas definiciones fundamentales

Se comenzara formulando problemas, de tipo experimental a partir de los cuales se
intentara deducir algunos conceptos utiles.
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['ratamiento de Datos

Formulacion de problemas:
1.1 Se propone una nueva dieta para novillos.

1.2 Un laboratorio farmacéutico presenta un nuevo medicamento para aliviar el dolor de
cabeza.

1.3 Se trata de imponer una variedad de maiz resistente al Mal de Rio Cuarto.

1.4 Una aceitera desea determinar el grado de toxicidad de un lote de semillas de girasol
destinadas a la exportacion.

En cada situacién planteada el problema se reduce a imponer un nuevo "tratamiento",
entendiendo por tratamiento a una nueva situacion.

A continuacion se analizan los distintos problemas:

Problema 1.1: En esta situacién se trata de imponer una nueva dieta, por lo que surgen
naturalmente algunas preguntas como, ¢a quiénes?, ¢ a todos los novillos del pais?, s en toda
la provincia?, ¢a novillos de cualquier raza?, ;hay que tener en cuenta el peso inicial?. En
primer lugar se le dara la dieta a novillos del mismo peso inicial y no de cualquier raza, sino a
novillos de raza Charolais (raza sobre la que se desea imponer la nueva dieta), por tanto se
esta restringiendo el efecto de la dieta a un conjunto especial "novillos de la raza Charolais, con
un cierto peso inicial". A este conjunto se lo denomina Poblacién de Unidades.

Problema 1.2: EIl laboratorio farmacéutico desea imponer en el mercado un nuevo
medicamento para disminuir el dolor de cabeza en adultos. Pero ;este medicamento sera
efectivo para mujeres?, ¢ para varones?, para personas con algun sintoma especial?. Dado
que el medicamento es para adultos se debe definir claramente a partir de que edad se
considera a una persona adulta, ademas no se hace distincion de sexo ni de ningun sintoma
inicial, por lo tanto se puede pensar que este medicamento esta destinado a aliviar el dolor de
cabeza en “adultos (hombres, mujeres) mayores de una cierta edad”. Este conjunto especial se
llama Poblacién de Unidades.

Problema 1.3: Se desea mejorar en la zona de Rio Cuarto el rendimiento de maiz para lo que
se busco un hibrido resistente al Mal de Rio Cuarto, el cual afecta el rendimiento de dicho
cultivo. Las preguntas ahora son ;cual es la zona sobre la que se recomendara este hibrido?,
¢en todo el pais?, ¢en la provincia de Cordoba?, ;en el Departamento Rio Cuarto?. Si se
decide probarlo en el Departamento Rio Cuarto, el conjunto de “fodas las parcelas del
Departamento Rio Cuarto que podrian ser sembradas con la nueva variedad” sera la Poblacion
de Unidades.

Problema 1.4: Para determinar el grado de toxicidad de semillas de girasol, almacenadas en
silos de una aceitera, se elige al azar un silo de semillas de girasol con ciertas caracteristicas.
Asi, las preguntas que se pueden realizar son: ¢ el silo tiene almacenadas semillas de la misma
zona agricola?, ¢todos los silos son semejantes, en cuanto a su construccion? ;todos son
conservados de la misma manera? Luego, en este caso se puede considerar a la Poblacién de
Unidades como el conjunto de “fodos los grupos de semillas de girasol que conforman los silos”
de la aceitera en estudio.

Antes de definir formalmente la poblacion de unidades es necesario dar el concepto de
unidad experimental.

Definicion 1: La Unidad Experimental es el minimo objeto de estudio sobre el cual se realiza
la medicion cuantitativa o cualitativa.
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En cada uno de los problemas planteados se define la unidad experimental, asi se
tiene: 1) un novillo de raza Charolais con un determinado peso inicial, 2) un adulto con dolor de
cabeza, 3) una parcela del Departamento de Rio Cuarto que se podria sembrar con la variedad
en estudio, 4) un grupo de semillas extraido con un calador de silos de la aceitera en estudio.

Definicion 2: La Poblacion de Unidades es el conjunto de unidades experimentales con una
caracteristica cualitativa o cuantitativa en comun sobre las cuales se extraen las conclusiones
del analisis.

En cada uno de los problemas planteados la poblacién de unidades es: 1) todos los
novillos de raza Charolais con un determinado peso inicial, 2) todos los adultos con dolor de
cabeza, 3) todas las parcelas del Departamento Rio Cuarto que se podrian sembrar con maiz,
4) todos los conjuntos posibles de semillas que se pueden obtener con el calador de silos de la
aceitera en estudio.

Definicion 3: Variable es una propiedad objetiva con respecto a la cual las unidades
experimentales de la poblacién difieren de manera apreciable. Es la caracteristica que se le
"mide u observa" a la unidad experimental, después de haber sido sometida al tratamiento.

En los problemas planteados anteriormente, las variables son: peso, tiempo,
rendimiento y grado de toxicidad, respectivamente.

En general las variables, de acuerdo a su naturaleza, pueden ser clasificadas en:

Discretas
Cuantitativas /
/ . Continuas

Variables \

1- Cuantitativas (o Medibles): Son aquellas cuyos diferentes estados se pueden expresar con
numeros. Ellas a su vez pueden clasificarse en Discretas y Continuas.

Cualitativas

e Discretas: Una variable se considera discreta cuando los valores que asume pasan de un
valor a otro consecutivo, sin que pueda tomar valores intermedios.

Ejemplo 1: Numero de plantas atacadas, numero de hojas, numero de gusanos, numero de
bacterias, niumero de crias por paricion.

e Continuas: Una variable se considera continua cuando los valores que asume pueden
tomar cualquier valor real comprendido entre dos valores dados.

Ejemplo 2: Peso, altura, longitud, ganancia de peso, temperatura, tiempo.

2- Cualitativas: Son aquellas cuyos diferentes estados se expresan por medio de categorias o
cualidades.

Ejemplo 3: Color de ojos, color de pelaje, sexo, raza.
Definicion 4: Se llama Poblacién Estadistica al conjunto de todos los valores que resultarian
de “medir” la variable, luego de aplicar el tratamiento a las unidades experimentales que forman

la poblacion de unidades.

Graficamente se tiene
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P.U. X: peso

_ >

Puestos en el lugar del investigador que desea imponer en cada caso un nuevo
tratamiento, ¢sera conveniente someter a todas las unidades experimentales al tratamiento
para determinar si éste es efectivo?.

La respuesta a esta pregunta es si. Pero por otro lado la inspeccién de todas las
unidades experimentales es imposible o poco practico por razones de tiempo y costo, a menos
que la poblacién en estudio sea pequefa.

Pero entonces, ¢la solucion esta en someter sélo a una unidad experimental al
tratamiento en estudio?, éste tampoco es el camino correcto pues con la respuesta de sélo una
unidad experimental no se puede tomar una decisiéon valida. La solucion esta en tomar un
subconjunto representativo de la poblacion en estudio. Para determinar cuantas y cuales
unidades experimentales deberan pertenecer a este subconjunto, se utilizan algunas técnicas
estadisticas que no seran abordadas en este texto (Steel, R. y Torrie, J. -1980).

De ahora en mas se trabajara con los conceptos sobre uno de los problemas
planteados.

Se desea imponer una nueva dieta en novillos de la raza
Charolais, con un determinado peso inicial.

Como no se puede probar el tratamiento en sélo una unidad experimental ni tampoco
en toda la poblacién se trata de encontrar un conjunto representativo donde hacerlo. El
problema ahora es como generar dicho conjunto para que sea representativo de la poblacion
en estudio. Una forma de hacerlo para que las técnicas estadisticas puedan ser aplicadas es la
siguiente:

Elegir n novillos al azar de la raza Charolais de un cierto peso
inicial.

Definicion 5: Cada vez que se seleccionan al azar n unidades experimentales para luego
aplicarles un tratamiento se dice que se realiza un Experimento Aleatorio.

En el Problema 1.1 las n unidades experimentales son los n novillos de la raza
Charolais con un cierto peso inicial.

Definicion 6: Al conjunto de unidades experimentales seleccionadas se lo denomina Muestra
de Unidades.

Luego, se puede decir que una Muestra es un subconjunto de una Poblacién.

Una rama de la Estadistica estudia acerca de cuantas y cuales unidades
experimentales deben ser seleccionadas para generar una muestra representativa de la
poblacién en estudio. Cuando en estadistica se dice que una muestra es representativa,
significa que es un conjunto que reproduce la poblaciéon en estudio y por tanto puede ser
utilizado para conocer alguna caracteristica de la misma.
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Definicion 7: Al conjunto de resultados obtenidos al “medir u observar’ la variable a cada
elemento de la muestra de unidades se la denomina Muestra Estadistica.

Notar que éste es el conjunto de valores de variable utilizado para realizar los analisis
estadisticos.

Retomando el Problema 1.1, se tiene

Muestra de Unidades: Los n animales de la raza Charolais con cierto peso inicial a los que se
les va a suministrar la nueva dieta. Esto se puede expresar como

(animaly, animaly,...,animal,)

Variable: Peso. Tipo: Cuantitativa continua.

Muestra Estadistica: Los n valores de peso correspondientes a los animales a los que se les
aplicé la dieta. Esto se puede expresar como

(Pesoy, Pesoy, ..., Pesoy)

Puede ocurrir que mas de una unidad experimental tenga el mismo peso, por ello es
que se da la siguiente definicion.

Definicion 8: Se llama frecuencia absoluta de un valor de variable X; al numero, f;, de veces
que este valor aparece en la muestra.

Una vez obtenida la muestra estadistica, es conveniente resumir la informacién de la

misma. Para ello se utilizan tablas, graficos y valores descriptivos, a todo lo cual se lo llama
Estadistica Descriptiva.

1.3 Tablas y Graficos

1.3.1 Tablas

Ejemplo 4: Suponga que 15 novillos de cierto peso inicial de raza Charolais son sometidos a
la nueva dieta y se obtienen los siguientes pesos en kg.

530 498 544 498 532 560 582 560
560 532 544 532 532 582 560

Esta informacién puede ser resumida en una tabla de frecuencias no agrupadas.

Tabla 1: Numero de animales de acuerdo al peso

X;:Peso f; 5 Fa
498 2 2/15 2
530 1 1/15 3
532 4 4/15 7
544 2 2/15 9
560 4 4/15 13
582 2 2/15 15

15 1

X: variable en estudio, peso.

_15-
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X: diferentes valores de la variable (valores de peso).
f;: frecuencia absoluta del valor de variable X; ( N de novillos con peso Xj).

f,i: frecuencia relativa del valor de variable X ( Proporcion de novillos con peso Xj;).
En general:

k: indica el nimero de valores distintos de la variable, en este caso k=6 y

n: indica el tamafio de la muestra, en este caso es n=15 (en general k < n), donde
k
n=f,+f,+...+f, lo que puede expresarse como n = > f; .
i=1
Definicion 9: Se llama frecuencia relativa (f;;) del i-ésimo valor de variable X; a la frecuencia
absoluta dividida por el tamafo de la muestra, en simbolos

Definicion 10: La frecuencia acumulada (F,;) correspondiente al valor X; es la suma de las
frecuencias absolutas de los valores de variable menores o iguales a X;.

La informacion de la Tabla 1 se puede leer, por ejemplo, de la siguiente manera:
¢ la frecuencia absoluta indica que 4 novillos tuvieron un peso de 532 kg.
¢ la frecuencia relativa indica que de los 15 animales 4 tuvieron un peso de 532 kg., o que
aproximadamente el 27% de los animales pesan 532 kg.

¢ la frecuencia acumulada dice que 7 animales alcanzaron 532 kg. o menos.

Si hubiera muchos valores diferentes de variable, esta tabla no seria adecuada para
resumir la informacion.

Ejemplo 5: Suponga que 20 novillos de la raza Charolais con un determinado peso inicial son
sometidos a la nueva dieta. Los resultados obtenidos son:

490 498 499 500 532 531 518 516 540 561
555 566 562 603 602 610 612 612 525 583

Si se trata de construir una tabla como la anterior, se podra observar que la misma no
resume la informacion de la muestra.

Es por ello que surge la necesidad de construir otro tipo de tablas, en las cuales se
agrupan los valores de variable en intervalos.

Asi en este caso se procede como se indica a continuacion:

Dado que se deben construir intervalos, hay que tener en cuenta la cantidad y la
longitud conveniente de cada uno. En base al Ejemplo 5, una regla practica para construirlos
es:

1. Usar k=5, donde K indica el nimero de intervalos.

2. Xmaxz612 V4 Xmin:490

- 16 -
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(X inax = Xinin) _ 612490
5

intervalo. El resultado de h se redondea siempre por exceso y debe tener la misma
cantidad de decimales que los datos.

3. h= =24.4=25, donde h indica la longitud de cada

4. Ahora, como Xpninth = 490+25 = 515 entonces el primer intervalo es [490,515),
que incluye al valor 490 y no al valor 515; el segundo intervalo y los siguientes
quedan como se observa en la tabla. El ultimo es siempre un intervalo cerrado.

A continuacion se muestra la tabla de frecuencias agrupadas para los datos del
Ejemplo 5.

Tabla 2: Numero de animales de acuerdo al peso

Intervalo de Clase Conteo f; i
[490, 515) M 4 4120
[515, 540) il 5 5/20
[540, 565) Il 4 4120
[565, 590) I 2 2/20
[590, 615] 111 5 4/20

20 1

Las frecuencias f; y f;; representan, respectivamente, a la frecuencia absoluta y relativa
del i-ésimo intervalo.

Para completar la descripcién de estos datos se debe realizar otra tabla con las
frecuencias acumuladas, que sera descripta en la Seccion 1.3.2 (Tabla 4).

Para construir estos intervalos se han tenido en cuenta algunas caracteristicas, tales
como:

1. El primer intervalo de clase debe contener al valor minimo y el dltimo al maximo.

2. La cantidad de intervalos debe aumentar a medida que aumenta n. El nimero k de
intervalos aconsejable de acuerdo al tamafo de la muestra es:

n<50 —  k=5,6
50<n<100 — k=6,7
100<n<500 —> k=7,809
500<n<2000 — k=10,11,12
n>2000 — k=13,14,...,20

Cuando se trabaja con este tipo de tabla se toma como representante de cada intervalo
al punto medio del mismo, el que recibe el nombre de Marca de clase del intervalo, se denota

por X, para el intervalo i y se calcula como

X XLim,Inferior + XLim,Superior

‘ 2

Notar que la eleccion de la tabla para resumir la informacion de la muestra estadistica
no depende solamente de la variable en estudio, sino también del tamafio de muestra y de las
frecuencias, pues si muchos valores de variable son coincidentes una tabla de frecuencias no
agrupadas seguramente resume muy bien la informacién de la muestra, en tanto que si los

valores de variable no se repiten, entonces una tabla de frecuencias agrupadas es la
adecuada.
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Definicion 11: La frecuencia acumulada (F,;) correspondiente al i-ésimo intervalo es la suma
de las frecuencias absolutas de ese intervalo con las frecuencias de los anteriores.

La informacion de la Tabla 2 se puede leer, por ejemplo, de la siguiente forma:

¢ la frecuencia absoluta esta indicando que hay 4 animales que entre 540 y 565 kg.
¢ la frecuencia relativa indica que de los 20 animales 4 tuvieron un peso entre 540 y 565 kg., o
que aproximadamente el 20% de los animales pesan entre 540 y 565 kg.

En los dos ejemplos anteriores se han presentado variables cuantitativas, ahora se
dara un ejemplo donde la variable observada es de tipo cualitativa.

Ejemplo 6: En una cabafia se desea clasificar a los equinos de una cierta raza y edad de
acuerdo al color del pelaje. Para ello se seleccionaron aleatoriamente 20 animales a los que se
les observo el color del pelaje clasificandolos en a: alazan z: zaino vy t: tordillo, obteniéndose
los siguientes datos:

zatzttzaazatataaazat

La informaciéon de una muestra estadistica donde la variable observada es de tipo
cualitativo se puede resumir sélo en una tabla de frecuencias no agrupadas. Luego para este
caso se tiene

Tabla 3: Clasificacion de equinos segun el color del pelaje

X; (color de pelaje) fi fii
z 5 5/20
a 9 9/20
t 6 6/20

20 1

La informacion de la Tabla 3 se interpreta, por ejemplo, de la siguiente forma:

¢ la frecuencia absoluta esta indicando que hay 5 animales de color zaino.

¢ la frecuencia relativa esta indicando que de los 20 animales 5 son de color zaino, o que el
25% de los animales de la muestra son de color zaino.

Cuando la variable en estudio es de tipo cualitativo, la frecuencia acumulada no tiene
sentido, pues los valores de variables no tienen un orden natural.

1.3.2 Graficos

Otra forma de presentar la informacion muestral es a través de graficos. Estos
permiten, cuando han sido correctamente realizados, obtener en forma rapida una primera idea
del comportamiento de los datos a ser analizados.

En la construccion de los graficos no hay reglas estrictas y generales que deban ser
seguidas pero si es necesario tener en cuenta algunas recomendaciones, como por ejemplo:

a) Aquel grafico que alcance su objetivo con la maxima sencillez sera el mas efectivo.

b) La representacion grafica debe ser clara y simple para que con una “mirada” se
tenga una idea de la distribucion de los datos.

c) Toda representacion grafica debe explicarse por si misma, para lo cual, deben estar

indicados el titulo, origen y escala (el titulo debe expresar con claridad y en forma
breve aquello que se propone mostrar con el grafico).
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d)

Por lo general en el eje de las ordenadas (vertical) se representa la frecuencia y los
valores de variable en el eje de las abscisas (horizontal). Las dos escalas que se
emplean deben marcarse con toda claridad como asi también las unidades en que
estan expresadas.

El eje horizontal no necesariamente debe comenzar en cero pero si el eje vertical,
para evitar estimaciones visuales erroneas.

En cuanto al tamario del grafico se deben elegir escalas adecuadas a la magnitudes
que se quieren representar y al tipo de fendmeno que esta en estudio, por cuanto el
uso de escalas incorrectas puede llevar a falsas ideas acerca del comportamiento
de las variables; por ejemplo una escala muy estrecha en las abscisas y muy amplia
en las ordenadas puede resultar en un grafico que magnifique las fluctuaciones de
la variable de interés; por el contrario una escala muy amplia en las abscisas y
estrecha en las ordenadas dara como resultado un grafico achatado y suavizara en
demasia las fluctuaciones de la variable en estudio.

El grafico debe tener una referencia acerca de la fuente de donde provienen los
datos que se representan, indicando autor, titulo, volumen, pagina, editor y fecha.
La misma se ubica en la parte inferior del grafico.

Los graficos que seran utilizados aqui para representar la informacién de las tablas

construidas anteriormente son:

a) Para Tablas de Frecuencias no Agrupadas

1. Diagrama de Barras

En un sistema de coordenadas cartesianas se representan en el eje de abscisas los

valores de la variable X y en el eje de ordenadas las frecuencias absolutas f; (o
equivalentemente las frecuencias relativas f;;). Sobre cada valor de la variable se levanta una

linea o una barra de ancho fijo y altura fi. Por ejemplo para los datos del Ejemplo 4, el
diagrama de barras que corresponde es el siguiente:

Nro. de Novillos

498 530 532 544 560 582
PESO

Grafico 1: Distribucion de novillos de acuerdo al peso

2. Poligono de Frecuencias Acumuladas

El poligono de frecuencias acumuladas es una funcion escalonada que a cada valor de

X le asigna la frecuencia acumulada F,;. Sobre el eje de abscisas se marcan los valores de
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variable y sobre el eje de ordenadas las frecuencias acumuladas. El grafico para los datos del
Ejemplo 4 se muestra a continuacion.

Mro. de novillos
o

0=
498 530
532 544 PESO 960 582

Grafico 2: Distribucion de los novillos de acuerdo al peso

b) Para Tablas de Frecuencias Agrupadas
1. Histograma

En este grafico se representan los intervalos de clase sobre el eje de abscisas y sobre
cada uno de ellos se levanta un rectangulo con ancho fijo y altura igual a la frecuencia
absoluta f; de ese intervalo (o equivalentemente f;;). A continuacion se muestra el histograma
correspondiente a los datos del Ejemplo 5. Observar que este grafico se construye en base a la
Tabla 2.

Mra. de Movillas

ob—t
440 215 240 363 380 13
FESO

Grafico 3: Distribucion de los novillos de acuerdo al peso

Este grafico no se puede utilizar cuando los intervalos son de longitudes diferentes; en
estos casos se debe usar un Histograma de Areas, cuyos detalles no seran presentados aqui.

2. Poligono de Frecuencias Acumuladas

Para realizar este grafico previamente se debe construir la tabla de frecuencias
acumuladas (F,j). La misma resulta asignando al limite inferior del primer intervalo el valor
cero, al limite superior del primer intervalo el valor fj, al limite superior del segundo intervalo el
valor f1+f, y asi sucesivamente, es decir que al limite superior del i-ésimo intervalo se le asigna
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el valor fi+f,+...+ f; . En la Tabla 4 se presentan las frecuencias acumuladas para los datos del
Ejemplo 5.

El poligono de frecuencias acumuladas se obtiene uniendo los puntos (t;, F,;) mediante
segmentos de recta, donde t; denota el limite inferior del primer intervalo y t; denota el limite
superior del i-ésimo intervalo con 1=2,3,...,k.

Tabla 4: Numero de animales segun el peso.

X<X; Fai
490 0
515 4
540 9
565 13
590 15
615 20

Esta tabla indica que, por ejemplo, no hay ningun animal que pese menos de 490 kg.,
que hay 13 animales que pesan menos de 565 kg..

El siguiente grafico representa las frecuencias acumuladas para una tabla de
frecuencias agrupadas.

245

MNra. de novillos

4a0 515 540 565 380 15
PESO

Grafico 4: Distribucion de los novillos de acuerdo al peso

La diferencia entre los dos poligonos de frecuencias acumuladas (Graficos 2 y 4) es
que, cuando la tabla de frecuencias es no agrupada se considera como si entre dos valores
consecutivos de la variable no hubiera ningun valor posible, lo que da lugar a un grafico en
forma de escalera; mientras que cuando los datos son resumidos en una tabla de frecuencias
agrupadas se asume que la variable puede tomar cualquier valor entre los extremos de cada
intervalo, por lo cual el grafico correspondiente resulta una poligonal.

Notar que cuando la variable en estudio es de tipo cualitativo sélo tiene sentido el
diagrama de barras.
c) Diagrama de Tallo y Hojas

Un procedimiento semi-grafico de presentar la informacién para variables cuantitativas,

que es especialmente util cuando el niumero total de datos es pequefio (menor que 50), es el
diagrama de tallo y hojas de Tukey. Los principios para construirlo son:



[ratamiento de Datos

a) Redondear los datos a dos o tres cifras significativas, expresandolos en unidades
convenientes.
b) Construir una tabla con dos columnas (separadas por una linea) como sigue:
b, ) Para datos con dos digitos, escribir a la izquierda de la linea los digitos de las
decenas, que forman el tallo, y a la derecha las unidades, que seran hojas.
b, ) Para los datos con tres digitos el tallo estara formado por los digitos de las
centenas y decenas, que se escribiran a la izquierda y a la derecha de la linea
van las unidades.

c) Cada tallo define una clase y se escribe so6lo una vez. El nimero de hojas
representa la frecuencia de dicha clase.

Ejemplo 7: Los datos que se presentan a continuacion corresponden a la altura en cm. de
cierto arbusto.

11.357 12.542 11.384 12.431 14.212 15.213 13.300 11.300 17.206 12.710
13.455 16.143 12.162 12.721 13.420 14.698 11.312 11.217 11.414 11.142

Se realiza un cambio de escala (de cm. a mm.) y luego se redondea a tres cifras significativas,
lo cual genera la siguiente muestra estadistica:

114 125 114 124 142 152 133 113 172 127
135 161 122 127 134 147 113 112 114 111

El Diagrama de Tallo y Hojas correspondiente es

11 | 1233444
12 | 24577
13 | 345

14 | 27

15 | 2

16 | 1

17 | 2

Grafico 5: Distribucion de los arbustos segun su altura.

Si bien hay diferentes formas de construir un diagrama de tallo y hojas, el aqui
presentado es el mas simple.

d) Grafico Circular o Diagrama de Torta

Se construye mediante la division proporcional de un circulo, de cualquier radio, en

sectores circulares para cada clase de acuerdo al porcentaje que cada magnitud representa del
total.

EL VALOR DE LA TIERRA A TRAVES DE
LOS ANOS EN LA ARGENTINA

Invernada
26%

Agricolas
74%

Fuente: Bullrich Campos S.A. (extraido del diario La Nacién - 20/6/96)

Grafico 6: Valor de la tierra de acuerdo a su uso en el afio 1996.

N
N
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1.4 Analisis Descriptivo Multivariado

Hasta ahora se han estudiado algunas herramientas de la estadistica descriptiva para
cuando se desea analizar sélo una variable, lo que es denominado estudio univariado. Cuando
se desea estudiar el comportamiento de mas de una variable simultdneamente, el analisis
estadistico recibe el nombre de analisis multivariado. Lo mas comun es que se estudien
conjuntamente dos variables lo que es llamado un analisis bivariado.

1.4.1 Analisis bivariado para variables cuantitativas

Diagrama de dispersion

Para observar si dos variables de tipo cuantitativas (principalmente continuas) pueden
estar relacionadas se realiza un Diagrama de Dispersion. Para ejemplificar este tipo de grafico
sera presentado la siguiente situacion.

Problema 1.5: Suponga que un grupo de investigadores sospecha que hay asociacién entre el
peso y el volumen sanguineo de cabras de una cierta raza. Para confirmar su sospecha tomé
aleatoriamente 12 cabras de la raza en estudio, de cierto peso y edad (unidad experimental),
midiéndole a cada una de ellas las dos variables simultdneamente. Los datos obtenidos se
muestran a continuacion:

X: Peso (kg.) |34 28 19 41 21 20 21 39 37 23 17 48

Y:Volumen(cms)‘2.3 21 11 28 15 16 14 24 25 15 11 35

El Diagrama de Dispersion muestra la ubicacion de los pares de observaciones (X,Y)
en un sistema de coordenadas cartesianas, como se puede observar en el gréfico siguiente.

4
¢
3t . o
S ¢
£ o ¢
S 0‘.
1 LR
0 +
0 10 20 30 40 50
Peso

Grafico 7: Peso y volumen sanguineo de cabras.

Dado que los puntos se aproximan a una recta de pendiente distinta de cero, el grafico
sugiere que las variables peso y volumen sanguineo estan relacionadas linealmente. Como la
recta tiene pendiente positiva (a mayor peso corresponde mayor volumen sanguineo) se puede
pensar que existe una asociacion lineal positiva entre el peso y el volumen sanguineo.

En general, dos variables de tipo cuantitativo pueden tener:

Asociacion Lineal Positiva: si a medida que aumentan los valores de la variable X también
aumentan los valores de la variable Y (Grafico 8-a).
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Asociacion Lineal Negativa: si a medida que aumentan los valores de la variable X disminuyen
los valores de la variable Y (Grafico 8-b).

Ausencia de Asociacion Lineal: cuando los puntos se dispersan en el plano o estan distribuidos
alrededor de alguna otra curva. (Grafico 8-c y d).

a) b)
6 6
o ¢ ¢
o ¢
o ¢ ’Q
Y ¢ Y ¢ .
o 9 N
o ¢ ¢ ¢
o o
0 " 0 &
0 6 0 6
X X
c) d)
6 6
o N ¢
o o o
o o .’
Y |o Y
o N ¢
¢ o 0’
® o o ¢
0 0
0 6 0 6
X X

Grafico 8: Diagramas de dispersion. a) Asociacion Lineal Positiva;
b) Asociacion Lineal Negativa;
c) y d) Ausencia de Asociacion Lineal.

1.4.2 Analisis bivariado para variables cualitativas

Tablas de contingencia o de doble entrada.

Para estudiar problemas de asociacion entre dos variables aleatorias cualitativas y para
resumir la informacioén, se construyen en primer lugar las llamadas tablas de contingencia o de
doble entrada. Para ejemplificar este tipo de tablas sera presentada la siguiente situacion.

Problema 1.6: Un investigador interesado en estudiar tumores cutaneos en equinos, tomé una
muestra aleatoria de 1000 equinos y observé la presencia de dichos tumores y el color del
pelaje. En la Tabla 5 se resume la informacion obtenida.

Una tabla de contingencia se construye con las frecuencias correspondientes al
combinar las categorias de las variables en estudio.
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Tabla 5: Distribucién de frecuencias segun el color y presencia del tumor.

PRESENCIA DE TUMOR Si No TOTAL
COLOR
Alazan 220 80 300
Zaino 135 115 250
Tordillo 415 35 450
TOTAL 770 230 1000

La frecuencia de animales zainos con tumor es fzg = 1351. Esta indica que de los 1000
estudiados 135 son de color zaino y tienen tumores cutaneos.

El grafico mas adecuado asociado a esta tabla es el Diagrama de barras multiples que
se presenta en la seccion siguiente.

1.4.3 Otros graficos

1. Diagrama de barras multiples

Este grafico se construye mediante la ubicacion de dos o mas rectangulos (barras),
para cada valor de la variable representado en el eje de abscisas. La altura de cada barra varia
segun sea la magnitud a representar en el eje de ordenadas que no es necesariamente la
frecuencia (como en el diagrama de barras e histograma presentados). En el caso de una tabla
de contingencia la magnitud del eje de ordenadas es la frecuencia. Notar que en el eje x se
puede representar mas de una variable.

Algunas veces las barras se ubican en forma horizontal, cambiando adecuadamente lo
que se representa en cada eje.

EL VALOR DE LA TIERRA A TRAVES DE LOS ANOS
EN LA ARGENTINA

6000 -
5000 -
4000 +
3000 -
2000 -
1000 -

0

DOLARES/HA.

1980 1984 1988 1992 1996
ANO

OAgricolas Blnvernada
Fuente: Bullrich Campos S.A. (extraido del diario La Nacion - 20/6/96)

Grafico 9: Valor de la tierra de acuerdo a su uso a través de los afios

Para la Tabla 5 el Diagrama de barras multiples es

! Esta frecuencia puede denotarse f,;, donde el subindice 2 indica la fila (Zaino) y el subindice 1 indica la columna

(Si).
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DISTRIBUCION DE EQUINOS SEGUN COLOR DE PELAJE
500 o Y PRESENCIA DE LA ENFERMEDAD
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Grafico 10: Distribucion de frecuencias segun el color y
presencia del tumor.

2. Diagrama de barras componentes

Este grafico esta formado por barras superpuestas en vez de contiguas para cada
valor de variable. Como en el tipo de grafico anterior, la magnitud del eje de ordenadas no es
necesariamente una frecuencia, y cuando se trata de una tabla de contingencia si lo es.

Como en el caso anterior, algunas veces las barras se ubican en forma horizontal,
cambiando adecuadamente lo que se representa en cada eje.

EL VALOR DE LA TIERRA A TRAVES DE LOS ANOS
EN LA ARGENTINA

8000 -

6000 —+

4000 —+

2000 -

DOLARES/HA.

0 i i } 1 !
1980 1984 1988 1992 1996
ANO

OAgricolas Blnvernada
Fuente: Bullrich- Campos S.A. (extraido del diario La Nacion - 20/6/96)

Grafico 11: Valor de la tierra de acuerdo a su uso a través de los afios

3. Diagrama de Lineas Multiples
Consiste en reemplazar las barras por puntos que se unen con una linea, como puede

observarse en el Grafico 12. Como antes, la magnitud del eje de ordenadas no es
necesariamente una frecuencia.

_26 -
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EL VALOR DE LA TIERRA A TRAVES DE
LOS ANOS EN LA ARGENTINA
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1000
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Fuente: Bullrich Campos S.A. (extraido del diario La Nacion - 20/6/96)

DOLARES/HA.

Grafico 12: Valor de la tierra de acuerdo a su uso a
través de los afnos.

Resolver e interpretar los resultados, de los ejercicios de aplicacion propuestos a
continuacion y al final de cada uno de los capitulos siguientes, permitird apreciar cuanto
pueden ayudar las técnicas estadisticas en la resolucion de un problema planteado desde una
area aplicada.

Ejercicios de Aplicacioén
1,

Para cada uno de los siguientes ejemplos indicar la Unidad Experimental, la Muestra
de Unidades y la Poblacién de Unidades.

a) Se desea determinar el rendimiento de una nueva variedad de trigo en una zona del
sur de la Provincia de Santa Fe. Para ello se seleccionaron 30 parcelas a las que se
les midio el rendimiento en tn/ha.

b) Para determinar el peso de los huevos de ponedoras Leghorn blanca de una linea
se consideraron 16 huevos de tales aves y se midié el peso de los mismos.

c) Los lechones suelen ser alimentados en recintos separados de los que comen las
cerdas para evitar que se molesten. Para estudiar el aumento de peso de lechones
alimentados de esa manera, se seleccionaron 20 de ellos y se les midi6é dicha
variable.

d) Para realizar un estudio acerca de la presencia de ciertos parasitos se realizdé un
analisis coproparasitolégico a 36 nifios entre 0 y 13 afios de edad, aplicandoles
cierta técnica de deteccion de parasitos y registrando la presencia o ausencia de los
mismos.

e) A fin de estimar el numero de lechones por afio en cerdas Yorkshire Holandés se
escogio una muestra de 20 cerdas de dicha raza y se conté el nimero de lechones
por cerda.

f) Se quiere estimar la composicién botanica en la dieta anual de la vicufa en libre
pastoreo en la Puna Jujefia. Se trabajé con 25 animales, recolectando de cada uno
1 muestra de 100 gramos de sus heces. En cada una de las muestras de heces se
midi6 el porcentaje de Festuca Scirpifolia y de Deyeuxia Nardifolia (el resto de la
composicion de la dieta se clasifico en Otros).
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g) Se quiere saber si cierto componente en la dieta de pollos parrilleros disminuye la
conversion alimenticia, la cual se obtiene haciendo el cociente entre el alimento
consumido y la ganancia de peso, medidas ambas por corral. Para ello se tomaron
50 pollos en el 2° dia de vida, se dividieron en corrales de 5 aves cada uno, y al
cabo de 1.5 meses de suministrarle la dieta con el nuevo componente se efectuaron
las mediciones.

En las situaciones anteriores determinar las variables en estudio, el tipo al cual
corresponden, la Muestra Estadistica y la Poblacion Estadistica.

Los caballos de la raza “sangre pura de carrera” de la Argentina fueron clasificados
segun su lugar de procedencia (provincia), arrojando los resultados que se muestran
en la tabla:

a) ¢ Cual es la unidad experimental en este estudio?.

b) s Los datos anteriores corresponden a una poblacion o a una muestra de unidades”?.

c¢) ;Cual es la variable estudiada?.

d) Graficar la informacién presentada en la tabla.

Provincia NuUmero de
Animales

Santa Fe 130

Buenos Aires 800
Corrientes 8
Chubut 8
Santa Cruz 1

Entre Rios 102
La Pampa 50
Mendoza 9
San Luis 13
Santiago del Estero 11
Rio Negro 5
San Juan 8
Tucuman 3

Cordoba 170
Chaco 4

Suponga que los datos correspondientes al inciso e) del Ejercicio 1 son los siguientes:

Numero de Numero de cerdas
lechones por ano
10
12
14
15
16

NS |N[D|W

a) Completar la tabla con los tipos de frecuencias faltantes.
b) Realizar los graficos correspondientes.

¢) ;Cual es el significado de la segunda frecuencia absoluta ( f>)?.
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I) Sobre la composicién botanica de la dieta de la vicufia, se obtuvieron los siguientes
datos respecto de la Festuca (Festuca Scirpifolia) en % (inciso f) del Ejercicio 1:

35 43 52 43 54
78 65 64 76 62
63 53 53.5 57 55.7
61.2 70.3 68.6 68 51
50.5 50.5 53 66.5 72

Resumir este conjunto de valores a través de tablas y graficos.

1) Los datos referidos a la Deyeuxia (Deyeuxia Nardifolia) se presentan en la siguiente
tabla:

Limite del Intervalo Frecuencia
Acumulada

20 0

27 5

34 9

41 14

48 20

55 25

a) ¢ Qué cantidad de muestras de heces presentaron un porcentaje de Deyeuxia entre
27% y 34% 7.

b) ;Qué cantidad de muestras de heces presentaron un porcentaje de Deyeuxia
inferior al 41 %"?.

¢) Realizar, a partir de la tabla anterior, el histograma y el poligono de frecuencias
acumuladas.

En base a los siguientes graficos:
Distribucion del Area Sembrada en el el periodo 86-87

Girasol
25%

Trigo
25%

‘ OTrigo BMaiz BGirasol
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Distribucion del area sembrada

AREA SEMBRADA [ .*.
(millones de
hectareas)

83-84 84-85 86-87

PERIODO

‘ OTrigo @Maiz @Girasol

Distribucion del area sembrada

12 | -
(Millones de

Hectareas)

b O
+

N
+

o
1

PERIODO

OTrigo ©BMaiz @Girasol

a) ¢, Cual es la tendencia del area sembrada de girasol y qué diferencia tiene con la de
los otros cultivos?.

b) ;Coémo son las proporciones de areas sembradas en relacion al area total, en el
ultimo periodo considerado?.

c) Situviera que comparar las proporciones de las areas sembradas de los cultivos en
el periodo 83-84 ; Qué grafico utilizaria 2.

d) ;Qué grafico elegiria si tuviera que comparar proporciones de cada uno de los
cultivos en distintos periodos ?.

La furazolidona, quimioterapico usado en explotaciones aviares, produce efectos
téxicos en numerosos 6rganos. También se ha observado descenso en la ganancia de
peso y consumo de alimento. En un trabajo de un grupo de investigadores de la
Universidad Nacional de Rio Cuarto se ha estudiado el efecto de la furazolidona sobre
la ganancia de peso en pavos hibridos. Para ello se tomé una muestra de pavos
machos de 5 semanas de vida. A partir de este momento las aves fueron divididas en
dos grupos: durante 12 semanas a un grupo (tratado) se le dio un alimento comercial
con agregado de furazolidona (al 0,04%) y al otro (control) el alimento sin el agregado.
Al cabo de la 12° semana se efectuaron las mediciones.

En esta experiencia: ;Cual es la unidad experimental, la muestra de unidades y la
poblacion de unidades?. ;Cudl la variable, la muestra estadistica y la poblacion
estadistica?.

A partir de la informacion dada en el grafico:

¢ Cuales son las minimas y maximas ganancias de peso consideradas?

-30 -
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Il. ¢ Qué ocurre cuando en el grafico se presentan pendientes muy pronunciadas o muy
bajas?.

Ill. ¢ Qué cantidad de pavos tratados y controles tienen una ganancia de peso inferior a
los 8.3 kg.?. ¢ Cuantos tratados y controles tienen una ganancia de peso superior a 8.3
kg.?.

b) De la comparacion de ambos poligonos, ¢surge algun indicio acerca de si la
furazolidona influye o no sobre la ganancia de peso ?

Ganancia de peso segun dieta

25

20

15

10

Numero de pavos

0 f f f : :
75 7,9 8,3 8,7 9,1 9,5

Ganancia de peso —— Control —&— Tratado






2 Estadisticos

Objetivos:

+ Sintetizar la informacion de la muestra a través de valores representativos.

+ Reconocer la insuficiencia de los estadisticos de posicion como Unicas medidas descriptivas
de una muestra.

+ Seleccionar los estadisticos que mejor describen una muestra.

+ |Interpretar la informacion brindada por los estadisticos para una situacién particular.

2.1 Introduccion

Hasta ahora se ha logrado resumir la informacién muestral a través de tablas y graficos.
A continuacién se vera otra manera de caracterizar una muestra, presentando algunos
ejemplos.

Ejemplo 1: Retomando la situaciéon presentada en el Problema 1.1, suponga que a 7 animales
de un determinado peso inicial de la raza Charolais elegidos al azar se les aplica la nueva dieta.
El peso obtenido por cada uno de ellos es

muestra, : 200 300 300 400 500 500 600

¢ Qué numero se puede calcular para tener una idea general del efecto de la nueva
dieta?, es decir scon qué valor numérico se podra caracterizar esta muestra de peso de
animales sometidos a la nueva dieta?. Parece natural tomar el promedio, el cual se calcula de
la siguiente manera

— 200+ 300+ 300+400+ 500+ 500 + 600
X : promedio = p = 400

Ejemplo 2: Se toman tres muestras de 7 animales cada una de la raza Charolais y se les aplica
la nueva dieta, obteniéndose los siguientes pesos.

muestra,: 400 450 500 550 600 680 700 X = 554.29 kg.

muestra,: 200 200 200 200 240 270 700 X =287.14 kg.

muestra;: 180 190 210 230 250 280 700 X'=291.43 kg.

Observar si el promedio (también llamado media) es realmente representativo en cada
una de las muestras, es decir si da una idea real de lo que sucede:

En la primera de ellas si, pero en las otras dos no. En la muestra, hay 4 animales
cuyos pesos son menores 554.29 kg. y 3 con peso mayor, en cambio en la muestra, hay 6
animales con peso menor al promedio y 1 con peso mayor, Io mismo que en la muestras.
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En la muestra, el promedio no es un buen representante, por lo que se buscara otro
valor. El peso 200 kg. es el que mas se repite (en este caso se repite 4 veces entre 7 valores
que tiene la muestra), luego se puede pensar que éste es un buen representante de esa
muestra.

En la muestra; tampoco el promedio es un buen representante, y no hay ningun valor
que se repita, por lo que se determinara otro valor que resuma esa muestra. El valor de peso
230 kg., que separa a la muestra ordenada en dos partes iguales (es decir que hay 3 valores de
la muestra menores a 230 kg. y 3 mayores) puede elegirse como tal.

La muestra,; puede ser caracterizada por el promedio, en tanto que la muestra, y la
muestra; pueden serlo por el valor de variable que mas se repite y el valor de variable que
divide a la muestra en dos partes iguales, respectivamente. Los valores descriptos son
ejemplos de Estadisticos.

Definicion 1: Los Estadisticos son funciones de algunas o de todas las observaciones

individuales que componen la muestra, lo que se puede expresar en forma simbdlica de la
siguiente manera

f: (X1, Xa,...,Xn) > (X1, Xa2,...,X5)

2.2 Estadisticos de Posicion

Los valores con que se han caracterizado las muestras anteriores, reciben el nombre
de estadisticos de posicién o medidas de tendencia central.

Definicion 2: Se denominan Estadisticos de Posicién a aquellos valores que tienden a ubicarse
en el centro de la muestra ordenada.

Estos valores proporcionan una idea de los datos de la muestra y alrededor de ellos
tienden a agruparse todas las observaciones de la misma.

Algunos de los estadisticos de posicién son:

e Media aritmética o promedio: es la suma de todos los valores de la muestra dividido el
tamario de la misma. Se lo denota con X vy la formula de calculo es:

| —

X= X.

i
1

Il M:

1

=}

e Moda: es el valor de variable que mas se repite y se denota con m.

o Mediana: es aquel valor que verifica que la mitad de los datos de la muestra son menores o

iguales a él y la otra mitad son mayores o iguales a él. Se denota por M. Para calcularla se
debe necesariamente ordenar la muestra y encontrar el valor “central” de la misma como
sigue :

1. Sines par
Xno + X024

2

es decir es el promedio de los valores ubicados en el centro de la muestra ordenada.

2. Sinesimpar
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M=Xu+1)2
es decir es el valor ubicado en el centro de la muestra ordenada.

Si bien algunos estadisticos de posicion no necesariamente asumen valores obtenidos
en la muestra, todos ellos deben ser valores entre el minimo y el maximo de la muestra
estadistica.

Si se dispone de los datos resumidos en una tabla de frecuencias no agrupadas, la
media puede calcularse como

X=1%rx

n i=!t

Por otra parte, algunas veces no se dispone de los datos reales de la muestra y solo se
tiene acceso a la tabla de frecuencias agrupadas de los mismos. En esos casos se toma como
representante del intervalo a la marca de clase del intervalo y en ese caso la formula para
determinar la media es

f,X,

1

X =

Il Mw

i

B =

cuyo valor no necesariamente coincide con el verdadero valor de la media.

2.2.1 Interpretacion

Ejemplo 3: Usando los datos de la muestra, del Ejemplo 2, resultan

1) X = 287.14 kg. 2)m=200kg. 3)M =200 kg.
lo cual dice que
1) Los pesos de los 7 animales estan alrededor de 287.14 kg.

2) El peso que mas se repite es de 200 kg. (no necesariamente esto implica que la mayoria de
los animales pesen 200 kg.).

3) Hay 3 animales que pesan 200 kg. o menos y 3 animales que pesan mas de 200 kg.

2.2.2 Comparacion entre los estadisticos de posicion

Aunque desde un punto de vista puramente descriptivo las tres medidas proporcionan
informaciéon complementaria, sus propiedades son muy distintas: la media utiliza todos los datos
y es, por tanto, preferible si los datos son homogéneos; tiene el inconveniente de que es muy
sensible a observaciones atipicas (un error en los datos o un valor anormal puede modificarla
notablemente). Por el contrario, la mediana utiliza menos informacién que la media (sdlo tiene
en cuenta el orden de los datos y no su magnitud) pero, en contrapartida, no se ve alterada si
una observacion o una pequefia parte de las observaciones son valores atipicos. En tanto que
la moda es el valor descriptivo mas débil, ya que en algunos casos puede no existir o puede no
ser Unica; es Util cuando la variable es de tipo cualitativo ya que es el Unico estadistico de
posicion que puede calcularse.
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En general es recomendable calcular la media y la mediana ya que si hay
heterogeneidad en los datos ambas medidas difieren notoriamente.

2.3 Estadisticos de Dispersiéon

Ejemplo 4: Suponga que los pesos de dos muestras de 7 novillos de raza Charolais tratados
con la nueva dieta son:

muestra,: 400 400 400 400 400 400 400
muestras: 200 300 400 400 400 500 600

Si se calculan los estadisticos de posicion para cada una de ellas, se ve que son todos iguales
a 400 kg., especificamente

X4 :XS =1’1’14:1’1’15:M4:M5:400

A pesar de lo anterior si se observan los pesos de los animales, se puede decir que el
efecto de la nueva dieta no fue igual en las dos muestras, lo cual indica que no son suficientes
los estadisticos de posicién para describir una muestra.

Lo que se desea es medir la diferencia que se visualiza entre las dos muestras, que en
realidad proviene de la variabilidad de las mismas. Para esto se calcula la diferencia entre el

valor maximo de la muestra (denotado por Xi.x) y el valor minimo (denotado por Xyiy) , €s
decir Xmax—Xmin , Cuyo valor para cada muestra es:

400 kg. - 400 kg. = 0 kg. 600 kg. - 200 kg. = 400 kg.

Estos valores indican que en la primera muestra todos los datos son iguales, mientras
que en la segunda no lo son, y ahi si se puede observar el efecto diferente de la nueva dieta en
los novillos de las dos muestras. En la primera muestra (donde todos los valores son iguales) la
diferencia es cero, en tanto que, en la segunda muestra (donde no todos los valores son
iguales) el valor de la diferencia es distinto de cero (positivo). Se definiran valores que tengan
precisamente esas caracteristicas:

* que resulten 0 cuando todos los datos son iguales;

*  que sean positivos cuando hay al menos uno diferente.

Definicion 3: Se denominan Estadisticos de Dispersion a aquellos valores que miden la
variabilidad de una muestra.

Los estadisticos de dispersion mas utilizados son:

¢ Amplitud o Rango: Es la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo observado en la
muestra. Se lo denota con w. En férmula se expresa

W= Xmax - Xmin

Este estadistico no utiliza toda la informacion de la muestra (solo sus extremos), por
ello se proponen otras medidas de dispersion que si la tienen en cuenta. Una de ellas surge en

considerando la diferencia de las observaciones con respecto a la media muestral: (Xi - X).

Sin embargo, como ésta es una medida para cada observacién y se quiere estudiar la
variabilidad de todos los valores de la muestra, se deberian sumar todas estas diferencias (en

n

simbolos, Z(Xi - X)). Se puede comprobar que esta suma es siempre cero cualesquiera

i=1
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sean los datos de la muestra, motivo por el cual no puede ser una medida de variabilidad.
Entonces basados en esta idea se define el siguiente estadistico de dispersion:

e Varianza: Es un valor que mide cuanto se desvian en promedio los datos de la media
2 ., cp .
muestral. Se lo denota con S” y en notacion matematica se lo expresa asi

L Ex)
n—1

2 .

Observe que S vale cero cuando los datos son todos iguales y es mayor que cero

cuando al menos uno es diferente, con lo que se logra lo que se espera de una medida de
variabilidad, utilizando ademas todos los valores de la muestra.

Dado que este estadistico tiene las unidades de los datos elevadas al cuadrado, se
define otro estadistico que tiene la misma magnitud que los datos.

Si se dispone de los datos resumidos en una tabla de frecuencias no agrupadas, la
varianza puede calcularse como

1

n—1li=

w2

[\S]
Il
Mw

£(x, -%)°

Por otra parte, si so6lo se tiene acceso a la tabla de frecuencias agrupadas de los datos
la varianza (usando la marca de clase) se calcula como

s* = r (%, X

e Desviacion Estandar: Este estadistico mide, al igual que la varianza, cuanto se desvian en
promedio los datos de la media muestral, pero con la misma magnitud que los datos. Se lo
expresa de la siguiente manera:

S = +JS?

e Coeficiente de Variacion: Es el estadistico de dispersién que mide la variabilidad de la
muestra independientemente de la magnitud de la media, o sea determina la variabilidad en

unidades de la media. Se lo denota con CV vy se lo calcula como

CV:i.IOO
X

El coeficiente de variacion es un numero sin unidades de medida, generalmente
expresado en porcentaje. Esta ausencia de unidades es de gran utilidad cuando se desea
comparar la variabilidad de dos 0 mas muestras.

2.3.1 Interpretacion

Retomando el Ejemplo 4 se puede observar, a simple vista que, para la primera
2
muestra tanto S; como S4 son cero, en tanto que para la segunda muestra ambos valores
resultan mayores a cero:
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2 2 2 2 2
S§:(200_400) +(300-400) +3.(4006—400) +(500-400) +(600 -400)  _ 16666.67kg?

y Ss=129.10 kg.

La interpretacion de los valores numéricos de los estadisticos obtenidos en la muestras
de novillos de la raza Charolais a los que se les suministré la nueva dieta es:

o w =400 kg. significa que /a diferencia entre los pesos del animal méas pesado y mas liviano
es 400 kg.

e S5 =129.10 kg. significa que los pesos de los 7 animales se desvian aproximadamente
129.10 kg. del peso promedio.

o CVs5 = 32.275 % significa que /a variabilidad de los pesos relativa al peso promedio es
aproximadamente del 32%.

Para comprender cuan util es el coeficiente de variacion se da el siguiente

Ejemplo 5: Se sospecha que el peso de las ratas es mas variable que el peso de los elefantes,
para lo cual se determiné el peso medio y la desviacion estandar de los pesos de los animales
en estudio, los cuales resultaron:

X, =10406.4 kg. Sk =557.68 kg.

X, =0.46 kg. S = 0.07 kg.

Si se tiene en cuenta el valor de las desviaciones estandar puede parecer que los pesos
de los elefantes varian mucho mas que los pesos de las ratas. Sin embargo al calcular el
coeficiente de variacion para cada muestra se observa que

CVE=5.36% y CVr=1522%

lo cual indica que en realidad varia mas el peso de las ratas que el peso de los elefantes, es
decir que la muestra con los datos de los pesos de los elefantes es mas uniforme que la de los
pesos de las ratas.

2.3.2 Comparacion entre los estadisticos de dispersion

El rango brinda una rapida visualizacion de la variabilidad de la muestra, aunque sélo
utiliza los valores extremos de la misma. Por su parte la varianza utiliza toda la informacién de
la muestra pero no posee las unidades de medida de los datos, condicién que si es verificada
por la desviacién estandar. Sin embargo, si el interés es comparar la variabilidad de dos o mas
muestras, la desviacién estandar no es aconsejable pues su valor esta en la magnitud de los
datos; en ese caso el coeficiente de variacion es el apropiado.

2.4 Diagrama de Caja

Si bien la media y la desviacion estandar son las medidas descriptivas mas comunes,
existen otras que proporcionan informacion adicional acerca de las caracteristicas de un
conjunto de datos. Por ejemplo:

- 38 -



Estadisticos

e Primer Cuartil: es la mediana de los valores inferiores o iguales a la mediana de la muestra
original. Este valor verifica que la cuarta parte de los datos de la muestra son menores o
iguales a él y las tres cuartas partes de los datos son mayores o iguales a él. Para calcularlo
se debe necesariamente ordenar la muestra. Se denota por Q);.

e Segundo Cuartil: es la Mediana y se denota por Q.

e Tercer Cuartil: es la mediana de los valores superiores o iguales a la mediana de la
muestra original. En este caso las tres cuartas partes de los datos de la muestra son
menores o iguales a él y la cuarta parte de los datos son mayores o iguales a él. También
para calcularlo se debe necesariamente ordenar la muestra . Se denota por Qs.

A partir de estas medidas es posible construir el grafico de caja, el cual proporciona
informacién util para un analisis descriptivo integral del conjunto de datos (Freund, J. y Manning
Smith, R. 1989). La forma mas simple de construir éste es a través de los siguientes 5 valores

1. El minimo 2. El primer cuartil
3. El segundo cuartil 4. El tercer cuartil
5. El maximo

Para los datos del Ejemplo 1, el diagrama de caja es

A A A A N es0
Xenin Q, M Qg Xmax PESO
Grafico 1: Distribucién de los novillos segun el peso

2.5 Descripcion conjunta de dos variables

La medida de asociacion lineal mas simple entre n pares de observaciones aleatorias
X1,Y1),..., (Xn,Yn) es la covarianza definida por:

D (X =X)(Y; -Y)
Cov(X,Y) =12

n-—1

El inconveniente de la covarianza como medida de asociacion es su dependencia de
las unidades de medida de las variables. Por ejemplo, la covarianza entre la altura y el peso es
200 (cuando las variables se miden en centimetros y gramos respectivamente) mientras que la
covarianza resulta 0.002 (cuando se expresa la altura en metros y el peso en kilogramos).
Estos valores tan diferentes llevarian a pensar que las observaciones medidas en ciertas
magnitudes tienen una asociacion lineal diferente que cuando se expresan en ofras
magnitudes, lo cual es incorrecto. Para resolver esta dificultad se construye una medida
adimensional, dividiendo la covarianza por un término con sus mismas dimensiones, dando
lugar al siguiente estadistico:
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e Coeficiente de Correlacion: mide el grado de asociacion lineal entre n valores de las

variables X e Y y se define por:
COV! X,Y!

r
SxSy
donde Sx y Sy son las desviaciones estandares de las variables X e Y respectivamente. Se
puede ver que:
1. El coeficiente de correlacion es adimensional: su valor no varia si se multiplica cualquiera de
las variables por una constante positiva.
2. Si existe relacion lineal exacta entre las variables (todos los puntos estan en la linea), el
coeficiente de correlaciéon es iguala 1 o -1.

3. Si no existe relacion lineal exacta se cumple que -1 <r<1.

Ejercicios de Aplicacion

1.
Los datos de la tabla corresponden a dos muestras de salarios (en $) de los empleados
en dos establecimientos ganaderos:
a) Calcular para cada muestra los estadisticos de posiciéon y compararlos.
b) Segun lo obtenido en a), ¢ reflejan los estadisticos de posicion la situacion salarial de
ambos establecimientos?. Justificar.
¢) Calcular los estadisticos que crea conveniente para reflejar lo observado en b).
d) Representar graficamente las muestras estadisticas y discutir la relacién entre los
valores de los estadisticos y la forma de los graficos.
Establecimiento A | Establecimiento B
200 300
200 300
200 300
300 300
300 300
300 300
300 300
900 400
2,

a) Dar un ejemplo de:
i) una muestra de tamafo 5, con media 5 y dispersion nula;
i) dos muestras con igual media y distinta varianza;
iii) una muestra de 7 datos de manera que el estadistico mas representativo sea la
moda.

b) Si en una granja hay pollos cuyos pesos varian entre 2.8 kg. y 3.8 kg.:

i) ¢ Puede el peso medio tomar los valores 2.1 kg. 6 4.2 kg. ?. ¢ Por qué?.
ii) ¢, Es posible que la varianza sea nula?.
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En cada uno de los siguientes ejemplos decidir si es posible que los estadisticos tomen
los valores que se informan:

a) En 5 vacunos Ayrshire se encontrd que el minimo porcentaje de grasa en la leche fue
del 4%, el promedio fue de 14% y el rango de 14%.

b) Para otro grupo de 5 vacunos de la misma raza mencionada en el punto anterior, se
encontré el mismo valor minimo de porcentaje de grasa, pero en cambio el rango
fue de 10% y el valor mas frecuente fue el 14%.

¢) En una quinta se seleccionaron 8 repollos y se les contd el numero de larvas de
cierto insecto y ademas se determind su peso. Para la primera variable el rango fue
de 6 larvas, mientras que en la segunda variable el rango fue de 0.5 kg.. Ambas
muestras estadisticas carecieron de moda.

d) En una muestra de huevos de ponedoras Leghorn blanca el rango de pesos fue de 9
gr., con un valor mas frecuente de peso de 45 gr. . El huevo mas pesado presentd
un peso de 45 gr..

e) Siete ponedoras de la raza mencionada en el punto anterior fueron seleccionadas
para ser pesadas. Los valores de peso encontrados oscilaron entre 1.4 kg. y 2.4 kg..
El peso mas frecuente es 1.4 kg..

En el Ejercicio 6 del Capitulo 1 se presentaron datos sobre la distribucion del area
sembrada entre los afios 83 y 87. ;Para que cereal hubo mayor variabilidad de la
distribucion del area sembrada ?.

En el Ejercicio 4 del Capitulo 1 se presentaron los nimeros de lechones por afio para
cerdas de la raza Yorkshire holandés. Repitiendo la misma experiencia pero para 30
cerdas de la raza Landrase belga, se obtuvo el siguiente conjunto de datos:

Numero de Numero de cerdas

lechones por aino
8

9
10
11
12
13

NIN(®|A|[O]|N

a) Calcular los estadisticos que crea conveniente para mostrar las diferencias en el
comportamiento de la variable “nimero de lechones por afio” para ambos grupos de
cerdas.

b) Realizar diagramas de barra para comparar el comportamiento de ambas muestras
estadisticas.

c¢) En base a los diagramas de cajas para los dos conjuntos de datos presentados,

discutir lo observado en los graficos y relacionar con los estadisticos obtenidos en el
inciso a).
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16 —

14

12

10 —

g 4 N B

Diagramas de Caja para el “numero de lechones” en dos razas de cerdas:
Yorkshire Holandés y Landrase Belga

Se seleccionaron un total de 30 muestras de 100 gramos de quesos Sbrinz
determinandose el contenido de vitamina B6 (en mcg.), obteniéndose la siguiente
muestra estadistica:

93 170 92 96 84 73
96 100 97 95 80 95
95 90 120 94 97 96
98 86 78 94 96 95
97 87 76 92 98 96

Ademas se construyo el histograma para las frecuencias relativas de los contenidos de
vitamina B6 que se presenta a continuacion:

Frec.  .B 7
Rielativa

I T I 1 T T
732 92.4 111.8 131.2 1506 170

itamina BB

Histograma para las frecuencias relativas de los contenidos
de vitamina B6 en muestras de queso Sbrinz

a) Calcular los estadisticos que crea conveniente para reflejar el comportamiento de los
datos mostrado en el histograma.

b) A continuacion se muestra un histograma donde se grafican los contenidos de
vitamina B6 (en mcg.) para 25 muestras de Queso Fundido. ;Qué diferencias
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substanciales encuentra entre este nuevo grafico y el histograma para las muestras
de queso Sbrinz?. Intuitivamente jcomo se reflejaria este cambio del
comportamiento de los contenidos de vitamina B6 en los estadisticos de posicion y
dispersion?.

3 A

“rec. Relativa

o -
T T

T
85.797 o 105.74
Vitamina B6

Histograma para las frecuencias relativas de los contenidos
de vitamina B6 en muestras de queso Fundido.

A fin de comparar los pesos de los huevos de tres lineas de ponedoras Leghorn blanca,
A, B y C, se tomaron 5 huevos de cada una de tales lineas, observandose los
siguientes valores (en gr.):

LineaA| 46.6 471 48 54.3 45.7
LineaB| 45.3 45.2 46.1 44.2 43.2
Linea C 54 52.1 53.6 52.6 56

a) ¢, Cual es la variable en estudio y a qué tipo corresponde?.

b) Realizar un estudio comparativo entre las tres muestras estadisticas.

Un equipo de investigadores intenta establecer alguna relacion entre el consumo de
agua y el alimento de pollas Leghorn estandar colocadas en jaulas. Para ello se midié
durante varios dias el consumo diario de alimento cada 100 pollas (en kilogramos) y el
consumo diario de agua cada 100 pollas (en libras). Los datos siguientes corresponden
a la muestra estadistica:

Consumo de Alimento [ 11.8 | 11.6 11 10 8.7 7 4.8
Consumo de Agua 33.9 | 35.7 | 38.6 44 55.4 | 73.5 | 89.2

A partir del siguiente resumen de los principales estadisticos para ambas muestras
realizar un informe, que usted crea conveniente, del comportamiento de los datos:

Consumo de Alimento Consumo de Agua

Estadisticos

Media 9.27 52.9
Mediana 10 44
Varianza 6.8 448.14

Minimo 4.8 33.9
Maximo 11.8 89.2
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3 Probabilidades

Objetivos:

+ Reconocer los ambitos de aplicacion de las distintas definiciones de la probabilidad en distintos
contextos.
+ Distinguir entre sucesos excluyentes y sucesos independientes.

3.1 Introduccién

Hasta ahora, s6lo se han planteado problemas tales como: un investigador intenta
imponer
* un nuevo farmaco;
una nueva dieta;
una nueva variedad.

*

*

Para resolver estos problemas o para tomar una decision, por ejemplo sobre si la nueva
dieta es mejor que la utilizada, se ha tomado una muestra y se ha realizado un analisis descriptivo
de la misma mediante graficos, tablas y/o estadisticos. Pero también, se debe tener en claro que
el problema esta planteado con fines de conocer caracteristicas de la poblacién, las cuales pueden
ser cuantificadas con valores tipicos que reciben el nombre de caracteristicas numéricas de la
variable o de la poblacion estadistica. Sin embargo, se debe observar también que es imposible o
poco practico (por razones de tiempo o de costo) a menos que la poblacién en estudio sea
pequenfa, inspeccionar todas las unidades experimentales de la misma por lo que se recurre al
estudio de una muestra extraida de esa poblacion.

Definicion 1: Una caracteristica descriptiva global de una poblacion estadistica se llama
caracteristica numérica de la variable.

Los valores tipicos de la poblacién estadistica pueden ser también denominados
parametros, pero aqui se reservara este término para las constantes que identifican un modelo
probabilistico, como se mostrara en los Capitulos 4 y 5.

Definicion 2: Una caracteristica descriptiva global de una muestra estadistica se llama estadistico.

A continuacion se muestran los estadisticos y las caracteristicas numéricas mas utilizados
para describir una muestra y una poblacién respectivamente.

MUESTRA POBLACION
(Estadisticos) (Caracteristicas Numéricas de la Variable)
X E(X)
S? Var(X)

S Des(X)
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Raramente se utilizan los estadisticos sélo como resumen descriptivo, se usan mas bien
como indicadores de alguna caracteristica de la poblacion de la cual fue extraida la muestra. Asi

v 2 . ) .
los valores muestrales X y S° son de escaso interés a menos que proporcionen alguna
informacion acerca del Promedio poblacional y de la Varianza poblacional.

Las caracteristicas numéricas de la variable en estudio mencionadas son generalmente
desconocidas, pues su valor sélo puede obtenerse examinando a toda la poblacién, lo cual es
practicamente imposible. Por ello es que se trata de estimarlos con los valores muestrales.

Ahora bien, aunque se trate de tomar la "mejor muestra", es decir, la mas representativa,
nunca se podran obtener las caracteristicas poblacionales con un 100% de seguridad, por no
conocer la informacién de toda la poblacion.

Estimar caracteristicas de una poblacién a través de caracteristicas de una muestra, recibe
el nombre de Inferencia Estadistica. Ese hecho tiene un costo, que es el de tener conocimiento
sobre la poblacion con un cierto margen de error, el cual es medido a través de una probabilidad.
Luego se puede dividir a la estadistica en dos grandes ramas vinculadas por medio de la
probabilidad y modelos probabilisticos.

- Estadistica Descriptiva - Estadistica Inferencial

No siempre la finalidad al obtener una muestra es tratar de hacer inferencia. Hay
situaciones en donde sélo importa describir lo que esta ocurriendo en la muestra para lo que se
utilizan las herramientas de la Estadistica Descriptiva, tales como graficos, tablas y estadisticos.

3.2 Algunas definiciones basicas

Se veran a continuacién ciertas nociones necesarias para estudiar el concepto de
probabilidad.

e Los fendmenos deterministicos son aquellos cuyos resultados se pueden predecir. Algunos
fenédmenos fisicos son de este tipo, por ejemplo si se arroja una roca hacia arriba por la ley de
la gravedad va a caer y por tanto no hay nada de incierto en el resultado de este experimento.

e Los fendmenos aleatorios son aquellos cuyos resultados no se pueden predecir. La estadistica
esta basada justamente en experimentos de este tipo.

Definicion 3: Un experimento aleatorio, es un proceso cuyo resultado no se puede predecir. Se lo
denota con E.

También se puede decir que los experimentos aleatorios son fendmenos empiricos que se
caracterizan por una propiedad fundamental y propia: su observacion repetida en condiciones
constantes, no produce el mismo resultado porque no existe regularidad deterministica sino
regularidad estadistica o aleatoria.

Ejemplo 1:

1. Arrojar una moneda. 2. Arrojar un dado
3. Suministrar una dieta. 4. Sembrar una variedad.
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Definicion 4: El espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto de todos los
resultados posibles del mismo. Se lo denota con S.

Ejemplo 2: El espacio muestral correspondiente a cada uno de los experimentos aleatorios
indicados en los puntos 1y 2 del Ejemplo 1 son

1.8={C, X} 2. 8={1,2,3,4,5,6}
Sobre un experimento aleatorio se pueden definir diferentes sucesos aleatorios:
Definicion 5: Un suceso aleatorio es un conjunto formado por algunos o todos los resultados
posibles de un experimento aleatorio. En términos de conjunto se puede decir que un suceso es

un subconjunto del espacio muestral. En general se denotan con letras mayusculas A4, B, C.

Definicion 6: Un suceso elemental es aquel suceso que tiene un solo resultado posible (conjunto
con un solo elemento).

Definicion 7: El suceso imposible es el que no ocurre cuando se efectua el experimento. Se lo
denota con &.

Definicion 8: El suceso seguro es el que ocurre siempre. Coincide con el espacio muestral.
Ejemplo 3: Sea el experimento E: “arrojar una moneda dos veces ”
e El espacio muestral asociado a él es: §= {(C,C); (C,X); (X,C); (X,X)}
Sobre este experimento se definen los sucesos aleatorios
e A “se obtiene al menos una cara”, luego por extension A = {(C,C); (X,C); (C,X)}
e B “se obtienen dos caras”, luego B={(C,C)}

e C "se obtienen tres caras”, luego € = {(C,C,C)} y como éste no es un subconjunto de §
resulta ser un suceso imposible.

3.3 Relaciones entre sucesos

Sean Ay Bdos sucesos

a) El suceso suma denotado por A+B, es el suceso que ocurre si A o B o ambos ocurren. Este
suceso puede ser visualizado utilizando los diagramas de Venn, como se muestra a
continuacion, para las dos situaciones que se pueden presentar.

A B A B

s

Grafico 1: Suceso suma
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b) El suceso producto, denotado por A.B, es el suceso que ocurre si A y B ocurren
simultaneamente, el que puede ser visualizado utilizando los diagramas de Venn, como sigue

S

Grafico 2: Suceso producto

¢) El suceso complemento de A, denotado por A€, es el suceso que ocurre cuando el suceso A
no ocurre.

Gréfico 3: Suceso complemento

Ejemplo 4: Sea el experimento E: "arrojar un dado"y §={1,2,3,4,5,6 }
Se definen sobre el experimento los siguiente sucesos

A: “sale un numero par”, luego por extension A={2,4,6}

B. “sale un numero impar”, luego B={1,3,5}

C: “sale un numero menor que 4”, luego €={1, 2,3}

Asi los sucesos A+C, A.B, B.Cy C€resultan:
1. A+C={1,2, 3, 4, 6} 2.AB=0 3.B.Cc={1,3} 4.Cc={4 5, 6}

Definicion 9: Dos sucesos son excluyentes si no pueden ocurrir simultdneamente. En simbolos A
y B son excluyentes si y solo si A.B = .

En el Ejemplo 4, al arrojar el dado no puede salir simultdneamente un numero par y un
numero impar, o sea, se verifica que A.B = J, es decir los sucesos Ay B son excluyentes.

3.4 Definicidén clasica de probabilidad

Para introducir la nocién de probabilidad se utiliza el siguiente
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Ejemplo 5: En una urna hay 6 fichas idénticas y bien mezcladas 5 de color y 1 blanca. Si se realiza
el siguiente experimento aleatorio

E: "extraer una ficha de la urna”

el espacio muestral asociado es
S ={b, ¢4, Cz, C3, C4, Cs} .

Teniendo en cuenta el espacio muestral, ses de esperar que la ficha blanca tenga la
misma posibilidad de ser extraida que una ficha de color?. La respuesta es no, ¢como cuantificar
esa posibilidad?. Para ello se definen los siguientes sucesos aleatorios

A: “salga una ficha de color” y B: “salga la ficha blanca”.

Las posibilidades de obtener una ficha de color son mayores que las de obtener una ficha
blanca. Exactamente son 5/6 y 1/6 respectivamente, donde el niumero 6 indica la cantidad total de
fichas de la urna, es decir el nimero total de resultados posibles del experimento (cantidad de
elementos del espacio muestral) y el niumero 5 indica la cantidad de fichas de color, es decir la

cantidad de resultados favorables al suceso A y el nimero 1 la cantidad de fichas blancas, es decir
la cantidad de resultados favorables al suceso B. A los valores 5/6 y 1/6 se los llama probabilidad.

Definicion 10: La probabilidad de un suceso A es el cociente entre el numero de resultados

favorables al suceso A y el nuimero de resultados posibles del experimento (m y n
respectivamente). En simbolos

P(4) = %

Es importante notar que para aplicar esta definicion deben verificarse dos supuestos muy

importantes

1. El nimero de elementos del espacio muestral debe ser finito.
2. Todos los resultados del experimento aleatorio deben ser igualmente posibles (equiprobables).

Por ello, en el Ejemplo, se resalta el hecho que las fichas "son idénticas" y "estan bien mezcladas".

Ejemplo 6: Suponga que de un mazo de 50 cartas un jugador recibe una carta. 4 Cual es la
probabilidad de que el jugador

a) reciba un rey? b) reciba una copa?
c) reciba una carta? d) no reciba ninguna carta?

Solucion:

e Para resolver este problema se debe observar primero si se verifican los dos supuestos
indicados anteriormente. En este caso, el nUmero de elementos del espacio muestral es finito

n=50 y, bajo el supuesto de que el mazo esté bien barajado, cada carta tiene la misma
posibilidad de ser extraida, esto es P(obtener una carta cualquiera)=1/50.

e Sise denotan A, B, Cy D los sucesos definidos en cada uno de los incisos anteriores, se tiene:
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P(A) =4/50, P(B) = 12/50 , P(C) = P(S) = 50/50=1 y P(D) = P(J) = 0/50=0
En general se verifica:
1.0 < P(A) < 1, para cualquier suceso A.
2.P(S)=1.
3.P(0)=0.
En base a las Definiciones 9 y 10 se deducen las siguientes consecuencias:
e AB=UsiysolosiP(A.B)=0.

e SiP(A.B) # 0 entonces A y B son no excluyentes.

3.5 Definicién estadistica de probabilidad

A continuacion se presenta la idea de regularidad estadistica, nombre que se admite como
adecuado para indicar el siguiente hecho: si un fenédmeno se repite en las mismas condiciones un

numero considerable de veces ni,ny,n;z,... (con n1> ny > n3 >...), se determina para el suceso de

interés A la frecuencia relativa (f;5) y si se observa que dichas frecuencias relativas tienden a
estabilizarse alrededor de un numero, se dice que el fendbmeno se comporta con regularidad
estadistica. La definicion estadistica de probabilidad de un suceso esta basada en esto.

Para fijar esta idea se presentan los siguientes ejemplos, a partir de los cuales se deducira
la definicion estadistica de probabilidad.

Ejemplo 7: Sea el experimento aleatorio E: "arrojar una moneda balanceada” y sean n;=1, n,=10,

n;=100,... las veces que se repite el experimento. El suceso de interés en este caso es A:
“obtener una cara”. Las frecuencias relativas de cara obtenidas se representan en el Grafico 1. Si
se observa este grafico se ve que las frecuencias relativas correspondientes al suceso A tienden a
estabilizarse alrededor de un numero fijo 1/2 .

1+

fr O’U /‘\ I

1 10 50 100 1000
NiUmero de tiradas

Grafico 4: Proporcién de caras segun el Numero de tiradas.
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Ejemplo 8: Los siguientes datos son obtenidos de una publicacion de cifras demograficas relativas
a nacimientos de bebés clasificados por sexo, se tomaron muestras de tamafio 10, 100, 1000,
10000, 100000 nacimientos. La frecuencia para cada sexo en cada muestra se indican en la Tabla
1. Observando la columna de f;v se nota facilmente que a medida que aumenta el niumero de
nacimientos, la proporcion de varones nacidos tiende a estabilizarse alrededor de 0.51. Para
simplificar este ejemplo no se consideraron los nacimientos multiples y ademéas solo se tomaron
los nacidos vivos.

Tabla 1: Frecuencias por sexo

Tamano de fv fm fiv Frm
muestra
10 6 4 0.60000 0.40000
100 55 45 0.55000 0.45000
1000 526 474 0.52600 0.47400
10000 5187 4813 0.51870 0.48130
100000 51005 48995 0.51005 0.48995

Todo lo anterior conduce a la siguiente definicion de probabilidad en términos de la
frecuencia relativa, la cual puede considerarse la Definicion Estadistica o Frecuencial de
Probabilidad.

Definicion 11: A medida que aumenta el numero n de repeticiones de un experimento E;,
ejecutado en las mismas condiciones, la frecuencia relativa correspondiente a un suceso
cualquiera A tiende a estabilizarse en un niumero. Ese numero es el que se llama Probabilidad y
puede ser expresado como

limf, =P(A)

n—oo
o sea cuando el tamafo de la muestra es grande se tiene que
fa= P(A)

Si se comparan las Definiciones 10 y 11 se puede deducir que, para obtener la
probabilidad de un suceso en base a la definicién clasica no es necesario realizar el experimento,
en tanto que si se la desea obtener en base a la definicién estadistica se lo debe realizar pues la
misma esta en funcién de la frecuencia relativa.

Otra manera de presentar la nocién de probabilidad esta basada en el método axiomatico
(Meyer, P. 1992). Este abordaje requiere la realizacion del experimento y puede aplicarse sobre

espacios muestrales infinitos Esta forma de definir la probabilidad no sera presentada en este
texto.

3.6 Probabilidad de algunos sucesos importantes

En la Seccion 3.3 se definieron algunas relaciones entre sucesos. Se muestra a
continuacion la forma de calcular la probabilidad de esos sucesos.

3.6.1 Probabilidad del Suceso Suma

La probabilidad de la suma de dos sucesos Ay B es

_57



/r/'/y"///!'//ﬂ'///,‘/ ala ]l,\‘/’.’/'1//,\‘/’/&'/ [)///’l’x las Ciencias de la [ aa

P(A+ B) =P(A) + P(B) — P(A. B)
Cuando Ay B son excluyentes, P(A. B) = 0 y entonces la probabilidad del suceso suma es
P(A+ B)=P(A)+ P(B)

Este resultado se puede demostrar facilmente utilizando algunos conceptos de la teoria de
conjunto.

Ejemplo 9: Hallar la probabilidad de sacar un rey o un corazén de un mazo de 52 cartas bien
mezcladas.

Solucién:
E: "extraer una carta al azar" S = {x/ x es una carta del mazo}
A = {sacar un rey} B = {sacaruncorazéon} 'y A. B ={sacar un rey de corazon}

A + B = {sacar un rey o un corazon}

Ahora se dispone de todos los datos necesarios para dar la solucion del problema
planteado, que en términos de probabilidad es

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A. B) = 4/52 + 13/52 — 1/52 = 16/52 = 0.31

Esto significa que si se repite muchas veces el experimento E en aproximadamente el 31% de los
casos sale un rey o un corazon.

Ejemplo 10: Un tirador dispara a un blanco dividido en tres zonas. La probabilidad de impactar en
la primera zona es 0.45 y en la segunda es 0.35. Hallar la probabilidad de que pegue en la primera
o en la segunda zona.

Solucién:

E: " tirar al blanco" S ={zy, 25, z3}

Es este caso se definen los sucesos

A = {impactar en la zona 1} B = {impactar en la zona 2}

Es importante notar que los sucesos A y B son excluyentes, entonces

P(A+ B) = P(A) + P(B) = 0.35 + 0.45 = 0.80

3.6.2 Probabilidad del suceso complemento
La probabilidad del suceso ACes igual a 1 menos la probabilidad del suceso A. En simbolos
P(A°) =1 - P(A)

Para verificar esta igualdad se debe tener en cuenta que el espacio muestral se puede
pensar como la unién de dos subconjuntos excluyentes, es decir: S=A U A° (o equivalentemente
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S=A+ AC). Aplicando el operador probabilidad a ambos miembros y recordando que los sucesos
Ay A® son excluyentes se tiene que

P(S)=P(A) + P(A®)
y dado que P(S)=1 se puede escribir
1 =P(A) + P(A°)
y despejando se obtiene la expresion inicial.

Ejemplo 11: La probabilidad de que un equino tenga tumores cutaneos es 0.70. ;Cual es la
probabilidad de que un equino elegido al azar no tenga tumores cutaneos?.

Para determinar esta probabilidad se aplica el resultado anterior. Luego se tiene

P(A%=1-P(A)=1-0.70 = 0.30

3.6.3 Probabilidad del suceso producto

Antes de determinar la probabilidad del suceso producto, se presentan los conceptos de
sucesos independientes y sucesos dependientes.

Definicion 12: Dos sucesos A y B se dicen estadisticamente independientes cuando la
probabilidad de que ocurra uno de ellos (A) no depende de la ocurrencia o no del otro (B).

En términos probabilisticos esta definicion se puede escribir de la siguiente manera
P(A/B)=P(A)

0 analogamente
P(B/A)=P(B)

Definicion 13: Dos sucesos se dicen estadisticamente dependientes cuando la probabilidad de
que ocurra uno de ellos (A) se ve afectada por la ocurrencia de otro (B). En simbolos

P(A/B)#P(A) o P(B/A)%P(B)

La expresion P(A / B) indica la probabilidad de un suceso A condicionado a la ocurrencia de otro
suceso B.

Definicion 14: La Probabilidad Condicional de un suceso A dado otro suceso B es igual al
cociente entre la probabilidad del suceso producto A.By la probabilidad del suceso B. En simbolos

P(A/B)=P(A.B)/P(B) si P(B)#0
Analogamente
P(B/A)=P(A. B)/ P(A) si P(A)#0

Para comprender esta definicién se presenta el siguiente ejemplo
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Ejemplo 12: La Tabla 2 reproduce los datos del Problema 1.6 que trata sobre tumores cutaneos
en equinos segun el color del pelaje.

Tabla 5': Distribucion de frecuencias segun el color y presencia del tumor.

PRESENCIA DE TUMOR Si No TOTAL
COLOR
Alazan 220 80 300
Zaino 135 115 250
Tordillo 415 35 450
TOTAL 770 230 1000

Sea entonces el experimento: E: “Extraer un animal al azar" .
a) ¢ Cual es la probabilidad de que el animal elegido sea de color zaino?.
b) ¢ Cual es la probabilidad de que el animal sea de color zaino dado que tiene tumor cutaneo?.
¢) ¢, Los sucesos “color zaino” y “presencia de tumor cutaneo” son sucesos independientes ?.
Solucion:
a) En primer lugar se debe definir el suceso A = {animal de color zaino} entonces
P(A) =na /n=250/1000
Lo que indica que aproximadamente el 25% de los animales son de color zaino.

b) Interesa calcular la probabilidad condicional P(A / B) donde B = {animal que presenta tumor}.
Para calcular esta probabilidad se puede utilizar la definicion clasica. La informacion adicional
“presenta tumor cutaneo" reduce el espacio muestral S al subconjunto de animales con tumor
cutaneo, de alli que los casos posibles corresponden a la cantidad de animales con tumores
cutaneos (en este caso 770), mientras que los casos favorables corresponden a los animales
que verificaron las dos condiciones "color zaino y presenta tumor ". Entonces

pasgy=lap 135 g
ng 770

El mismo resultado se obtiene si se aplica la Definicion 14

P(AB) _135/1000 _ 135 _
P(B)  770/1000 770

P(A/B)= 0.18

Dada la equivalencia entre ambos modos de calcular la probabilidad condicional, cuando se
cuenta con tablas de contingencia es recomendable usar la definicion clasica (reduciendo el
espacio muestral).

c¢) Laindependencia se verifica si P(A / B) = P(A). En este caso

! Coincide con la Tabla 5 del Capitulo 1.
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P(A/B)=135/770=0.18 P(A) = 250/1000 = 0.25

como P(A / B) # P(A) se concluye que los sucesos “color zaino” y “presencia de tumor
cutaneo” no son sucesos independientes.

Se supone que n=1000 es un tamafio suficientemente grande como para verificarse la
aproximaciéon adecuada entre las frecuencias relativas y las probabilidades respectivas.

Una vez resuelto el problema de cémo determinar la probabilidad condicional se esta en
condiciones de abordar el calculo de la probabilidad del suceso producto. Despejando P(A.B) de la
expresion dada en la Definicion 14, se obtiene

P(A.B)=P(A/B).P(B)
Si Ay B son sucesos independientes, por la Definicion 12 resulta P(A/ B) = P( A), entonces

P(A.B) = P(A).P(B)

Cuando los sucesos A y B son resultados de un experimento que consiste en la extraccion

de elementos de una poblacién finita, para calcular la probabilidad del suceso producto (y la

condicional) se debe tener en cuenta si el experimento se ha realizado con reposiciéon o sin
reposicion.

Para comprender mejor este hecho se desarrollara el siguiente

Ejemplo 13: De un mazo de 52 cartas se seleccionan al azar dos cartas. ¢ Cual es la probabilidad
de que ambas sean de diamante?.

Solucién:

Para responder esta pregunta se distinguiran dos casos:

1. La primera carta extraida es devuelta al mazo antes de extraer la segunda.
2. La primera carta extraida no es devuelta al mazo y se extrae la segunda.
Sean los siguientes sucesos:

A = {obtener un diamante en la primera extraccion}.
B = {obtener un diamante en la segunda extraccioén}.

La probabilidad buscada es P(A.B)

1. P(A)=13/52 y P(B / A) = P(B)=13/52 porque la primera carta extraida es devuelta al mazo
antes de extraer la segunda. Luego A y B son sucesos independientes y entonces

P(obtener diamante en la primera y en la segunda extracciéon) = P(A.B)
=P(A).P(B)
=169/2704 = 0.0625

2. P(A)=13/52 y P(B/ A)=12/51 porque la primera carta extraida no es devuelta al mazo y se
extrae la segunda, lo que hace que A y B sean sucesos dependientes. Entonces
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P(obtener diamante en la primera y en la segunda extracciéon) = P(A.B)
=P(A).P(B/A)
=156/2652 = 0.059

En general el experimento definido en el caso 1 se denomina seleccién con reposicion,
mientras que el caso 2 se denomina seleccion sin reposicion.

3.7 Teorema de Bayes

El teorema de Bayes es un resultado muy utilizado para resolver problemas como el
planteado a continuacion

Ejemplo 14: En cierta investigacién se desea calcular la probabilidad de que un animal presente
una cierta enfermedad dado que esta vacunado conociendo que la probabilidad de que esté
vacunado dado que contrajo la enfermedad es 0.20.

Observar que se desea determinar una probabilidad condicional teniendo la probabilidad
condicional inversa.

Para solucionar este problema es necesario enunciar el siguiente

Teorema: Sea E un experimento aleatorio, S el espacio muestral y sean By, B,,..., Bx sucesos

k
mutuamente excluyentes (es decir B; N B; = & para todo i#j) tales que S= |J B. . Entonces

i=1
para cualquier suceso A del espacio muestral S, se tiene que

P(A/B;).P(B;)
iP(A/Bi).P(Bi)

i=1

P(Bj/A)=

k k
Notar que A=A(1S=A UBi :U(AﬂBi).

i=1 i=l1
Asi para solucionar el problema planteado vamos a utilizar el teorema enunciado (Mendenhall, W.
et. al. 1994).

Solucioén:

Para este caso se tiene que el experimento aleatorio E es “elegir al azar un animal’, luego al
espacio muestral se lo puede pensar como la unién de los siguientes sucesos:

B,={que el animal contraiga la enfermedad} y B,={que el animal no contraiga la enfermedad},
entonces S = B{UB; y Bi"B,=. Sea el suceso A = {el animal esta vacunado} entonces
A=AnNS=An(BUBy)=(A"B)U(ANB;) y aplicando probabilidad a ambos miembros se
obtiene P(A) =P(A/B;).P(B;) + P(A/B;).P(B;)

Luego la expresion de la probabilidad que se desea determinar es

P(A/B,).P(B,)

P/ A)= 5 B P(B, )+ P(A/B.) DB, )

En términos del problema se tiene:
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La probabilidad de que un animal contraiga la enfermedad es 0.75 y la probabilidad de que un
animal esté vacunado sabiendo que no contrajo la enfermedad es 0.70. Entonces

P(B, /A) = 0.20.0.75 _ 015 ~ 046
0.20.0.75+0.70.0.25 0.325

Este resultado esta indicando que aproximadamente el 46 % de los animales que estan vacunados
presentan la enfermedad.

Ejercicios de Aplicaciéon
1. (Un poco de teoria de conjuntos y probabilidad)

Sea el experimento de “arrojar una moneda equilibrada y un dado regular en ese orden”.

a) En la figura siguiente se muestran el espacio muestral de este experimento y dos
sucesos, A y B. Describir estos sucesos y calcular su probabilidad.

b) Calcular P(A. B) y P(A + B) e interpretar el resultado para este caso particular.

A S

(c,1)

(c,3) (c,5)

Espacio muestral para el Experimento “arroja una moneda y un dado”.
(Con x y ¢ se simbolizan “cruz” y “cara”, respectivamente).

2,
Sean A y B dos caracteristicas genéticas y supdngase que la probabilidad de que un
animal manifieste la caracteristica A es 1/2 , 3/4 de que manifieste la B y 3/8 que las
manifieste a ambas. ; Cual es la probabilidad de que un animal manifieste las
caracteristicas Ao B ?.

32

A continuacién se da la clasificacién de 872 campos seleccionados en una investigacion
sobre el rendimiento de arroz, clasificados de acuerdo al tipo de abono e irrigacion.

2 Lo - .
En este problema y en los siguientes se supone que n es suficientemente grande como para verificarse la
aproximacion adecuada entre las frecuencias relativas y las probabilidades respectivas.

Nl



Introduccion a la Estadistica Para las Ciencias de la Vida

IRRIGACION Si No
ABONO
Sin Abono 123 413
Estiércol 81 223
Otros Abonos 14 18

a) Si se selecciona uno de esos campos al azar, hallar:

i. P(“sin abono”).

ii. P(“de estar irrigado y con estiércol”).

iii. P(“sin abono o con estiércol, y no irrigado”).

iv. P(“de estar irrigado dado que no esta abonado”).
v. P(“tener estiércol u otros abonos”).

b) ;Son independientes los sucesos “estar irrigado y estar abonado” ?.

Un total de 86 bovinos afectados de fractura de primera falange fueron tratados con dos
procedimiento especificos, uno tradicional y otro nuevo. Se confecciond un registro para
cada animal donde se dejaba constancia del tratamiento aplicado y de los resultados del
mismo. Dichos registros arrojaron la siguiente clasificacion: de los tratados con el
procedimiento tradicional 42 se recuperaron y 9 no, en tanto que entre los tratados con el
nuevo procedimiento 17 se recuperaron y 18 no.

Si se elige uno de los 86 registros al azar, encontrar la probabilidad de que el animal:
a) haya sido tratado con el nuevo procedimiento.

b) haya sido tratado con el procedimiento tradicional y se haya recuperado.

Considerar el experimento aleatorio “registrar el sexo de las dos primeras crias de una
vaca de cierta raza” (suponga que P(H)=P(M)=1/2).

a) Describir el espacio muestral (S) correspondiente a este experimento aleatorio.

b) Completar con las probabilidades requeridas la siguiente tabla:

Evento Probabilidad

“‘que ambas crias sean machos”
“que una cria sea hembra”
“que solo una cria sea macho”

c) En el siguiente grafico se informan los resultados correspondientes a una serie
sucesiva de repeticiones del experimento y las correspondientes frecuencias relativas
del evento “que ambas crias sean hembras”. ; Qué concepto tedrico permite relacionar
el comportamiento de las frecuencias relativas con el valor de la probabilidad del
evento?.
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02+
fr

0,1

0 } |
0 500 1000
Repeticiones del experimento

Frecuencias relativas del evento “que ambas crias sean hembras”
versus el numero de repeticiones del experimento.

Se cruzan dos organismos heterocigotos con genotipo Aa para cierta caracteristica; un
individuo de la primera generacion de dicho cruzamiento puede poseer los siguientes
cuatro genotipos:

A a
A AA Aa
a aA aa

a) Calcular la probabilidad de cada una de las combinaciones posibles, suponiendo que
todas son igualmente probables.

b) En la descendencia anterior los individuos que son AA no pueden ser Aa o aa al mismo
tiempo. Cémo se denomina a los sucesos que mantienen esa relacion y como se
expresa matematicamente?.

c¢) ¢Cual es la probabilidad de que un individuo de la primera generacion sea
heterocigota?.

En un heterocigota (Aa) al formarse los gametos puede ser que lleve el alelo "A" o el "a"
con igual probabilidad. Otro heterocigota Aa formara las mismas gametas con igual
probabilidad pero sera un suceso independiente al anterior. Por lo tanto al producirse un
cruzamiento la probabilidad de un genotipo cualquiera sera igual al producto de las
probabilidades genéticas que le daran origen.

a) Expresar la independencia mencionada en términos probabilisticos.

b) Hallar, utilizando la independencia, la probabilidad de un genotipo cualquiera para un
individuo de la primera generacion. Comparar con lo obtenido en el ejercicio anterior.

Ciertos genes afectan el pelaje de los gatos domésticos. Uno de estos genes determina si
el gato tienen pelaje blanco o blanco con manchas y otro de los genes determina si el
pelaje es largo o corto. En la siguiente tabla se muestran algunas de las probabilidades de
que un gato, miembro de la primera generacion filial de un cruzamiento de gatos
heterocigotas, posea alguna de las combinaciones segun el color y tipo de pelaje:
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10.

11.

TIPO DE PELAJE Largo Corto
COLOR DE PELAJE
Blanco

Manchado 0.18 0.56

Completar con las probabilidades faltantes de tal manera que los eventos “que el gato
posea un color de pelaje blanco” y “que el gato posea un pelaje largo” resulten
independientes.

La queratosis (anomalia de la piel) es debida a un gen dominante Q. Una mujer con
queratosis cuyo padre era normal, se casa con un hombre con queratosis cuya madre era
normal. Si esa pareja tiene 4 hijos. ;Cual es la probabilidad de que todos ellos tengan
queratosis?.

En el pollo las plumas sedosas estan determinadas por un gen cuyo efecto es recesivo
respecto al que rige las plumas normales. Si de un cruzamiento entre individuos
heterocigotas se criasen 98 aves. Utilizando la definicién estadistica de probabilidad:
jcuantos pollos cabria esperar que tuvieran plumas sedosas, y cuantos plumas
normales?.

En la produccion de cerdos es estratégicamente importante el control de las enfermedades
respiratorias, ya que éstas son causantes de pérdidas sustanciales. Una de tales
enfermedades es la neumonia, y una manera de cuantificar su impacto es a través del
area pulmonar afectada.

En un frigorifico se realizo, a través del tiempo, una clasificacion de 10000 cerdos segun la
edad y el area pulmonar afectada por la neumonia, ambas convertidas en variables
cualitativas. El siguiente cuadro describe los porcentajes de los animales clasificados
segun esas variables:

EDAD Menor Mayor
AREA PULMONAR
0-15 % 4000 4300
16% o mas 300 1400

Suponiendo que los datos obtenidos en el frigorifico son una descripcidon acertada del
estado de los cerdos de los criaderos de la zona, ¢ cual es la probabilidad de que un cerdo
elegido al azar de dichos criaderos:

a) tenga un area pulmonar afectada del 16% o mas?.

b) que sea de edad menor ?.

¢) que sea de edad mayor y tenga un area pulmonar afectada de 15% o menos?.

d) ¢son independientes los eventos “que un cerdo posea 16% o mas de area pulmonar
afectada” y “que un cerdo sea de edad mayor”.
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4 Variables Aleatorias Discretas

Objetivos:
+ Identificar variables aleatorias discretas.

+ Construir la tabla de distribucion de probabilidades de una variable aleatoria discreta.
¢ Reconocer los parametros de las distribuciones de probabilidades.

4.1 Variable Aleatoria

Al describir el espacio muestral de un experimento, no se ha especificado que un
resultado individual necesariamente deba ser un nudmero. De hecho, se han citado varios
ejemplos donde el resultado del experimento no fue una cantidad numérica. En esos casos la
variable respuesta del experimento es una categoria, es decir que el espacio muestral
correspondiente a ese experimento no es un conjunto de nimeros. Sin embargo, en muchas
situaciones experimentales se esta interesado en asignar un numero real a cada uno de los
elementos del espacio muestral.

Para entender esta idea se presenta el siguiente

Ejemplo 1: Sea E: “tirar un dado 2 veces” el experimento y S={(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)} su
espacio muestral.

Se definen sobre este espacio muestral tres variables:
X: Cantidad de numeros pares que aparecen en la cara superior.
X,: Diferencia entre los niUmeros que aparecen en la cara superior.

X3: Producto de los nimeros que aparecen en la cara superior.

Cada una de estas variables es una funcidbn que asigna a cada resultado del
experimento aleatorio (elemento del espacio muestral) un nimero real.

Xi:S> R Xy S—> R X3:S> R

\_/ \

A partir de esta idea intuitiva se puede dar la siguiente
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Definicion 1: Sea E un experimento aleatorio y S el espacio muestral asociado con dicho
experimento. Una funcion X que asigna a cada uno de los elementos s de S un nimero real
X(s) se llama variable aleatoria, o que se puede expresar en simbolos

X:8 >R
s> X(s)

El conjunto de valores posibles que puede asumir una variable aleatoria es llamado recorrido o
imagen de la variable, denotado por R(X). Para el Ejemplo 1

R(X))=0, 1,2
R(X;)=-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5
R(X3)=1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 36

A cada valor de la variable se le puede asociar su probabilidad de ocurrencia y en base
a ellos se construye una tabla, llamada tabla de distribucion de probabilidades.

Para el Ejemplo 1 las tablas correspondientes a las variables X; y X, son:

Xii | prP(Xi=x1i) x2i | pi=P(X2=x2i)
0 9/36 -5 1/36
1 18/36 -4 2/36
2 9/36 -3 3/36

1 -2 4/36
-1 5/36
0 6/36
1 5/36
2 4/36
3 3/36
4 2/36
5 1/36
1

Para ejemplificar el calculo de las probabilidades, puede considerarse el caso P(X,=2).
Dado que el valor X;=2 esta asociado al suceso {(2,2), (2,4), (2,6), (4,2), (4,4), (4,6), (6,2),
(6,4), (6,6)} resulta P(X,=2)=9/36.

En cuanto a la notacién, se utilizaran mayulsculas, como X, para denotar variables
aleatorias y minusculas, como X;, para representar los valores particulares que puede tomar
una variable aleatoria. Por su parte p; representa la P(X=Xx;).

Notar que en cada tabla de distribucion de probabilidades, la suma de las
probabilidades p; es igual a 1.

4.2 Variable Aleatoria Discreta

Definicién 2: Una variable aleatoria X se llama discreta si solamente puede tomar un nimero
finito o infinito numerable de valores distintos.

Las variables X, X, y X3 del Ejemplo 1 son variables aleatorias discretas.
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Definicion 3: Sea X una variable aleatoria discreta, se llama funcion de probabilidad puntual

de la variable X a la funcién P, que asigna a cada resultado posible X; un nimero pi=P(X=X;),
el cual verifica las siguientes condiciones

1. 0 < p; <1 para todo i.

n
M

p; =1 donde k indica el nimero de valores diferentes que toma la variable.

i=1

En general a la coleccion de pares (Xj, pi) con i=1, 2, 3,..., k se llama Distribucion de
Probabilidad Puntual .

Es importante observar la diferencia entre la tabla de distribuciéon de probabilidades y la
tabla de distribucién de frecuencias. La presentada aqui contiene todos los valores posibles de
la variable con sus respectivas probabilidades, mientras que en la tabla de distribucién de
frecuencias aparecen sélo los valores de variable que se dieron en la muestra y sus frecuencias
absolutas y relativas. Los valores f; y p; son proporciones, la diferencia esta en que la primera
es con respecto al tamafio de la muestra mientras que la segunda es con respecto a toda la
poblaciéon. Ademas, para construir la tabla de distribucion de probabilidades no es necesario
realizar el experimento mientras que para construir la tabla de distribuciéon de frecuencias si lo
es.

La informacién dada por la tabla de distribucion de probabilidades se puede representar
usando graficos, como los que corresponden a una tabla de frecuencias no agrupadas. Por

ejemplo para la variable X el diagrama de barras es el que se muestra a continuacién. En el

eje de las abscisas se representan los distintos valores de la variable X; y en el eje de las
ordenadas las probabilidades con que aparecen dichos valores.

§ Z
7

0,0

0 1 2 X,

Grafico 1: Distribucién de probabilidades de la cantidad de niUmeros pares

4.3 Caracteristicas numéricas de la variable aleatoria

Asi como se puede resumir la informacion de una muestra estadistica mediante
numeros o valores tipicos llamados estadisticos, también se puede resumir la informacion de
una poblacion estadistica mediante niumeros llamados caracteristicas numéricas de la variable.
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Las caracteristicas numéricas de una poblacion estadistica o valores tipicos de una
poblaciéon mas utilizados son la Esperanza o Media, la Varianza y la Desviacién Estandar. Estos
valores se obtienen a partir de férmulas analogas a las que permiten obtener los estadisticos
utilizando la informacion de toda la poblacién. La definicion de cada una de estas caracteristicas

esta dada a continuacion.
Definicién 4: Si X es una variable aleatoria discreta, entonces
i

1. La esperanza o media poblacional esta dada por E(X) =>p; X
i=1

2. Lavarianza poblacional esta dada por Var(X) = i p; (Xi - E(X))2

=1
3. Des(X) = +/Var(X)

Es facil observar la similitud de estas caracteristicas numéricas con los estadisticos
X, S?y S. A continuacién, se muestra la similitud existente entre X y E(X) para lo cual es

importante recordar que f;; =p;, cuando n tiende a infinito.

= E(X) , cuando n es grande.

4.3.1 Propiedades de la Esperanza y la Varianza

Si X e Y son variables aleatorias y ¢ es una constante, entonces
E.. E(c)=c
E,. E(c.X) = c.E(X)
Es. E(X£Y) = E(X) £ E(Y)
E,, Si X e Y ademas son variables aleatorias independientes,
E(X.Y)=E(X).E(Y)
V,. Var(c) =0
V,. Var(c.X) = ¢*.Var(X)

Vs, Si X e Y ademas son variables aleatorias independientes,
Var(X+Y)=Var(X) + Var(Y)

Ejemplo 2: Calcular la E(X;) y Var(X,) para la variable X; definida anteriormente.

36 36 36 36

entonces

entonces

Que la E(X;) = 1 significa que si se repite muchas veces el experimento de arrojar dos veces
un dado y se cuentan en cada repeticién los numeros pares que aparecen en la cara superior,

entonces la cantidad de nimeros pares en cada repeticion es aproximadamente 1.
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9 L8 w9 o 9 18 9
Var(Xl)_36.(O 1) +36.(1 1) +36.(2 1) _36.1+36.0+36.1_0.5

Des(X,)= +4/0.5=0.71

Muchos son los experimentos que se pueden ajustar a distintos modelos probabilisticos
para variables aleatorias de tipo discreto, entre ellos se estudiaran en detalle los Modelos
Probabilisticos Bernoulli, Binomial, Hipergeométrico, Poisson, Geométrico y Binomial Negativo.

4.4 Modelo Probabilistico Bernoulli

En primer lugar se desarrollara el modelo basico para generar los modelos mencionados
anteriormente.

Ejemplo 3: Un vendedor de semillas de cierta especie garantiza un poder germinativo del 90%.
Una persona selecciona 1 semilla y la siembra en una maceta. ¢ Cual es la probabilidad de que
germine ?.

Solucioén: En este caso

E: “sembrar 1 semilla” S ={G,NG}
X: nimero de semillas que germinan R(X)=0,1

P(que una semilla germine) = P(X=1) = 0.90
La distribucion de probabilidades de la variable X es:

Tabla 1: Distribucién de probabilidades del Numero de semillas que germinan

X; Elementos de S pi = P(X=x))
0 NG 0.10
1 G 0.90

Definicion 5: Se dice que un experimento es un Ensayo de Bernoulli si tiene sélo dos
resultados posibles, uno se denominara éxito (E) y el otro fracaso (F).

En este caso el espacio muestral es S = {E,F}.

Llamando p=P(Exito) y q=P(Fracaso) y teniendo en cuenta que
P(Exito)+P(Fracaso)=1 (o sea p+q=1) se obtiene que qg=1-—p.

En el Ejemplo 3 resulta g=P(Fracaso)=P(una semilla no germine)=1-0.90=0.10.
Definicion 6: El parémetro del modelo Bernoulli es p (probabilidad del suceso éxito).
Para el Ejemplo 3, el suceso éxito es “la semilla germina” y el parametro es p=0.90.

Definicidon 7: La variable aleatoria Bernoulli Xggr cuenta el nimero de éxitos cuando se realiza
un Ensayo de Bernoulli.
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El conjunto de valores que asume es R(Xpgr)=0,1.

Definicion 8: La probabilidad de obtener Kk éxitos en un Ensayo de Bernoulli esta dada por

P(Xger=k) = p* (1-p)'* con k=0,1

1
Notar que Zpk(l —p)l_k =1.
k=0

4.4.1.Caracteristicas Numéricas

Las caracteristicas numéricas de la variable aleatoria Bernoulli son:

1. E(XBER):p
2. VaI'(XBER):p.q

3. Des(Xper )= /P +q

El resultado de cada una de ellas es inmediato.

Algunos experimentos no responden en forma inmediata a las caracteristicas de un
Ensayo de Bernoulli. Por ejemplo el experimento E: “tirar un dado equilibrado” tiene mas de dos
resultados posibles, o sea §={1,2,3,4,5,6}. Pero si se definen E: {sale un numero cinco} y F:
{sale un numero distinto de cinco} puede pensarse al experimento con sélo dos resultados
posibles, verificando asi la condicion deseada. Por tanto es posible transformar algunos
experimentos en Ensayos de Bernoulli de forma conveniente, de acuerdo a lo que se desea
determinar.

4.5 Modelo Probabilistico Binomial

El modelo binomial se ajusta a muchas situaciones practicas. Para presentarlo sera
utilizado el siguiente

Ejemplo 4: Un vendedor de semillas de cierta especie garantiza un poder germinativo del 90%.
Una persona compra un paquete de 4 semillas y las siembra en una maceta. ;Cual es la
probabilidad de que germinen 3, y de que germinen por lo menos 2?

Solucién: En este caso

E: “sembrar 4 semillas”

Este experimento se puede pensar como 4 repeticiones del Ensayo de Bernoulli definido en el
Ejemplo 3, luego el espacio muestral asociado a él es:

$={ (G,G,G,G), (G,G,G,NG), (G,G,NG,G), (,NG,G,G), (NG,G,G,G), (G,G,NG,NG),
(G,NG,NG,G), (NG,NG,G,G), (NG,G,G,NG), (NG,G,NG,G), (G,NG,G,NG), (G,NG,NG,NG),
(NG,G,NG,NG), (NG,NG,G,NG), (NG,NG,NG,G), (NG,NG,NG,NG) }

Considerando que el suceso éxito es “la semilla germina” se define la variable
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X: "Numero de semillas que germinan de un paquete de 4" cuyo recorrido es R(X)=0,1,2,3,4.

La probabilidad de que germinen 3 semillas es:

P(X=3) = P((G,G,G,NG)) + P((G,G,NG,G)) + P((G,NG,G,G)) + P((NG,G,G,G))
=P(G). P(G). P(G). P(NG) + ... + P(NG). P(G). P(G). P(G)
=0.9:09.09.0.1+...+0.1:09+0.9:0.9
=4.0.9°+0.1
=0.2916

Este resultado es valido bajo el supuesto de que la germinacién de una semilla en una
repeticion cualquiera es independiente de la germinacion de otra semilla.

La probabilidad encontrada significa que si se sembraran muchas veces 4 semillas,
aproximadamente en el 29 % de los casos 3 semillas germinan.

En la siguiente tabla se presenta la distribucion de probabilidades de la variable X:
Numero de semillas que germinan de un paquete de 4 semillas.

Tabla 2: Distribuciéon de probabilidades del Numero de semillas que germinan
X; Elementos de S pi = P(X=xj)
0 (NG,NG,NG,NG) P(X=0)=0.1"=0.0001

1 | (GNGNGNG) (NGGNGNG) | P(X=1)=4-0.9-0.1°=0.0036
(NG,NG,G,NG)  (NG,NG,NG,G)

2 | (GGNGNG) (GNGNGG) | P(X=2)=6+0.9"-0.1"=0.0486

(NGNG,G,G)  (NG,G,G,NG)
(NG,G,NG,G) (G,NG,G,NG)
(GNG,G,G) (NG,G,G,G)
4 (G,G,G,G) P(X=4)=0.9"=0.6561

En base a los datos de la tabla la probabilidad de que por lo menos 2 semillas germinen es:
P(X >2)=P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) =0.0486 + 0.2916 + 0.6561 = 0.9963

Esta probabilidad indica que si se sembraran muchas veces 4 semillas, aproximadamente en el
99% de los casos hay 2 o mas semillas que germinan.

Los valores de la variable X y sus respectivas probabilidades pueden ser representados
en un diagrama de barras tal como se hizo para la variable X;.

Las caracteristicas numéricas en este caso son:

5

1. E(X): 2.X;p; =3.6, valor que se interpreta de la siguiente manera: si se sembraran
i=1

muchas veces 4 semillas, aproximadamente germinan entre 3 y 4 semillas.

La expresién "si se sembraran 4 semillas muchas veces" significa que el experimento Binomial
"sembrar 4 semillas" se repite muchas veces.

2.Var(X)=3(x; 3.6)p, =0.36

i=1

3. Des(X)=0.6.
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El experimento definido en el Ejemplo 4 tiene las siguientes caracteristicas:

o El experimento E; :“elegir una semilla y sembrarla” tiene dos resultados posibles: la semilla
germina o la semilla no germina (Ensayo de Bernoulli).

e El experimento E; se realiza un numero fijo de veces, 4.

e Los resultados de los ensayos E; son independiente entre si, pues el hecho que una semilla
germine o no germine no implica que otra germine o no germine.

e La probabilidad de que una semilla germine es 0.90 (el poder germinativo de la semilla es

del 90%) se mantiene igual cada vez que se siembra una semilla.

Experimentos como éste (elegir 4 semillas y sembrarlas) que cumplen con las
caracteristicas mencionadas, se ajustan al Modelo Binomial.

Definicion 9: Se dice que un experimento aleatorio se ajusta al Modelo Binomial si posee las
siguientes caracteristicas:

1. Consta de n repeticiones del Ensayo de Bernoulli.
2. Los resultados de las repeticiones del Ensayo de Bernoulli son independientes entre si (el
resultado de una repeticion no influye en el de ninguna otra).

3. La probabilidad del éxito p en cada repeticién del ensayo permanece constante (no cambia
de una repeticion a otra).

Cuando el experimento consiste en realizar extracciones de una poblacién pequefia,
para que se cumplan las caracteristicas 2 y 3, dichas extracciones deben ser realizadas con
reposicion.

Definicion 10: Los parametros del Modelo Binomial son n (nimero de repeticiones del Ensayo
de Bernoulli) y p (probabilidad de éxito).

Para el Ejemplo 4 los parametros son n=4 y p=0.90.

Cada valor de n y p identifican un Modelo Binomial particular (por ser los parametros de
la distribucion), por lo tanto existen infinitos Modelos Binomiales dado que n puede tomar
cualquier valor en el conjunto de los nimeros naturales y p cualquier nimero real entre O y 1.

Definicion 11: La variable aleatoria binomial Xy cuenta el "niumero de éxitos en las n
repeticiones del Ensayo de Bernoulli".

El conjunto de valores que asume la variable X, es R(X}) =0,1,2,3,...,n.

Que la variable Xy, tome el valor 0 significa que no hubo éxitos en las n repeticiones del

Ensayo de Bernoulli y que tome el valor n significa que hubo n éxitos en las n repeticiones del
ensayo.

Para el Ejemplo 4 la variable aleatoria X}: "NUmero de semillas que germinan entre las
4 semillas sembradas" es una variable aleatoria binomial y R(Xy) = 0,1,2,3,4.

Para determinar la probabilidad de que la variable X, asuma el valor K, se debe en
primer lugar dar la siguiente

Definicion 12: El numero combinatorio (E j es la cantidad de subconjuntos con k

elementos que pueden obtenerse de un conjunto de n elementos. En simbolos
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n
k
donde n! =n -« (n—1) + (n-2) »... + 2 « 1 es el factorial del nimero natural n (nUmero que se

obtiene al realizar el producto de los primeros n numeros naturales). Por convencién se define
0!'=1.

B n!
)_ k!(n - k)

Se define a continuacién la forma de calcular la probabilidad buscada.

Definicion 13: La probabilidad de obtener Kk éxitos en las n repeticiones del Ensayo de
Bernoulli es:

P(Xb = k) = (Ejpk q"'k con k=0,1,2,....n (4.1)

L n 1) = (n) k nk _
De acuerdo a la Definicion 3, ». P(Xb = k)— > kP d =1
k=0 k=0

Para el Ejemplo 4, usando la Definicién 13, la probabilidad de que germinen 2 de las 4
semillas es:

P(X, =2)= (gj 0.90% 0.10*2 = 0.0486

donde el nimero combinatorio que aparece en la formula anterior es:

ST

Este resultado coincide con el nimero de sucesos elementales que contienen dos
éxitos (G) y dos fracasos (NG) en la Tabla 2. Por su parte la probabilidad coincide con la
presentada en dicha tabla.

Ejemplo 5: En la situacion del ejemplo anterior se podria haber definido la siguiente variable
aleatoria binomial

X; : “Namero de semillas que no germinan entre las 4 sembradas”.
0 sea que en este caso el suceso éxito es “la semilla no germina” y por lo tanto
p=P(Exito)=P(La semilla no germina)=0.10.

Los parametros del modelo probabilistico asociado a la variable XZ son n=4 y p=0.10, y los

valores de la variable son 0,1,2,3,4.

Ahora debe notarse que en un paquete de 4 semillas, el suceso “1 semilla no germina”
es equivalente al suceso “3 semillas germinan”. Por lo tanto la probabilidad de estos dos

sucesos es la misma, es decir P(X; =1) = P(X,=3) = 0.2916.

Esto lleva a concluir que la probabilidad no varia al cambiar el éxito, usando
correctamente los elementos que intervienen para su calculo.
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Para un valor fijo de n se tiene la distribucién de probabilidades de una variable
aleatoria binomial, como se muestra en los siguientes diagramas de barras.

si p<0.50 si p=0.50 si p>0.50

) Asimétrica Simétrica Asimétrica

4.5.1. Caracteristicas numéricas

A continuacion se muestran las caracteristicas numéricas de la variable aleatoria
binomial. Para cada una de ellas, el resultado final es presentado sin demostracion, ya que la
misma requiere de algunos conceptos que este texto no contempla (Meyer, P. 1992). Luego:

1. BX,)= $kP(X, =K)= Sk( 1 p'a” =n-p
2.Var(Xb):n.p.q

3.Des(Xb)=1/n.p.q

4.5.2. Uso de Tabla

Para calcular las probabilidades de que una variable aleatoria binomial tome ciertos
valores se dispone de una tabla para distintos valores de n y p.

La Tabla A del Apéndice corresponde a la distribucién binomial. En la primera fila se
muestran los valores de p=P(Exito), en la primera columna los valores de n y en la segunda
columna los valores de la variable X correspondientes a cada valor de n. Para valores

determinados de n y p, la probabilidad de que ocurran k éxitos esta dada por el nimero que se
encuentra en la interseccion de la fila y columna correspondientes.

4.6 Modelo Probabilistico Hipergeométrico

Este modelo describe experimentos que consisten en una secuencia de extracciones
(Ensayos de Bernoulli) de una poblacion finita, sin reposicion. Una aplicacion de este modelo se
presenta en el siguiente

Ejemplo 6: En un vivero hay 100 plantines de una misma especie, de los cuales se sabe que

40 estan atacados. Se extraen 3 plantines al azar, sin reposicion. Se desea calcular la
probabilidad de obtener dos plantines atacados entre los 3 extraidos.

- 70 -



Variables Aleatorias Discretas

Solucion:

El experimento E: “Extraer 3 plantines sin reposicion”.
La variable aleatoria X: Numero de plantines atacados entre los 3 extraidos.
R(X)=0, 1, 2, 3.

Si se observan las caracteristicas de este experimento, se ve que tiene mucho en
comun con un experimento que se ajuste al Modelo Binomial; lo Unico que lo diferencia de

aquel es que aqui las n repeticiones del Ensayo de Bernoulli (extracciones) son sin reposicion,
luego la probabilidad de éxito no es constante y las repeticiones no son independientes.

Cuando un experimento consiste en extraer sin reposiciéon n elementos de una

poblacion finita de N elementos de los cuales r son éxitos, se ajusta al Modelo Probabilistico
Hipergeométrico.

Definicion 14: Los parametros de esta distribucion son N (nimero total de elementos de la
poblacién), n (numero de extracciones o ensayos a realizar) y r (nimero de éxitos en la

poblacion).

Definicidon 15: Una variable aleatoria hipergeométrica X, cuenta el niumero de éxitos en n
extracciones sin reposicion (Ensayos de Bernoulli).

El conjunto de valores que asume X} es R(X)=0, 1, 2, 3,..., n.

Definicion 16: Sea X, una variable aleatoria con distribucién hipergeométrica. La probabilidad
de obtener Kk éxitos en las n extracciones sin reposicion es

r Y N-r
P(X, = k)= SALK
Y (N
n
conk=0,1,2,3,..,n (si n<r)ok=0, 1, 2, 3,..., r (si n>r) porque no pueden lograrse mas
éxitos de los que hay en todo el conjunto.

4.2)

(r )(N - r)

k \n-k

De acuerdo a la Definicion 3, ¥ P(X, =k)= Z(rl::
N)

Para el Ejemplo 6 los parametros son N=100, =40, n=3 y X},: Numero de plantines
atacados entre los 3 extraidos. Entonces la probabilidad de que 2 plantines estén atacados es

40 60
P(X, =2)= 2A1 =0.2894
P 100
3
Este valor indica que si se extrajeran 3 plantines muchas veces de una poblacion de 100

plantines de los cuales 40 estan afectados, en aproximadamente el 29 % de los casos 2 estan
atacados.
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4.6.1 Caracteristicas Numéricas

r
Definiendo pzﬁ como la proporcién de éxitos en la poblacion y q=1-p como la

proporcioén de fracasos en la poblacion, se definen

1. E(Xh)=n.p
N-n
2. VaI'X = eNe .
Xp) = nep-d
3. Des(X;)= o
. h N-1 p-q

Para llegar a estos resultados basta reemplazar en la definicién de las caracteristicas
numéricas de una variable aleatoria discreta la P(X,=k) cuya expresion esta dada en (4.2).

4.6.2 Relaciéon entre Modelo Hipergeométrico y Modelo Binomial

a) Cuando el tamafio de la muestra es pequefio con respecto al tamafo de la poblacion, la
probabilidad de obtener éxito permanecera aproximadamente igual prueba a prueba, sin
importar los resultados de las pruebas anteriores.

Por ejemplo si se tienen 10000 plantines de los cuales 6000 estan atacados y se extraen n

plantines sin reposicion (N=10000, =6000):

P(primer plantin esté atacado) =L 6000 =0.6
N 10000
-1
P(segundo plantin esté atacado/primer plantin estd atacado) = d = @ =0.59999 = 0.6
N-1 9999
) ) . ) ) r 6000
P(segundo plantin esté atacado/primer plantin no esta atacado) = =——=0.60006=0.6
N-1 9999
. ) . 5998
P(tercer plantin esté atacado/primero y segundo atacados) 2% =0.5999 = 0.6
P(tercer plantin esté atacado/primero atacado y segundo no atacado o primero no atacado y segundo
atacado) =999 =0.60002 = 0.6
9998
6000

P(tercer plantin esté atacado/primero y segundo no atacados) :@ =0.60001=0.6
Luego en este caso se puede asumir que la variable en estudio se ajusta al Modelo
Probabilistico Binomial.

b) Cuando el tamafio de muestra es relativamente grande con respecto al tamafio de la

r
poblacion, la probabilidad de éxito en la primera extraccion ﬁ diferira considerablemente de la

probabilidad de éxito en la segunda extraccion

o
N-1 N-1

. Por ejemplo para N=10 y r=6,

6
la probabilidad de que el primer plantin esté atacado es B = 0.6, en tanto que la probabilidad
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5
de que el segundo plantin esté atacado dado que el primero esta atacado es 5 = 0.55 mientras
que la probabilidad de que el segundo plantin esté atacado dado que el primero no esta
6
atacado es 520.66. Para la tercera extraccion las probabilidades son 0.5, 0.625 y 0.75,

respectivamente.

En este caso la probabilidad de éxito difiere considerablemente de un ensayo a otro y
por lo tanto no se las puede suponer iguales en cada repeticion, por lo que el Modelo
Probabilistico Hipergeométrico parece el adecuado.

4.7 Modelo Probabilistico de Poisson

Otro modelo muy utilizado para variables aleatorias discretas es el Modelo de Poisson.
Para describirlo se tomara como base el siguiente

Ejemplo 7: La deficiencia en el numero de glébulos rojos en la sangre puede determinarse
mediante el examen microscépico de una muestra de sangre. Suponiendo que un pequefio
volumen de sangre contiene en promedio 10 glébulos rojos para personas normales, ¢jcual es
la probabilidad de que una muestra de sangre de una persona normal contenga 7? ;y de que
contenga 7 glébulos rojos o menos?.

Solucion:

El experimento aleatorio E: “Sacar una muestra de sangre”.
La variable aleatoria X: Numero de globulos rojos en una muestra de sangre.
R(X)=0, 1,2, 3, ...

Observar las siguientes caracteristicas de este experimento:

1. No se puede fijar el nUmero maximo de glébulos rojos que pueden aparecer en la muestra.
Lo que si se sabe es el nimero promedio de glébulos rojos para una muestra de sangre de
una persona normal; en este caso es 10 y se lo denomina A.

2. Se puede determinar el nimero de glébulos rojos que hay (nimero de éxitos) en la muestra
de sangre, pero no el numero de gldébulos rojos que no hay (numero de fracasos) en la
muestra de sangre.

Las caracteristicas 1 y 2 indican claramente que la variable X no sigue el modelo
binomial, por lo tanto para calcular las probabilidades pedidas se necesita buscar un modelo
probabilistico adecuado para esta situacion.

4.7.1 Supuestos del Modelo Poisson

Algunas de las caracteristicas (o condiciones) bajo las cuales se puede esperar que un
experimento pueda ser descripto por el modelo de Poisson son:

1. Los sucesos que ocurren en un intervalo de tiempo (o regién del espacio o volumen) son
independientes de los que ocurren en cualquier otro intervalo de tiempo (area o volumen)
independientemente de como se elige el intervalo.
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2. La probabilidad de que un suceso se presente es proporcional a la longitud del intervalo de
tiempo (volumen o region del espacio).

3. La probabilidad de que dos o mas sucesos se presenten en un intervalo de tiempo muy
pequefio (area o volumen) es despreciable, por esta razén es que suele llamarse ley de los
SuUCesOs raros.

Sobre experimentos que verifiquen estas condiciones pueden definirse variables
aleatorias como las siguientes:

Numero de bacterias en un cultivo dado.

Numero de plantas de musgo sobre area determinada de una colina.

Numero de parasitos que habitan en un huésped.

Numero de casos de gripe manifestados en una ciudad durante una semana.
Numero de mutaciones ocurridas en una cadena genética en el intervalo de
un mes.

Para todos los ejemplos anteriores la variable cuenta el numero de éxitos en intervalo
de tiempo, area o volumen.

Definicion 17: El parametro del modelo de Poisson es A que indica el nUmero promedio de
éxitos en cada intervalo de tiempo, area o volumen.

Definiciéon 18: La variable aleatoria de Poisson Xp cuenta el nimero de éxitos en un intervalo
de tiempo, area o volumen.

El conjunto de valores que asume X, es R(X;,)=0, 1, 2, 3,...

Definicién 19: Sea X, una variable aleatoria con distribucion de Poisson. La probabilidad de
obtener K éxitos en un intervalo de tiempo, area o volumen es

e_k . }\,k

P(X, = k):T con k=0, 1,2, 3,... (4.3)
" w ah gk
De acuerdo a la Definicion 3~ > P(Xp = k): > ¢ A =1
k=0 k=0 k!
107 .e7'°
Continuando el Ejemplo 7 resulta P(XP = 7) = T =0.09008

Este valor indica que si se extrajeran muchas muestras de sangre aproximadamente el 9 % de
ellas tienen 7 glébulos rojos.

7 10K .10
P(X,<7)=3 IOT? =0.22022

k=0

Este valor indica que si se extrajeran muchas muestras de sangre aproximadamente el 22 % de
ellas tienen 7 glébulos rojos o menos.

4.7.2 Caracteristicas Numéricas

Las caracteristicas numéricas de una variable aleatoria discreta Poisson son:
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1. B(Xp)=A
2. Var(X,)= A
3. Des(X,)=vA

Para llegar a estas igualdades basta reemplazar en la definicién de las caracteristicas
numeéricas de una variable aleatoria discreta la expresion (4.3).

En la variable Poisson la esperanza y la varianza coinciden con el valor del parametro
de la distribucion.

4.7.3 Relacion entre Modelo Binomial y Modelo Poisson

En las aplicaciones tipicas del modelo Binomial el niumero de veces que se repite el
Ensayo de Bernoulli (n) es relativamente pequefo, pero es frecuente que se presenten

situaciones en que se aplica la distribuciéon binomial para un valor de n grande y p muy
pequefio. En este caso el calculo de probabilidad para un valor de variable dado es dificil de
determinar manualmente, por lo que se encontré una forma aproximada de resolverla usando el

modelo de Poisson (Meyer, P.1992). Se puede demostrar que: P(Xp=k) = P(X,=k), o sea

k _-x
P(Xb = k) = G;jpkan = k; : conr=n-+p

Ejemplo 8: Si en la fabricacion de piezas bajo control se sabe que la probabilidad de que
aparezca una pieza defectuosa es p=0.01 y se reunen las piezas en cajas de n=200 unidades,

para calcular la probabilidad de obtener 10 piezas defectuosas es conveniente usar una
aproximacion debida a Poisson

Entonces

10 -2
P(X, =10)= (21(0’0) 0.01°0.99" = 21(; = 0.000037, con 2. =200+0.01 =2

4.7.4 Uso de tabla

En el Apéndice se encuentra la Tabla B correspondiente a la distribucion de Poisson.
En la primera columna de la tabla se muestran diferentes valores de A y en la primera fila

distintos valores de X. Luego para un valor determinado de A, la probabilidad de que ocurran k
éxitos esta dada por el niumero que se encuentra en la interseccion de la fila y columna
correspondiente.

4.8 Modelo Probabilistico Geométrico

El Modelo Probabilistico Geométrico describe experimentos que son una secuencia de

Ensayos de Bernoulli independientes con parametro p hasta obtener 1 éxito. Para estudiar este
modelo se presenta el siguiente
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Ejemplo 9: Se sabe que en una parcela el 20% de las plantas estan atacadas, y se desea
calcular la probabilidad de obtener la primera planta atacada en la tercera extraccion.

Solucion:

El experimento es E: “extraer sucesivamente una planta de una parcela hasta obtener una
planta atacada”.

La variable aleatoria X: NUmero de extracciones necesarias hasta que salga una planta
atacada.

R(X)=1,2,3, ..

El experimento no responde a ninguno de los descriptos anteriormente, aunque tiene
algunas caracteristicas en comun con algunos de ellos. Para calcular las probabilidades sobre
variables como ésta, se describe un nuevo modelo probabilistico.

Cuando un experimento consiste en repeticiones independientes de un Ensayo de
Bernoulli hasta que ocurra el primer éxito, se dice que se ajusta a un Modelo Geométrico.

Definicion 20: El parametro del Modelo Geométrico es p (probabilidad de éxito).

Definicion 21: La variable aleatoria geométrica X, cuenta el nimero de ensayos requeridos
hasta que sale el suceso éxito por primera vez.

El conjunto de valores que asume es R(Xy)=1, 2, 3,....

Definicion 22: Sea X, una variable aleatoria con distribucion geométrica. La probabilidad de
que se realicen K ensayos hasta obtener el suceso éxito por primera vez es

P(Xg~k) = qk'1 °p conk=1, 2, 3,... (4.4)

Donde q es la probabilidad de fracaso en cada repeticion (igual que en la distribucion
binomial).

Retomando el Ejemplo 9 la probabilidad de obtener la primera planta atacada en la
tercera extraccion es

P(X=3) =(1-0.20)*" - 0.20 = 0.128

Este valor indica que si se realiza muchas veces el experimento de extraer plantas,
aproximadamente en un 13 % de los casos, saldra la primera atacada en la tercera extraccion.

4.8.1 Caracteristicas Numéricas

1 E(Xg):l
p

2. Var(X,)= %

p
3. Des(X,)= f%
p
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Para determinar cada una de ellas basta reemplazar en la definicion de las
caracteristicas numéricas de una variable aleatoria discreta la P(Xz=k).

4.9 Modelo Probabilistico Binomial Negativo

El Modelo Probabilistico Binomial Negativo describe experimentos que son una

secuencia de Ensayos de Bernoulli independientes con parametro p, hasta obtener r éxitos.
Para describir este modelo se presenta el siguiente

Ejemplo 10: Sabiendo que la probabilidad de que una semilla esté afectada es 0.40 se desea
calcular la probabilidad de realizar cinco extracciones para obtener tres semillas afectadas.

Solucion:

El experimento E: “Extraer semillas en forma sucesiva hasta obtener tres afectadas”.
La variable X= Numero de extracciones necesarias hasta que salgan 3 semillas afectadas.
R(X)=3,4,5, ...

Cuando un experimento consiste en repeticiones independientes de un Ensayo de
Bernoulli hasta que ocurran r éxitos, se dice que se ajusta a un Modelo Binomial Negativo.

Definicion 23: Los parédmetros del Modelo Binomial Negativo son r y p, que representan el
numero de éxitos y la probabilidad de éxito respectivamente.

Definicion 24: La variable aleatoria Binomial Negativa X, cuenta el nimero de ensayos
requeridos hasta que sale el suceso éxito r veces.

El conjunto de valores que asume es R(Xpy)=t, r+1,....

Definicion 25: Sea Xy, una variable aleatoria con distribucion binomial negativa. La
probabilidad de que se realicen k ensayos hasta obtener r éxitos es

k-1 r k-r
P(X,, =k)= . P q con k=r, r+1, ... (4.5)
r p—

Retomando el Ejemplo 10 la probabilidad realizar cinco extracciones para obtener tres
semillas afectadas.

P(X,, =5)= (gj (0.40)°(0.60) =0.13824

Este valor indica que si se realiza muchas veces el experimento de extraer semillas,
aproximadamente en un 14 % de los casos, saldra la tercera semilla afectada en la quinta
extraccion.

4.9.1. Caracteristicas numéricas

1 E(Xp) =
p
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2. Var(X,,)=

3. Des(Xy,)=

°q
p

2

Te(
p2

Para determinar cada una de ellas basta reemplazar en la definicion de las
caracteristicas numéricas de una variable aleatoria discreta la P(X,,=k).

A continuacion se muestra un cuadro resumen donde se presentan los modelos
probabilisticos y sus caracteristicas.

Tabla 3: Modelos Probabilisticos para variables Discretas y sus caracteristicas

sale el r-ésimo éxito.

Modelo Parametros Variable Caracteristicas Numéricas
del Modelo Esperanza Varianza
Bernoulli P Xger: Numero de | E(Xpgr)=p Var(Xger)=p+q
éxitos.
Binomial nyp Xp:  Numero de — =
éxitos en las n E(Xp)=n-p Var(Xo)=np-q
repeticiones.

Hipergeométrico N,nyr | Xp: Numero de N-n
éxitos en las n | E(Xn)T0ep Var(Xp)= N-1 b
repeticiones. p=r/N

Poisson Iy X,:  Numero de
p — —
éxitos en un cierto | L(p) A Var(Xp)=A
intervalo.
Geométrico p Xg: NOmero de 1
ensayos hasta que E(Xg ) =— Var(Xg ) = %
sale el primer éxito. P p
Binomial ryp Xpn:  Numero de r
Negativo ensayos hasta que E(Xbn ) = Var(an ) = -2q

Ejercicios de Aplicaciéon

1.

Se lanzan dos dados balanceados y homogéneos y se define la variable aleatoria
“suma de los numeros aparecidos en las caras superiores". Hallar:

a) la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria definida.
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b) el valor de: i) P(X<1). li) P(X>3).

Una urna contiene 5 fichas: 3 blancas y 2 azules. Se realiza el experimento “extraer una
muestra de tamario 3 con reposicion” y se define la variable aleatoria “nimero de fichas
blancas extraidas”.

a) Describir el espacio muestral asociado al experimento aleatorio.

b) Asociar a cada resultado posible del experimento el valor asignado por la variable
aleatoria definida.

c¢) Hallar la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria.

d) Rehacer el inciso c) para el experimento “extraer una muestra de tamafio 3 sin
reposicion”, con la misma variable aleatoria.

Para una inspeccion sanitaria se seleccionan 10 cerdos al azar de los criaderos de la
zona mencionada en el Ejercicio 11 del Capitulo anterior. ¢ Cual es la probabilidad de
que la mitad de los cerdos seleccionados tengan 16% o mas de area pulmonar
afectada por neumonia?.

a) ¢ Cual es el experimento aleatorio que describe el enunciado ? Indicar un elemento
cualquiera del espacio muestral S. Para dicho experimento:

i) ¢ Cual es el ensayo de Bernoulli y cuales sus resultados posibles ?

ii) 4 Qué significa para este ejemplo que se repita un numero fijo de veces el ensayo
de Bernoulli ?

iii) ¢ Qué significa la independencia de los ensayos?.

iv) ¢Cual es la probabilidad del éxito? ;Qué significa en esta situacién que esta
probabilidad se mantenga constante en la repeticion de los ensayos?.

b) ¢ Qué variable asociaria al experimento?

c¢) Calcular la probabilidad pedida, suponiendo que el experimento es binomial.

A partir de la informaciéon suministrada en Ejercicio 8 del capitulo anterior se quiere
hallar la probabilidad de que de un total de 6 descendientes de un cruzamiento de gatos

heterocigotas se obtengan 2 con pelaje manchado.

a) ¢ Cual es el experimento aleatorio que describe el enunciado?. Detalle al menos dos
elementos de S. ; Se ajusta este experimento a un Modelo Binomial?. Por qué?.

b) ;Cual es la variable que deberia asociarse al espacio muestral de tal forma que
resulte una variable aleatoria binomial ?.

c¢) ¢/ Cuales son los parametros del modelo en esta situacién ?.  Qué significan ?.
d) Hallar las caracteristicas numéricas de la variable y dar su significado.

e) Calcular la probabilidad requerida.

Se estima que el 90% de la cosecha de papas es buena encontrandose en estado de
putrefaccion las restantes, aunque esto no puede descubrirse a menos que las papas
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se corten por la mitad. Si el estado de putrefaccion no se contagia, ¢cual es la
probabilidad de que en una bolsa de 12 haya 9 en buen estado?. Justificar la respuesta

La probabilidad de que un animal reciba una inyeccién de penicilina y sufra reaccion
desfavorable es de 0.10. Suponiendo que 9 animales reciben aplicaciones de este
medicamento.

a) ¢Cual es el experimento que se ajusta al modelo binomial y la variable aleatoria
asociada?

b) Calcular la probabilidad de que:
i) todos los animales sufran reaccion desfavorable.
ii) 6 sufran reaccion desfavorable y 3 no.
iii) por lo menos 4 sufran reaccion desfavorable.
iv) a lo sumo 2 sufran reaccion favorable.

c) Realizar una representacion grafica de la distribucién de probabilidades de la variable
aleatoria.

d) Calcular las caracteristicas numéricas de la variable, explicando qué informacion
suministran para este problema. Establecer relaciones entre los valores de las
caracteristicas numéricas de la variable y el grafico construido en el inciso c).

e) ¢ Cual es el numero esperado de animales con reaccién favorable?.

Se afirma que una vacuna es eficaz en un 70%.

a) Hallar la probabilidad de que de 10 individuos que hayan recibido la vacuna:
i) 2 tengan la enfermedad.
ii) por lo menos 4 no tengan la enfermedad.

iii) 3 tengan la enfermedad y 7 no.
iv) alo sumo 2 tengan la enfermedad.

b) Calcular E(Xy) y Var(Xy), dando su significado para este problema.

c¢) ¢/ Cual es el niumero esperado de individuos para los cuales la vacuna no fue eficaz?.

La probabilidad de que un nifio esté afectado de Hymenolepis (enfermedad parasitaria)
en ciertos barrios de la ciudad de Rio Cuarto es de 0.5. A diez nifios del sector
mencionado se le realizan los analisis correspondientes y se determina “el nimero de
nifos infectados por Hymenolepis”.

a) ¢Se ajusta la experiencia al Modelo Binomial? ¢Cual seria el supuesto del modelo
binomial que podria no satisfacerse?. Por qué?

b) Realizar una representacion gréfica de la distribucién de probabilidades de la
variable aleatoria binomial correspondiente a esta situacion.

c) Calcular la esperanza y la varianza de la variable, dando su significado para esta

situacion. Establecer relaciones entre las caracteristicas numéricas y el grafico de
la distribucion de probabilidades de la variable.
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d) Suponiendo que, en lugar de 0.5, la probabilidad de que un nifio esté afectado por
el parasito es de 0.1, realizar un analisis similar al efectuado en los incisos
anteriores.

e) Discutir las similitudes y/o diferencias entre los graficos de las distribuciones de
probabilidad construidos en uno y otro caso.
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5 Variables Aleatorias Continuas

Objetivos:

+ Identificar variables aleatorias continuas.
¢ Reconocer los parametros de las distintas distribuciones.
+ Establecer relaciones entre distintas distribuciones.

5.1 Variables Aleatorias Continuas

En el capitulo anterior se trabajé con variables aleatorias discretas. A continuacion se
estudiaran otro tipo de variables denominadas variables aleatorias continuas. Algunos ejemplos
de este tipo de variables son:

* tiempo de coagulacion;

* altura de las personas;

* ganancia de peso de animales;

* rendimiento de un cultivo;

* tiempo de recuperacioén de cierta enfermedad,;

* errores de medicidn en experimentos cientificos.

Estas variables, tienen la particularidad de asumir cualquier valor dentro de un cierto
intervalo por lo que, a diferencia de las variables discretas, no es posible asociarles un valor de
probabilidad puntual distinto de cero a cada valor de variable. Para aclarar ideas se muestra el
siguiente

Ejemplo 1: Para estudiar el comportamiento del peso de animales recién nacidos de la raza
Charolais se realizd el siguiente experimento aleatorio E: “Se extrae al azar un animal recién
nacido”.

Se sabe que todo experimento aleatorio tiene asociado un espacio muestral. En este
caso no se pueden enumerar todos los elementos de dicho espacio (que se corresponden
biunivocamente con los valores posibles de la variable peso) y por lo tanto, para construir la
distribucion de probabilidades de este tipo de variables se va a desarrollar otro método.

Generalmente, para representar las frecuencias de una variable de tipo continuo se
utiliza una tabla de frecuencias agrupadas, lo que permite construir un Histograma. Este
consiste de una serie de rectangulos cuya base esta dada por la longitud del intervalo y cuya
altura es la frecuencia absoluta (como se presento en el Capitulo 1).

Si se generan muestras de tamafio n de una variable aleatoria X, para cada una de
ellas es posible construir la tabla de frecuencias agrupadas con intervalos [ |1, |; ), de longitud
l-l.4 = 1/n. Es decir:
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Intervalo Frecuencia absoluta (f;)

L=[lo, ) fi
Ii=[|i-1, li) f
In:[lr;—‘l- |n] f”

Si en el histograma asociado a la tabla se traza una poligonal que pase por los puntos
(ci, f;), con ¢; la marca de clase del intervalo I;, a medida que aumenta el tamario de la muestra,

n, esa poligonal se hace mas suave y se acerca cada vez mas a un funcién f, tal como se
muestra en el siguiente grafico.

Frecaencia
absoluts

Eraffon de
s foncicn §

=]

[~

8 ] F.
Grafico 1: Histograma y poligonal suavizada.

Suponga establecida dicha funcion f y considere un intervalo [a,b] fijo. Se presentara a
continuacion la justificacion intuitiva del calculo de P(a< X <b).

Si se consideran los intervalos I cuya union da el [a,b], es posible ver que el area bajo
la grafica de f y por encima del intervalo [a,b] puede ser aproximada por la suma de las areas
de los rectangulos, R;, de base el intervalo I; y altura f; . Es decir:

Area bajo f'y por encima del intervalo [a,b] =
suma de las areas de los rectangulos R; (5.1)

Pero por otro lado, como se dijo, cada rectangulo tiene base de longitud 1/n y altura f; , de
donde, su area es (base) e (altura)= (1/n) e (f; ) = frecuencia relativa del intervalo I;.

Entonces (5.1) se puede reescribir como:

Area bajo f y por encima del intervalo [a,b] =
suma de las frecuencias relativas de los intervalos I; (5.2)
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pero esta ultima suma no es otra cosa que la frecuencia relativa correspondiente al intervalo
[a,b], es decir:
Area bajo f'y por encima del intervalo [a,b] =
frecuencia relativa del intervalo [a,b] (5.3)

Como se establecidé en el capitulo 3, cuando el tamafo de la muestra crece, la frecuencia
relativa se aproxima a la probabilidad, entonces :

Frecuencia relativa del intervalo [a,b] = P(a< X <'b) (5.4)
De (5.3) y (5.4), cuando n tiende a infinito, se deduce que:
Area bajo f'y por encima del intervalo [a,b] = P(a< X < b). (5.5)
La funcion f presentada se denomina funcion de densidad.

Definicién 1: Una funcién de densidad es una funcion a valores reales (f: ‘R—*R) si verifica las

siguientes condiciones:

1. f(x) > 0, o sea que el grafico de la funcion esta por encima del eje de las abscisas X, para
todos los valores de la variable.

2. El area bajo la curva funcion f(x) y por encima del eje X es igual a 1.

En el Grafico 2 se presentan ejemplos de funciones de densidad, si el area bajo la
curvaes 1.

f(x) fix)

X X
Grafico 2: Ejemplos de funciones de densidad

Definicién 2: Sea X es una variable aleatoria, es decir una funcién X:S —R. Se dice que X
es una variable aleatoria continua si tiene asociada una funcion de densidad f: R —R.

Por (5.5), la probabilidad de que la variable X tome valores entre a y b, P(a<X<b), se
calcula como el area limitada por la curva de la funcion de densidad f(x), las rectas X=a, X=b
y el eje X, tal como se puede observar en el Grafico 3.

f(x)

a b X
Graéfico 3: Area correspondiente a P(a<X<b).
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En base a esta definicion, la probabilidad de que la variable aleatoria continua X tome

un valor exactamente igual a ¢ es cero, o sea P(X=c)=0. Esta probabilidad es igual al area
encerrada por dos lineas verticales iguales, y como esa area no existe se puede decir que la
probabilidad correspondiente a un valor puntual es cero.

Una forma de determinar el area es utilizando algunas herramientas del analisis
matematico que no son muy simples, por lo cual las distribuciones de probabilidades de las
variables aleatorias continuas mas utilizadas fueron tabuladas. Por esto cada vez que se desea
calcular una probabilidad se puede recurrir a la tabla correspondiente.

5.2 Caracteristicas Numéricas de una variable aleatoria continua

Las caracteristicas numéricas de las variables aleatorias continuas son, como en el
caso discreto, la Esperanza, la Varianza y la Desviacion Estandar.

Para determinar cada una de ellas son necesarias algunas herramientas matematicas
que no estan al alcance de este texto, por lo tanto no se presentara la expresiéon general (como
se hizo en el caso discreto). Para cada una de las distribuciones continuas presentadas a
continuacion se indicaran los valores de las caracteristicas numéricas.

Asi como hay varios modelos probabilisticos asociados con variables aleatorias
discretas (Binomial, Poisson, Geométrico, etc.), hay varios modelos asociados con variables
aleatorias continuas. En este texto sélo se presenta exhaustivamente el siguiente modelo.

5.3 Distribucion Normal

La importancia de esta distribucién radica en la enorme frecuencia con que aparece en
todo tipo de situaciones de la vida cotidiana y también en el hecho de que juega un papel muy
importante en la inferencia estadistica clasica.

Karl F. Gauss, estudiando la distribucion de los errores, resultantes de medir
reiteradamente una misma magnitud, probd que seguian esta distribucion, por lo cual es
conocida como distribucion Normal, de Gauss o gaussiana. La apariencia grafica de la
distribuciéon normal es una curva simétrica en forma de campana (campana de Gauss).

Un gran numero de estudios indica que la distribucién normal proporciona una adecuada
representacion, por lo menos en una primera aproximacion, de las distribuciones de una gran
cantidad de variables fisicas. Algunos ejemplos especificos incluyen datos meteoroldgicos tales
como temperatura, mediciones efectuadas en organismos vivos, mediciones fisicas realizadas
en partes manufacturadas, errores de instrumentacion, etc. . A continuacion se da la definicion
formal de esta distribucion.

Definicion 3: Una variable aleatoria continua X se dice que tiene distribucion de probabilidades
normal si su funcién de densidad se describe por:

2
y=f(x)=;exp _1fx-u (5.6)
c/2m 2\ ©

donde X y 1 son numeros reales cualesquiera y ¢ es un numero real positivo.

La representacion grafica de esta funcion de densidad se muestra a continuacion:
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Grafico 4: Funcion de densidad correspondiente
a una variable con distribuciéon normal

Definicién 4: Los parametros de la distribucion Normal son |1y G.

Como p y o pueden tomar infinitos valores existen infinitas distribuciones normales.
Estos parametros influyen en el grafico de la funcion de densidad de la siguiente manera:

e U es el punto sobre el eje X por donde pasa el eje de simetria de la curva, luego se verifica
que P(—o0 < X <) =P(u £ X <o) =0.50; es decir la probabilidad de que la variable X
tome valores inferiores o iguales a | es igual a la probabilidad de que X tome valores
superiores o iguales a |1 y ambas son iguales a 0.50.

e o determina la forma de la curva, en cuanto a la agudeza de la misma.

Una relacién importante entre los parametros es:

P(u-c<X<pu+o)= 0.6826
P(p-20 <X <u+2 6)=0.9546
P(n-30<X<pu+36)=0.9973

Esta relacion también puede expresarse de la siguiente manera:

U £ o contiene el 68.26% de los valores de la variable
1 £ 20 contiene el 95.46% de los valores de la variable
1 £ 3o contiene el 99.73% de los valores de la variable

En cada uno de los siguientes graficos se muestran distribuciones normales con
distintos valores para los parametros.
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f(x)

= = =N (3,1) em——N (-3,1) w=— N(0,1)‘

Grafico 5 (a): Funciones de densidad correspondientes a variables
aleatorias con distribuciéon normal, con diferentes L e igual ©.
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Grafico 5 (b): Funciones de densidad correspondientes a variables
aleatorias con distribucion normal, con igual p y distinto ©.

Para indicar que la variable X tiene distribucion Normal, con parametros | y G, se
escribe X ~N(u ,0).

Las caracteristicas numéricas de una variable aleatoria con distribucion normal de

parametros Ly G son
E(X)=p , Var(X)=c" y Des(X)=c

Estas coinciden con los parametros de dicha distribucion.

Ejemplo 2: Retomando el Problema 1.1, se esta interesado en estudiar el peso de novillos de
una cierta edad de la raza Charolais a fin de analizar la posibilidad de suministrarles una nueva
dieta rica en proteinas. Se sabe que la variable peso tiene distribucién normal de parametros

1=300 kg. y 6=20 kg., es decir X~N(300,20).

Dado que los parametros de la distribucion normal coinciden con las caracteristicas
numéricas de la variable, se tiene que E(X)=300 y Des(X)=20. El significado de cada uno de
estos valores es:

e E(X)=300 kg. , indica que los animales pesan alrededor de 300 kg. y que la cantidad de
animales con peso muy alejado de 300 kg. (mayores o menores) es baja.
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e Des(X)=20 kg. significa que los pesos de los animales se alejan, en promedio, 20 kg. del
peso medio (300 kg.).

La probabilidad de que un animal pese exactamente 320 kg. es 0, lo cual no significa
que sea imposible que eso ocurra, sino que entre los infinitos valores de pesos que existen es
muy dificil encontrar un animal que pese exactamente 320 kg.

El parametro n=300 de la distribucion normal indica que la probabilidad de que un
animal pese mas de 300 kg. es igual a la probabilidad de que pese menos de 300 kg. y vale

0.50. En simbolos P(X > 300) = P(X < 300) = 0.50.

5.3.1 Calculo de probabilidades de una variable con distribucién normal

Para ver como calcular probabilidades de una variable aleatoria continua con
distribucion normal se retomara el Ejemplo 2.

Ejemplo 3: Se esta interesado en determinar la probabilidad de que un novillo de la raza
Charolais elegido al azar tenga un peso inferior a 320 kg., es decir P(X < 320).

Antes de entrar en detalles acerca de como obtener la probabilidad asociada a una
variable aleatoria normal se va a definir una distribucién normal muy especial y de gran utilidad
para resolver el problema de calculo de probabilidades.

5.3.1.1 Distribucion Normal Estandar

Dado que para cada par de valores de parametros se genera una distribucién normal,
pareceria necesario contar con infinitas tablas de dicha distribucion. Sin embargo, con una sola
tabla se pueden calcular probabilidades, pues haciendo una transformaciéon cualquier variable
aleatoria con distribucion normal puede convertirse en otra variable aleatoria con distribucién

normal de parametros u=0 y c=1. Esta distribucién recibe el nombre de Distribuciéon Normal
Estandary es la que esta tabulada. En el siguiente grafico se muestra su funcion de densidad.

0.5 4

0.4

0.3

f(x)

0.2

0.1

<P

Grafico 6: Funcién de densidad de la distribuciéon Normal Estandar
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5.3.1.2 Estandarizacion

Para convertir una variable aleatoria X ~ N(W,0) en una variable aleatoria normal

estandar se realiza la siguiente transformacion

7= (X1

A partir de ella surgen resultados importantes

1. La variable Z tiene distribucion normal.
2. Los parametros de esa distribucion normal son u=0y c=1.

El primer resultado es una consecuencia del siguiente resultado general: "Una funcién
lineal de una variable aleatoria con distribuciéon normal es una variable aleatoria con distribucién

normal” (Meyer, P. 1992).

El segundo resultado se puede probar facilmente teniendo en cuenta que los
parametros coinciden con las caracteristicas numéricas y usando las propiedades de

Esperanza y Varianza, como se indica a continuacion.

X-p

c
a) tomando esperanza a ambos miembros en la expresion (5.7) se tiene

Sea Z =

E(Z) = E(ﬂ) LEx—p
(¢} (e)

(por Ez)
- é «[EX)-E(w)] (por Es)
= é o(L—p) (por E y dado que E(X)=p)
_ é .0=0

b) tomando varianza a ambos miembros en la expresion (5.7) se tiene

1
S Var(X —p)
(¢}

X—p
Var(Z)=V =
ar(2) ar( . ) (por V)

612 . [Var(X) + Var(u)] (por V3)

1

Q

entonces Var(Z)=1y por lo tanto Des(Z)=1.
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5.3.1.3 Manejo de la tabla de la distribucion Normal Estandar

La Tabla C del Apéndice muestra la probabilidad acumulada hasta un cierto valor
positivo de abscisa z, P(Z<z).

Solucion para el Ejemplo 3:
Recordando que se desea determinar P(X<320), que corresponde graficamente al area
sombreada en el Grafico 7

N M XM X S5m0 30 30 | N 380

Grafico 7: Probabilidad de que el peso de un animal
sea inferior a 320 kg.

Lo primero a tener en cuenta es que la variable en estudio es X ~ N(300,20), luego para
determinar la probabilidad deseada se debe estandarizar, o sea definir la variable

X -300
20

Z ~N(0,1)

X =300 < 320-300

L P(X <320)=P
sego P(X <320) ( -

j: P(Z <1)=0.8413.

Al estandarizar el grafico anterior se transformé en el siguiente

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 z 4

Grafico 8: Probabilidad de que la variable estandarizada
sea inferior a 1.

Cabe destacar que las areas representadas en ambos graficos son equivalentes.

El valor de la probabilidad indica que el 84.13% de los animales pesan menos de 320
kg.
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Ejemplo 4: Bajo los supuestos del Ejemplo 2, se desea determinar la probabilidad de que el
peso de un novillo de la raza Charolais
a) sea superior a 340 kg. b) esté entre 285 kg. y 350 kg. c) sea inferior a 220 kg.

Solucion:
Como la variable en estudio X ~ N(300,20), las probabilidades son:

a)

P(X > 340)= P[

X =300 S 340-300

) ] =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0.9772 = 0.0228

b)
P(285 < X <350) = P(

285-300 _ X -300 _350-300
20 20 20
=P(Z<2.5)-P(Z<-2.75)=0.9938 —0.0030 = 0.9908
donde P(Z < —2.75)=P(Z > 2.75)=1-P(Z < 2.75)

j: P(-2.75<Z<25)=

c)

P(X <220)= P(

X-300 _ 2202—0300j _P(Z<—4)=0

Graficamente la probabilidad P(X>340) es

002 -

0 L L L
20 240 220 280 300 30 340 3|0 330

X

Grafico 9: Probabilidad de que el peso de un animal
sea superior a 340 kg.

Muchas variables aleatorias de tipo continuo se ajustan a otras distribuciones tales
como la Distribucion Uniforme, Gamma, Beta, Weibull y Exponencial, pero ellas no seran
motivo de discusion de este texto. Si se definiran otras distribuciones de tipo continuo muy utiles
para la estadistica inferencial.

5.4 Otras distribuciones continuas

Las distribuciones continuas que seran definidas a continuacién son muy utilizadas en
la teoria estadistica. Ademas tienen la particularidad de que sus parametros son llamados
grados de libertad, los cuales indican intuitivamente la cantidad de informacién independiente
con la que se cuenta.
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Por ejemplo, si se tiene una muestra de tamafo n, la cual puede ser denotada por

R n R
(X1,Xs,...,X4), y X es su media. Si ahora se tiene la suma de los desvios Z(Xi —X) , se

i=1
ve que este valor depende sélo de n-1 (de los n) sumandos y el restante esta univocamente

determinado, por esto se dice hay n-1 términos independientes y cuando se habla de los
grados de libertad asociados a una distribucion, se lo hace en estos términos.

5.4.1 Distribucion Ji-Cuadrado (x%)

Definicion 5: La variable aleatoria continua Y tiene distribucién de probabilidades Ji-Cuadrado
con n grados de libertad (Y~ xﬁ ), si puede expresarse como la suma de los cuadrados de n
variables aleatorias independientes normales estandar, o sea

n
Y = ZXi2 donde X; ~ N(0,1) independientes, i=1,2,...,n
i=1

Definicion 6: El parametro de la distribucién Xﬁ es n, o sea sus grados de libertad.

Notar que en la Definicibn 5 aparece un nuevo concepto variables aleatorias
independientes y que la Definicién 6 relaciona directamente los grados de libertad de la
distribucion Ji-Cuadrado con la cantidad de variables aleatorias independientes que intervienen

en su definicion. Falta decir entonces cuando n variables aleatorias seran consideradas
independientes, por lo cual se da la siguiente :

Definiciéon 7: Sea E un experimento aleatorio y S el espacio muestral asociado a él, se dice
que las variables aleatorias X;, X5 .. . X, definidas sobre S son independientes, si para
cualquier intervalo [a;,b;],[a2,b2]....., [an,bn], se verifica

P(a, <X, <by,....a, <X, <b,)=P(a; <X, <b,)-P(a, <X, <b,)

La funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucién y, es una funcion

f:R" > R cuya forma explicita es
x"2 exp(x / 2)

f(x) =
2"T(n)
donde I'(n) es la funcion Gamma.(Meyer P. 1992).

El grafico de la funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucion Ji-
Cuadrado depende del parametro o sea de los grados de libertad. A continuaciéon se muestra el

gréfico de la funcion de densidad para n=1 , n=2, n>3 .
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02
n=7
0151
1 n=s
01 =7
005 n=ra
0 3 10 15 20 25

Grafico 10: Funciones de densidad de la distribucion
Ji-Cuadrado de acuerdo a sus grados de libertad

Las caracteristicas numéricas de una variable aleatoria Ji-Cuadrado con n grados de
libertad son:

E(Xf1 )= n y Var(xf1 )= 2n

Esta distribucion verifica la propiedad reproductiva, o sea, si X e Y son dos variables
aleatorias independientes que tienen distribuciones xfl y xfn respectivamente, entonces la

variable suma X+Y tiene una distribucion Ji-Cuadrado con n+m grados de libertad.(Meyer, P.
1992).

5.4.2 Distribucién t de Student (t)

Definicion 8 : La variable aleatoria continua T tiene distribucién de probabilidades t de Student
con n grados de libertad (T~t,) si puede expresarse como el cociente de dos variables
aleatorias independientes X (normal estandar) e Y (raiz cuadrada de una Ji-Cuadrado dividida

sus grados de libertad), o sea
X 2
T=2, donde X~N(0,1) e Y =,%n
Y n
Definicion 9: El parametro de la distribucién t, es n, o sea los grados de libertad.

Notar que el parametro depende de los grados de libertad de la variable aleatoria Y.

La funcion de densidad de la variable aleatoria T con distribucion t, es una funcion
£:R—>R" cuya forma explicita es

5 \~(n+1)/2
F(n/2 nw n

El gréfico de la funcidon de densidad de una variable aleatoria con distribucion t-Student
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depende del parametro o sea de los grados de libertad. A continuacién se muestra el grafico de
la funcién de densidad para algunos valores de n.

043

Grafico 11: Funcion de densidad de la distribucion t de Student
de acuerdo a sus grados de libertad

La funcion de densidad de una variable con distribucién t de Student es simétrica
respecto de cero y, comparada con la distribucién normal estandar, tiene las colas mas
pesadas aproximandose a la funciéon de densidad de ésta a medida que los grados de libertad
aumentan.

Las caracteristicas numéricas de una variable aleatoria T con distribucion t de Student
con n grados de libertad son

E(t,) =0, paran>1 Var(t, ) =

n
, paran=>3
n-—2

5.4.3 Distribucion F de Fisher (F)

Definicion 10: Una variable aleatoria continua F tiene distribucion de probabilidades F de
Fisher con n y m grados de libertad (F~F, ) si puede expresarse como el cociente entre dos

variables aleatorias independientes, X e Y (con distribuciones xfl y xfn respectivamente)

dividido sus grados de libertad, o sea
X/n

" Y/m’

donde X=x121 e Y=x%n

Definicion 11: Los parametros de la distribucion F de Fisher son n y m, o sea los grados de
libertad del numerador y del denominador, respectivamente.

La funcién de densidad de una variable aleatoria con distribuciéon F,, es tal que
£:R >Ry cuya forma explicita es

r /2 n/2 —(n+m)/2
f(X)_ ((n+m) ) (ij X"/2_1(1+%X) ., x>0

B F(n/2)F(m/ 2) m
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El grafico de la funcién de densidad se presenta a continuacién para algunos grados de
libertad.

Grafico 12: Funciones de densidad de la distribucion F de Fisher
de acuerdo a sus grados de libertad

Las caracteristicas numéricas de una variable aleatoria F con distribucion F de Fisher

con n y m grados de libertad son:
m 2m?*(n+m-2)
E(F):E param > 2 Var(F):n(m_(z)z(m_4),param>4

Las distribuciones Ji-Cuadrado, t de Student y F de Fisher definidas en esta seccion
son comunmente llamadas distribuciones centrales. La definicion de las distribuciones no
centrales correspondientes pueden ser consultadas en Johnson, N.L. y Kotz, S. (1970). Por otra
parte estas distribuciones pueden aproximarse a la Normal a medida que aumentan los grados
de libertad, lo que puede ser observado en los Graficos 13, 14 y 15.

073

Q25

‘0‘ ‘ 0 KRRRRRS

ey -

Grafico 13: Funciones de densidad de la distribucién Ji-Cuadrado
con grados de libertad n=10,...,200
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T T
0 1 2 3

Grafico 14: Funciones de densidad de la distribuciéon F
con grados de libertad (10,10), ..., (200,200)

Grafico 15: Funciones de densidad de la distribucion t
con grados de libertad 1, ...,30

5.4.4 Uso de Tablas
Como en los casos anteriores existen tablas que permiten calcular probabilidades.

e La Tabla E del Apéndice (distribucion xz) presenta el valor de abscisa z que corresponde a
un valor del parametro (grados de libertad) y a la probabilidad de los valores de variable

mayores a z, P(Xfl > 7).

e La Tabla D del Apéndice (distribucion t) presenta el valor de abscisa Z que corresponde a un
valor del parametro (grados de libertad) y a la probabilidad acumulada hasta el valor de z
. P(th < 2).

e La Tabla F del Apéndice (distribucion F) presenta el valor de abscisa z que corresponde a
valores de los parametros (grados de libertad ny y ny) y a la probabilidad P(Fy; n> 7).
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5.5 Teoria elemental del muestreo

La teoria del muestreo estudia la relacion entre una poblacion y las muestras tomadas
de ella. Por ejemplo para la estimacion de magnitudes desconocidas de una poblacion tales
como media y varianza, llamadas a menudo parametros de la poblacidn, se utilizan las
caracteristicas numéricas de la muestra, llamadas estadisticos. Entonces se puede decir que
cuando se estiman valores poblacionales a través de una muestra se dice que se esta haciendo
Inferencia, en el capitulo siguiente se volvera a discutir sobre este tema.

Se puede decir, entonces, que la base de la inferencia es la muestra, por lo que el
concepto dado a continuacién es muy importante.

5.5.1 Muestras Aleatorias

Para entender este concepto se trabajara sobre el siguiente

Ejemplo 5: Para el Problema 1.1, en el cual el objetivo es estudiar el efecto de una nueva dieta
sobre novillos de la raza Charolais a través de la variable peso, se tiene:

E: "extraer un novillo al azar de la raza Charolais".

Si se realizan n repeticiones de este experimento la muestra de unidades es

(animaly, animal,..., animal,)

Si a cada uno de estos n animales se les suministra la dieta y luego se registra su peso se
obtiene, por ejemplo, la siguiente muestra estadistica

(490, 530, 510, ..., 470)
donde
490 es el peso del animal; de la muestra de animales seleccionada,
530 es el peso del animal, de la muestra de animales seleccionada,
510 es el peso del animal; de la muestra de animales seleccionada,

470 es el peso del animal, de la muestra de animales seleccionada.

Si se toma otra muestra de n animales de la misma poblacion se obtiene otra muestra
estadistica, por ejemplo
(480, 500, 540, ..., 450)
donde
480 es el peso del animal; de la muestra de animales seleccionada,
500 es el peso del animal, de la muestra de animales seleccionada,
540 es el peso del animal; de la muestra de animales seleccionada,

450 es el peso del animal, de la muestra de animales seleccionada.

Las dos muestras estadisticas indicadas anteriormente se obtuvieron después de

realizar el experimento. Si se deseara indicar los valores de peso de n animales antes de
realizar el experimento se los deberia representar como
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(X1, X2, ooy Xi)
donde:

X: representa el peso del animal que sera elegido en primer lugar.
Xj: representa el peso del animal que sera elegido en segundo lugar.
X3: representa el peso del animal que sera elegido en tercer lugar.

X, representa el peso del animal que sera elegido en el lugar n.

X, Xo, ..., X4 son n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
esto es, el peso de un animal no influye en el de otro y todas tienen la misma distribucién que la
variable X.

Definicion 12: Sea X una variable aleatoria con cierta distribucion en probabilidades. Sean, X,
X, ..., Xp, N variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Entonces a (X,
X2, ..., Xp) se la llama muestra aleatoria de tamafio n de la variable aleatoria X.

Los valores numéricos de la variable en estudio una vez realizado el experimento, se
denotan (x1, X3, ..., Xp) que es la muestra estadistica correspondiente al experimento realizado.

Ahora bien, si (X;, X3, ..., X,) €s una muestra aleatoria entonces los estadisticos

resultan variables aleatorias ya que son funciones de n variables aleatorias y por tanto tendran
asociados una distribucion de probabilidades.

A continuacién se presentan algunos resultados basicos que permiten obtener las
distribuciones de probabilidades de los estadisticos mas utilizados para estimar valores
poblacionales: la media y la varianza muestral

5.5.2 Distribucién de probabilidades de la media muestral

Sea X una variable aleatoria con E(X)=p y Var(X)=c". Sea X el promedio muestral
de una muestra aleatoria de tamafio n, entonces:

a) E()_() =
2
b) Var(X) = %

c) Para n grande (n=>30), X~N(u,—) . Esta ultima expresién es un abuso de notacion pues

N

en realidad X tiende a la distribucion Normal.

Los incisos a) y b) se pueden demostrar facilmente, utilizando las propiedades de
Esperanza y Varianza dadas en la Seccion 4.3.1, en tanto que el punto c) es lo que se conoce
como Teorema Central del Limite (Mendenhall, W. et. al. 1994). Este ultimo resultado es de

gran relevancia pues asegura que cualquiera sea la distribucion de la variable X para una

muestra de tamafio considerable, la distribucion de la media muestral, X, es aproximadamente
Normal.
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Cuando la variable X tiene distribucion Normal, la distribucion de la media muestral es
Normal

5.5.3 Distribucion de probabilidades de la varianza muestral

, = , , . e, . 2
Asi como X resulta una variable aleatoria con una cierta distribucion, también S° es
una variable aleatoria y su distribucion surge del siguiente resultado:

Sea X una variable aleatoria con E(X)=p y Var(X)=c". Sean X y S’ la media y la
varianza muestral respectivamente, entonces

a) E(S%)=c"

(n—1)s?

b) Si ademéas X tiene distribucién normal entonces 3 ~ szl—l .(Mendenhall, W. et. al.
c

1994)

Una aplicacién de estos dos conceptos se presenta en el siguiente

Ejemplo 6: Bajo los supuestos del Ejemplo 2, se selecciona una muestra de n=25 novillos de
esa raza con el objeto de determinar las siguientes probabilidades:

a) el peso promedio sea inferior a 295 kg.
b) la varianza del peso de los animales sea inferior a 324 kg..

Solucién:
Para este problema X~N(300,20).

a) La variable de interés en este caso es la media muestral, la cual se distribuye de la siguiente
manera X ~N(300, 20/+/25 ) Luego para determinar lo deseado se procede asi

X =300 295-300

<
20//25  20/+/25

Si se seleccionara muchas veces grupos de 25 animales aproximadamente en el 10.56% de
las veces el peso promedio sera menor a 295 kg.

P(X<295):P( JzP(Z<—1.25)=0.1056.

b) La variable de interés en este caso es la varianza muestral la cual, multiplicada por ciertas

n—1)s?
% ~ szl—l- Luego para calcular la
c

constantes se distribuye de la siguiente manera

probabilidad pedida se procede asi.

P(s> <324)= P(M. g ), 324j = P(X§4 < 42040

_ . 324j = P((2, <19.44)= 025
(e) (e}

Si se seleccionara muchas veces grupos de 25 animales aproximadamente en el 25% de las
veces la varianza de los pesos sera inferior a 324 kg.%.
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5.6 Relacion entre Binomial, Poisson y Normal

Una propiedad importante de la distribucién normal es que puede aproximar a la
distribucion Binomial y Poisson.

Se ha demostrado que si Xp~B(n,p) con n grande (n>30) y p no muy cercanoa 0 o a
1, entonces la variable
X, —1np
A / Ne p ° q
se aproxima a la distribucion normal estandar (Este resultado es valido debido al Teorema
Central del Limite ya citado). Asi se puede calcular P(a<X,<b) considerando a

Xo~N(nep,qnepeq).

Andlogamente la distribucién normal puede aproximar a una distribucion de Poisson
cuando A>3, es decir X,~N (A, \/X) :

Ejercicios de Aplicaciéon

1.
Sea X una variable aleatoria continua con distribucion normal, con media cero y
varianza 1. En simbolos X ~ N(0,1). Hallar y graficar:
a) P(X <-1.96) b) P(X>0) c) P(X > 2.45)

d) P(-1.64 < X < 1.64) e) P(X>-6.5)

2,
Rehacer el ejercicio anterior bajo el supuesto de que X ~ N(3,2).

3.
Bajo el supuesto de que X ~ N(0,1), determinar el valor de a tal que:
a) P(X<a)=0.025 b) P(X>a)=0.975 c)P(X<a)=0.90
d)P(X>a)=0.10 e) P(X<a)=0.6844 f)P(X<a)=0.1075
g) P(X>a)=0.0668 h) P(X>a)=0.8554 ipP(X>a)=0.20

4.

a) Encontrar el valor del area sombreada debajo de las siguientes funciones de
densidad correspondientes a una variable aleatoria normal estandar.
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b) Hallar el valor de x que corresponde a la probabilidad indicada en los siguientes
graficos:

0.
0.9104
0.0739
7, I -4 . ] 1, 4

Dada una variable aleatoria se define como funcion de distribucion a la probabilidad de

que la variable tome valores menores a un valor dado. En simbolos F(x)=P(X<x). El
siguiente grafico corresponde a la funcién de distribucion F(x) de una variable aleatoria
con distribucion normal estandar:

0.8

0.6
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A partir de dicha figura resolver (aproximadamente):

a) b)
i) P(X<0) i) F(x)=0.5
ii) P(X<4) i) 1-F(x)=0.1

Encontrar el valor del area sombreada para las distribuciones normales con
parametros:

ajp=20 o=3 b) p=10 o=2
0257
02
021
015
0.157
0l .
0 ' ' i}
10 15 a0 By W 5o, .

Un especialista en ictiologia tropical esta interesado en estimar cuanto tiempo puede
sobrevivir cierto tipo de pez en aguas con determinado porcentaje de toxicidad. Luego
de una larga serie de experimentos llega a estimar que la vida media de este tipo de
pez alcanza a los 90 dias después de haber sido colocado en el agua venenosa, con
una desviacion estandar de 5 dias. Es posible suponer que la distribucion de los "dias
de sobrevida" es normal. ;Cual es la probabilidad de que un pez viva mas de 120
dias?.

El peso de las raices de alfalfa, que se puede considerar como indice de crecimiento,
esta distribuido normalmente con media 22 gr. y desviacién estandar 10 gr. Hallar:

a) La probabilidad de que el peso de las raices sea mayor a 23 gr.

b) La proporcion de raices con un peso inferior a los 10gr.

c¢) El peso tal que por debajo de él se encuentre el 50% de las raices.

d) El peso tal que por encima de él se encuentren el 25% de las raices (es decir el

primer cuartil de la distribucion).

El peso de las langostas esta distribuido normalmente con parametros u=6 gr. y 6=0.3
gr.

a) Hallar:

i) la proporcion de langostas cuyo peso se encuentra entre 5.8 gr.y 6.4 gr.
ii) el porcentaje de langostas con un peso mayor a 6.7 gr.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

b) Otra especie de langostas esta distribuida normalmente con media p= 5 gr. y
desviacion estandar 0.1 gr. Calcular las probabilidades solicitadas en los incisos
anteriores bajo esta nueva distribucién y compararlas con las anteriores.

c) ¢ Cual debiera ser el valor del peso medio de la poblacion de tal modo que el 25% de
los insectos tenga un peso superior a los 6 gr., suponiendo que la varianza de la
poblacién es la misma?

Se observd durante un largo periodo que la cantidad semanal gastada, en
mantenimiento y en reparaciones, en un tambo tiene aproximadamente una distribucion
normal con media $300 y una desviacion estandar de $15. Si el presupuesto para la
proxima semana es de $350.

a) /Cual es la probabilidad de que los costos reales sean mayores que la cantidad
presupuestada?.

b) Mediante una planificacion del gasto es posible reducir la variabilidad del mismo pero

no su media. ;Cuanto deberia ser la varianza de la cantidad semanal gastada de tal
modo que la probabilidad de gastar mas de 320$ sea practicamente despreciable?.

a) Si una poblacion normal tiene media igual a 10 y varianza igual a 4.
a4) ¢ Qué porcentaje de las observaciones se encuentra entre 9y 14?.

a,) ¢ Qué porcentaje de las observaciones se encuentra entre 13 y 15?.

b) Suponga que se tiene una distribucion normal con media 0 y varianza 1.
b,) ¢ Entre qué valores se ubicara el 95% de las observaciones centrales?
b,) ¢ Entre qué valores se ubicara el 99% de las observaciones centrales?
Sean las variables aleatorias X1, X5, X3, X4 independientes N(0,1) hallar :

a) P( X <1.4) ¢)P(-1< X<1)

b) P( X >2.8) d) P(-2 < X <0.5)

Sean las variables aleatorias X , X, ... ,Xg independientes N(3,2) hallar:

a) P( X <2.5) b) P( X > 4.6)
En el estudio mencionado en el Ejercicio 1-f del Capitulo 1, suponga que se cuenta
con la informaciéon de que la variable “porcentaje de festuca” sigue la distribucion
normal de media 50% con una desviacion del 4%. Para un grupo de 25 vicufas, ¢ cual
es la probabilidad de que

a) el porcentaje medio de Festuca sea superior al 60%?

b) el porcentaje medio de Festuca se encuentre entre 45% y 55%.7?

Los huevos de las ponedoras Leghorn se embalan en cartones de 2 docenas cada uno.
Los controles de calidad exigen que el peso medio por cartéon sea por lo menos 40
gramos. Si el peso del cartéon sigue una distribucién normal de media 45 gr. y
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16.

desviaciéon estandar 2 gr., scual es la probabilidad de que un cartén sea rechazado
segun las especificaciones del control de calidad?.

El contenido de sales en el suelo tiene distribuciéon normal con media 30.1 ppm y
desviacion estandar 7 ppm. Se seleccionan 9 muestras de suelo de la zona sur de la
provincia de Cérdoba. Calcular la probabilidad de que:

a) El contenido de sales del suelo sea superior a 22.5 ppm.

b) El contenido promedio de sales del suelo sea superior a 22.5 ppm.

c¢) El contenido promedio de sales del suelo esté entre 27.8 y 31.5 ppm.
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6 Estimacion Puntual y por Intervalos

Objetivos:

+ Reconocer la utilidad de los intervalos de confianza como un método de estimacion.
+ Interpretar la informacioén brindada por un intervalo de confianza.

6.1 Introduccion

Como se establecioé en los Capitulos 1 y 3 uno de los objetivos de la estadistica es
hacer inferencia con respecto a la poblacion en base a la informacion contenida en una
muestra. Segun Lehmann (1983) "la inferencia es una adivinanza educada".

Las variables que se definen en los experimentos en general pueden ser asociadas a
distintas distribuciones que dependen de parametros, por ejemplo:

e La distribucion Binomial esta definida por una funcion de densidad puntual f(x,n,p)
que depende de los parametros n y p.

e La distribucion Poisson esta definida por una funcion de densidad puntual f(x,A)
que depende del parametro A.

e La distribucion Normal esta definida por una funcion de densidad f(x,|1,G) que
depende de los parametros 1Ly G.

El objetivo de la mayoria de las investigaciones cientificas es hacer inferencia con
respecto a ciertos parametros poblacionales, los cuales en general son desconocidos y por lo
tanto el problema es obtener la mayor informacién posible acerca de ellos. Si fueran conocidos
la funcion de densidad estaria totalmente determinada y no se deberia procurar ninguna
informacion sobre ellos. Entonces, utilizando la informacion contenida en una muestra aleatoria
Unica, se intenta estimar el valor numérico del o de los parametros desconocidos de interés.

Por ejempilo si la variable de interés tiene distribucion Normal, entonces se puede estar
interesado en estimar U1 y/o o, en tanto que si la variable de interés tiene distribuciéon Binomial
se puede estar interesado en estimar la proporcién p.

La Inferencia Estadistica utiliza dos técnicas para lograr su objetivo: la Estimacion
(puntual y por Intervalos) y la Prueba de Hipotesis.

La estimacion tiene muchas aplicaciones practicas, por ejemplo:

* Un veterinario desea determinar la proporcion de animales de una cierta raza
afectados por una determinada enfermedad en la provincia de Buenos Aires.

* Un fabricante de lavadoras podria estar interesado en estimar la proporcion de
lavadoras que se descomponen antes de que termine el periodo de garantia de un
afio.

* Se desea estimar la cantidad promedio de mercurio que puede extraerse (mediante
un proceso particular) de 1 onza de mineral proveniente de una localidad geografica
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particular.

* Para optimizar la atencién en un supermercado se podria estar interesado en estimar
el tiempo medio de espera en una caja registradora.

* Para conocer la precision de un instrumento electrénico, se puede desear estimar la
desviacion estandar de la medicion de dicho instrumento.

Retomando ahora el Problema 1.1, “Mediante una nueva dieta se espera que se

incremente el peso en novillos de raza Charolais”. La variable aleatoria en estudio X: Peso
tiene asociada una distribucion de probabilidades que puede suponerse Normal. En esta etapa
el objetivo es obtener informacioén acerca del peso promedio de todos los novillos de raza

Charolais alimentados con la nueva dieta, esto es E(X)=p (U es ademas uno de los
parametros de la distribucion Normal).

Es natural pensar que para estimar el valor de la E(X)=p se utilizara la informacién de

la muestra, aunque evidentemente sobre la base de una muestra de tamafo n no se puede
reconstruir la verdadera composicion de la poblacion en estudio. En otras palabras, a no ser
que se inspeccione a cada animal de la poblacion no se podra conocer el verdadero valor de

E(X)=p. Asi surge la idea de buscar un valor aproximado para el parametro. Por ejemplo para
aproximar la media poblacional E(X)=u se puede proponer a la media muestral X. En este

caso se esta tratando a este estadistico como un estimador, término que sera definido a
continuacion.

Definicion 1: Un estimador es un estadistico que se utiliza para estimar un parametro de la
distribucion.

6.2 Estimacion Puntual

Para la estimacion de un parametro se podria utilizar solo un numero; la intencion es
que dicho numero esté cerca del verdadero valor del parametro.

Si X es una variable aleatoria con distribucién Normal cuyas caracteristicas numéricas
E(X)=pn y Var(X)=c" son desconocidas y el interés es estimar dichas caracteristicas, se
: . v 2 .

pueden proponer como estimadores los estadisticos X y S°, respectivamente.

Definicion 2: Una estimacion puntual de un parametro es el valor que toma un estimador para
una muestra particular.

Para el Problema 1.1 una estimacién puntual del peso promedio de todos los novillos de

raza Charolais con la nueva dieta es X = 413 kg

Para estimar el verdadero valor del parametro, se puede elegir cualquier estadistico
definido en el Capitulo 2. Lo que ocurre es que los estadisticos deben cumplir ciertas
propiedades para ser considerados buenos estimadores y se eligen aquellos que cumplan con
ellas. Ni éstas ni los métodos para generar buenos estimadores seran mencionados en este
texto, pues estan fuera del alcance del mismo (Mendenhall, W. et. al. - 1994).

Suponga que el problema es estimar la proporcién de éxitos p de una variable aleatoria
X con distribucion Bernoulli. Para ello se extrae una muestra aleatoria de tamario n de dicha

n
distribucion, denotada por (X;,X»,..., X;). Si se define Y = > X como el nimero de éxitos en
i=l
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~ Y
la muestra, un buen estimador puntual del pardmetro p resulta p=—.
n

Dado que los estadisticos X y S? verifican las propiedades requeridas para ser un

buen estimador, son utilizados generalmente como estimadores de la E(X) y la Var(X)
respectivamente.

Como la estimacion raramente coincide con el parametro y no se puede cuantificar la
diferencia entre ellos, surge un segundo procedimiento de estimacion.

6.3 Estimacion por Intervalo

La Estimacién por Intervalo es un método que permite estimar un parametro generando
dos nimeros a partir de la estimacién puntual del mismo. Estos nimeros son denominados
limite inferior y limite superior de un intervalo que se espera que incluya al verdadero valor del
parametro. Este intervalo se denomina intervalo de confianza.

Idealmente seria conveniente que el intervalo tuviera las siguientes propiedades: que
contenga al verdadero valor del parametro y que sea relativamente de longitud pequefa.

Los limites del intervalo de confianza son funciones de estimadores puntuales y por
tanto son variables aleatorias. Entonces, la idea es construir un intervalo aleatorio que, con
cierta certeza (confianza), cubra al verdadero valor a ser estimado.

Definicion 3: El nivel de confianza, 1—a, es la probabilidad de que el intervalo aleatorio
contenga al verdadero valor del parametro.

Desde el punto de vista practico, el nivel de confianza indica la fraccién de veces, en un
muestreo repetitivo, que los intervalos contendran al parametro de interés. Si el nivel de
confianza asociado al intervalo fuera alto, entonces se estaria altamente confiado de que un

intervalo de confianza particular, construido a partir de una sola muestra, contenga al parametro
de interés. Por ello se utilizan habitualmente niveles de confianza altos (0.90, 0.95 y 0.99).

6.3.1 Intervalo de Confianza para la media de una Distribucién Normal

Suponga que se desea realizar una estimacién por intervalo del parametro u, de una
distribucion normal.

Dado que no es seguro que cualquier intervalo (I,S) contenga a 1, puede afirmarse que
P( I(Xl,Xz,...,Xn)) < 8 < S(Xl,Xz,...,Xn) ) =1-a

Para determinar los limites del intervalo se procede de la siguiente forma:

1. Sobre la base de una muestra de tamafio n, se determina el estimador puntual X del

pardmetro W. De la estandarizacion de la variable aleatoria Y~N(u,0/ \/;1) resulta la
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X-p
variable aleatoria Z = (— que tiene distribucion N(0,1).
o/~/n
2. Como Z involucra al parametro a estimar (L) y a su estimador puntal (X ), para encontrar el

intervalo de confianza se plantea la igualdad P(-a < Z < a) = 1-a. Fijando el nivel de
confianza 1—a. se obtiene el valor de abscisa a de la Tabla C del Apéndice. Graficamente

.a 0 a z
Grafico 1: Valores de abscisa correspondientes a la
probabilidad 1—a

3. A partir de la expresion P(-a < Z < a)= 1—a reemplazando la variable Z se tiene

P(—a< X-u <a]:1—a

o/v/n

Dado que se esta interesado en determinar un intervalo para [, a partir de la expresion
anterior se trabaja algebraicamente de la siguiente manera:

p(_a%<(x_u)<a%]:1_a

i_x<_“<a£_xj=1_a

P(‘a& "

P(Y—ai<p<i+aij=1—a 6.1)

N N

De donde se pueden obtener las siguientes expresiones explicitas de los limites Inferior (I)
y Superior (S):
— c c

[=X-a— S=X+a
Jn Y Jn

Es importante notar que los limites del intervalo son variables aleatorias dado que, en
este caso, X es una variable aleatoria. Luego se ha construido un Intervalo Aleatorio con nivel
1—ou de confianza para la media [t de una poblacion Normal con desviacion G conocida.

En cuanto al significado del Nivel de Confianza, si éste fuera 0.90, se espera que de
cada 100 intervalos de confianza construidos a partir de 100 muestras de tamafio fijo n,
aproximadamente 90 de ellos contengan el verdadero valor de tty 10 intervalos no.
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Graficamente se tiene

=iy

=

Gréfico 2: 50 Intervalos de confianza del 90% para |,
con muestras de tamano fijo

Se puede observar claramente que UL es un valor fijo (desconocido) y que los intervalos
son aleatorios y “tratan” de cubrir a L.

Retomando el Problema 1.1, suponiendo que el peso de los novillos de la raza
Charolais a los que se les suministr6 la nueva dieta tiene un desvio estandar de 4.18 kg.
resulta que X~N(u,4.18). Se seleccionan 16 novillos de la raza en estudio y se les aplica la
nueva dieta, obteniendo un peso promedio de 413 kg. En base a esta informacion se

construye el intervalo de confianza para el peso medio | de todos los novillos a los que se les
podria aplicar la nueva dieta.

Para este caso se tienen los siguientes datos: 6=4.18, n=16y X =413. Si se fija un
nivel de confianza 1-0=0.99, de la expresion P(—a< Z < a) = 0.99 se obtiene el valor de
abscisa a=2.57 (Tabla C).

Substituyendo a, 6 y n en la expresion (6.1) se obtiene

4.18 4.18

<u<§+2.57.

P(§—2.57. ):0.99
Cuando se reemplaza la media muestral por el valor particular, la expresion anterior deja de

contener la variable aleatoria X y por lo tanto no tiene sentido calcular una probabilidad.
Entonces se reemplaza la P de probabilidad por la C de confianza, o sea

0[413—2.57.428 <u<413+2.57. 418) = 0.9

C(410.31<u<415.69)=0.99
Esta expresion debe ser interpretada de la siguiente manera “existe una confianza del
99% de que el intervalo (410.31 , 415.69) cubra al peso promedio de todos los novillos

Charolais con la nueva dieta”.

Dado que una de las caracteristicas que se espera de un intervalo de confianza es que
tenga longitud pequefia, es interesante ver como manejar esta longitud.
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La precision de un intervalo esta en funcion de su longitud, en el sentido de que un
intervalo de longitud grande sera considerado de poca precision. Hay dos formas de construir
intervalos de confianza mas precisos:

* Disminuyendo el nivel de confianza 1—a..

= Aumentando el tamafo de muestra n.
Para entender estas afirmaciones basta observar la expresion (6.1).

En la mayoria de los casos reales la desviacién estandar poblacional sera desconocida,
. e . 2
luego el intervalo presentado no es el mas utilizado. En ese caso se usa la varianza muestral S

. 2 . . . . .
para estimar a ¢~ y el intervalo de confianza para la media L, con un nivel de confianza (1-a.),
resulta

P[Y—a-i<p<f+a-ij:1—a

N N

donde la variable Z = ﬁ~ th-1 y por lo tanto la abscisa a=t,.;1.o/2 Se obtiene de la Tabla
n

D del Apéndice.

6.3.2 Intervalo de Confianza para varianza de una Poblacién Normal

Existen situaciones en la practica donde el parametro de interés es la varianza
poblacional; por ejemplo cuando se desea conocer la variabilidad en instrumentos de medicion
si la variable en estudio tiene distribucion Normal el problema se reduce a generar un Intervalo

. . o 2
de confianza para la varianza de una distribucion Normal (G”).

. . . . 2
El estimador puntual de la varianza poblacional es la varianza muestral S°, para la que

(n-1)§’

se verifica que ~ X,Zl_l (ver Seccion 5.5.3). Fijando un nivel de confianza 1—o y

trabajando algebraicamente a partir de la siguiente igualdad

2
(n-1)s <b

2
(&)

Pla< =l-a

se obtiene el Intervalo de confianza para la varianza de una poblacion normal

P(l(n—l)sz <o’ <l(n—1)szj=1—a
b a

1 1
de donde resultan los limites I= B(n— 1) s2 y S=—(n-1) S2, con a= Ao Y
a ,

b=y’ ,.,(Tabla E del Apéndice).

6.3.3 Intervalo de Confianza para la proporciéon de una Distribucién Binomial

Suponga que se desea construir un intervalo de confianza para la proporcion de éxito p,
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de una distribucién Binomial. Para ello se tomara el siguiente

Problema 6.1: El dueiio de una cabafa desea comprar animales vacunos de una cierta zona y
antes de realizar la compra desea estimar la proporcion de animales afectados por aftosa en
dicha zona. Para dar una respuesta al duefio de la cabafa se seleccionaron al azar 20 animales
vacunos de la zona registrandose si estaban o no afectados con aftosa.

La variable que se observa es X: “Numero de animales vacunos afectados entre los 20
seleccionados”, la cual tiene distribucion B(20,p).

Para construir el intervalo de confianza es necesario determinar el estimador puntual
del parametro, su esperanza y su varianza, para lo cual se procede de la siguiente manera:

1. Si en las n repeticiones del Ensayo de Bernoulli hubo X éxitos, el estimador puntual para la

X
proporcion de éxitos es P=—.
n

2. Como el estimador p es una variable aleatoria se pueden determinar las caracteristicas
numeéricas tales como

E(p) = E(%) = i E(X)=p y Var(f)) = Var(%j = n_12 Var(X)

Estos resultados se obtienen utilizando las propiedades E, y V, del Capitulo 4.

_pe(1-p)
=

3. Por la relacién entre la distribucion Normal y la distribucidon Binomial, valida para valores de
n“ razonablemente grande” (dependiendo de lo cercano que esté p de 1/2)

N /p-(l—p)\ p-p
p~ NLP, TJ entonces Z = m ~ N(O,l).

4. La variable Z no puede utilizarse para encontrar los limites del intervalo dado que el desvio

de P ({/pe(1—p)/n ) depende del parametro desconocido p. Para resolver este problema

se recurre al estimador puntual de p resultando el desvio estimado /pe (1 — f))/n . A partir

de esto surge la variable Z'= % que tiene distribucién aproximadamente
Jpe(1-p)/n

Normal y puede utilizarse para construirse el intervalo deseado.

Entonces el intervalo de confianza para el parametro p de nivel (1—a) esta dado por

P(f)—a,/f)il—f)i/n <p<f)+a,/f)il—f)5/n)=1—oc

donde a se obtiene de la Tabla C del Apéndice.

Retomando el Ejemplo 4, si de 20 animales resultaron 15 afectados por aftosa y se

lo tanto el intervalo de confianza es

075156 VT2 cpcorsane [P0 oo
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C(0.505 < p < 0.995) = 0.95

Esto se interpreta como “hay una confianza del 95% que la proporcion de animales

afectados por aftosa es un valor que esta entre el 0.505 y el 0.995”.

Ejercicios de Aplicaciéon

1.

Se desea estudiar el efecto sobre el aumento de peso de una dieta rica en vitamina A,
en ratas de la especie Calomys Musculynus desde el nacimiento hasta la edad de tres
meses. Estudios anteriores han determinado que la variable aumento de peso puede
ajustarse con una distribucion normal, de varianza 9 grz. Para estimar el aumento de
peso promedio, se suministré la dieta a 16 de estas ratas obteniendo una media de 61

gar.

a) ¢Cudl es la variable que permitira estudiar el efecto de la nueva dieta? A qué tipo
corresponde esta variable y cual es su distribucion de probabilidades?.

b) :Qué se desea estimar ? ;Ese valor, es de la muestra o de la poblacién? ;Cual es
su relacion con la variable?.

c) ¢Con que informacion poblacional y muestral se cuenta?.

d) Para el problema de la estimacion por intervalos Qué variable se construye y cual
es su distribucion?.

e) Estimar el parametro en cuestion con una confianza del 95% e indicar las
conclusiones.

Un dermatélogo que investiga cierto tipo de cancer de piel, desea estimar el tiempo
promedio hasta la desapariciéon del mismo con un nuevo farmaco (suponga que el
tiempo se distribuye normalmente). Para ello induce este cancer en 25 ratas y las trata,
obteniéndose un promedio de 132 hs. para la desaparicion de la enfermedad con un
desvio estandar de 101 hs.

a) ;Cual es la variable que permitira estudiar el comportamiento del nuevo
medicamento? ;A qué tipo corresponde?.

b) ;Qué se desea estimar ? ;Ese valor, es de la muestra o de la poblacion? ¢ Cual es
su relacion con la variable?.

c¢) ¢ Cual es la informacion poblacional y cual es la brindada por el experimento?.
d) Efectuar la estimacion del parametro de interés, con una confianza del 99% e

indicar las conclusiones.

Se desea estimar con una confianza del 99%, el contenido promedio de alquitran de
cierta marca de cigarrillos (suponga que el contenido de alquitran se distribuye
normalmente). Para ello se selecciona una muestra de 36 cigarrillos, obteniéndose una
media de 17,2 mg. y una desviacion estandar de 2 mg.
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Un grupo de investigacion desea estimar el porcentaje medio de sacarosa en la cafa de
azucar luego de habérsele aplicado un producto compuesto con sales de molibdeno y
otros metales que tienden a inhibir procesos enzimaticos. (suponga que el porcentaje
se distribuye normalmente). Para ello fueron seleccionadas 7 plantas de cana de azucar
a las cuales de les aplico el producto, obteniéndose una media de 0,84% de sacarosa y
un desvio de 0,18% de sacarosa.

a) ¢Cual es la variable en estudio? ;Qué representan los parametros de la distribucion
de la variable en este problema ?

b) Estimar el porcentaje medio de sacarosa con un 90% de confianza.

c) ¢Podria mejorar la precision del intervalo de confianza para el porcentaje medio de
sacarosa? ;Coémo lo realizaria?

Los limites de confianza del 95% para la media de una poblacional son 20 y 30. ¢ Cual

de las siguientes afirmaciones es correcta?

a) De cien medias muestrales extraidas al azar de esta poblacion cerca de 95 de ellas
estaran entre 20 y 30.

b) De cien medias poblacionales extraidas al azar de esta poblacién cerca de 95
estaran entre 20 y 30.

¢) Hay una confianza del 95% que los limites 20 y 30 cubran a la verdadera media

poblacional.

A continuacién se presentan los promedios y desvios correspondientes a tres muestras
de tamano 16 provenientes de una poblacion con distribucién Normal de media pn=80:

Muestra Media Desvio
1° 77.76 8.45
2° 74.46 5.27
3° 78.58 7.29

a) A partir de los datos muestrales construir, para cada muestra, un intervalo de
confianza del 95% para la media de la distribucion.

b) ;Contienen los intervalos al parametro en cuestion?

c) Explique los resultados de lo ocurrido en b) a partir del significado de la confianza.

Se desea estimar, con un nivel del 90%, la proporcién de personas que tienen sangre
de tipo A positivo en una cierta ciudad. Para ello se tomd una muestra aleatoria de 400
personas encontrandose 125 con sangre de tipo A positivo.

En el contexto del Ejercicio 10 del Capitulo 5, suponga que se desconoce el valor del
gasto medio por semana, y que solo se sabe de la variable gasto semanal que su
distribuciéon es normal. Si se elige una muestra de 30 semanas ¢;qué valor deberia
asumir la varianza de tal modo que, con un 99% de confianza, la media del gasto
semanal se encuentre entre $290 y los $3307.
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7 Prueba de Hipotesis

Objetivos:

+ Analizar un problema dado y plantear las hipétesis correspondientes.
+ Interpretar la informacién obtenida a través de una prueba de hipétesis.
+ Distinguir entre Intervalo de Confianza y Prueba de Hipdtesis en cuanto a su utilidad.

7.1 Introduccion

La Inferencia estadistica brinda métodos que permiten, a través de una Muestra,
obtener informacién acerca de alguna caracteristica de la Poblacion de la cual fue extraida.

En el Capitulo 6 se estudiaron dos métodos de estimacién denominados Estimacion
Puntual y Estimacion por Intervalos. A continuacion se presenta otro método de inferencia
llamado Prueba de Hipotesis (o Test de Hipotesis).

Definicion 1: Una Prueba o Contraste de Hipodtesis es un procedimiento mediante el cual se
investiga la verdad o falsedad de una hipétesis contrastada.

7.2 Prueba de hipétesis para la media de una Distribucién Normal

En base al Problema 1.1 se plantea la siguiente situacion: “Mediante una nueva dieta
se espera que se incremente el peso medio de novillos de la raza Charolais de determinado
peso inicial”.

En otras palabras, lo que se desea es confirmar si la nueva dieta es mejor que la dieta
usual. Surge entonces la necesidad de realizar una comparacion, en realidad se desea probar,
por ejemplo, si el peso medio obtenido con la nueva dieta es mayor que el peso medio obtenido
con la dieta utilizada anteriormente. Para resolver este problema se utilizara una prueba de
hipétesis, para lo que es necesario en primer lugar traducir lo anterior en términos estadisticos.

Se comienza por identificar para este caso los elementos necesarios para realizar el
analisis estadistico.

» Unidad experimental: Un novillo de raza Charolais, con un cierto peso inicial.

= Poblacién de Unidades: Todos los novillos de raza Charolais de cierto peso inicial.

= Variable en estudio: Peso

= Poblaciéon Estadistica: El peso de todos los novillos de cierto peso inicial raza Charolais.

La situacion anterior puede ser esquematizada como sigue
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P.E.

X: Peso
Animales L

de raza
Charolais

Las caracteristicas numéricas de una poblacion estadistica son E(X) y Var(X), que en
este caso indican el peso promedio y la varianza del peso de todos los animales sujetos a la
nueva dieta, ambos desconocidos.

Por resultados de experiencias previas se sabe que el peso medio de todos animales

con la dieta que se venia utilizando, es de 390 kg., valor que se puede denotar como L; luego
lo que se desea es comparar este valor con el peso medio de todos los animales con la nueva
dieta, lo que se puede expresar de la siguiente forma

1) 1))

Hy: El peso medio de todos los animales con H;: El peso medio de todos los animales con
la nueva dieta es igual al peso medio de Ila nueva dieta es superior al peso medio de
todos los animales con la dieta usada todos los animales con la dieta usada
habitualmente. habitualmente.

Las situaciones 1) y IlI) pueden ser escritas en lenguaje estadistico, como se indica a
continuacion

Ho: p=po Hi:p> o
donde
L : indica el peso medio de todos los novillos alimentados con la nueva dieta.
Lo: indica el peso medio de todos los novillos alimentados con la dieta usada habitualmente.

La variable peso puede asumir dos distribuciones normales diferentes,

N(po,60)
X: Peso

N(p,0)

Considerando que la nueva dieta puede modificar la media pero no el desvio estandar, se

supone ¢ = Gy. Las dos distribuciones que la variable X asume pueden visualizar
graficamente de la siguiente manera

L n x

Grafico 1: Funciones de densidad correspondientes
a X ~N(uo,00) y X ~N(1,00)
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Para este problema lo que se desea probar es:
Ho: n =390 kg. Hi: p>390 kg.
En general se puede dar la siguiente

Definicion 2: La Hipétesis Nula (Hy) es la hipotesis estadistica cuya verdad o falsedad se va a
establecer estadisticamente usando los datos muestrales como evidencia. La Hipdtesis
alternativa (H;) es cualquier otra hipotesis distinta de Hy.

En la prueba para la media de una poblacién normal Ho:pu=p. Mientras que H; puede
plantearse de una (y so6lo una) de las siguientes formas

a) Hi:p> o b) Hi:p < o c) Hi: p#po

Cuando la hipétesis alternativa es de la forma como la indicada en a) o b) la prueba es
unilateral o de una cola y cuando la hipotesis alternativa es de la forma coma la indicada en c)
se dice que la prueba es bilateral o de dos colas.

Para tomar una decision sobre las hipétesis planteadas, se debe utilizar la informacion
muestral. Para ello se realiza un experimento aleatorio (generando una muestra aleatoria de
tamafio n), que para el problema planteado consiste en elegir aleatoriamente 16 animales de
raza Charolais, con cierto peso inicial, a los que se les suministra la nueva dieta. Después de
un cierto tiempo (prefijado de antemano) se les mide el peso, generando asi la muestra

estadistica, de la cual se obtuvo X=413 kg.y S =5.15 kg.

Teniendo en cuenta que X es un buen estimador de E(X)= p, parece razonable que
se base la decision de rechazar o no Hy en el valor de X . Puesto que se esta interesado en
distinguir entre p=390 kg. y p > 390 kg. se deberia rechazar Hy cuando (X—uo) sea "muy
grande", o sea se rechazaria Hy cuando (X - 390) sea mayor que una cierta constante; el
problema ahora es determinar dicha constante.

Para determinar dicha constante ademas de la diferencia (X - 390) se debe tener en
cuenta la variabilidad de la poblacion. Toda la informacién para determinar la constante en
cuestion puede ser resumida en una nueva variable aleatoria, que recibe el nombre de

estadistico de contraste y es denotado por €. Este debe contener la informacién de la muestra y
una distribucion de probabilidades conocida.

Como ya se vio en el capitulo anterior, al construir un intervalo de confianza para la
media de una distribucion Normal es necesario saber si se conoce 0 no la varianza de la
poblacién en estudio, ya que la distribucion de la variable aleatoria construida depende de ello.
Para una prueba de hipotesis la variable aleatoria construida es el estadistico de contraste y las
dos situaciones se presentan en las secciones siguientes.

Definicion 3: El Estadistico de Contraste (¢) es una variable aleatoria (esta en funcién de
valores muestrales) cuya distribuciéon de probabilidades depende de la validez de la hipotesis
nula.

Cuando se realiza la prueba para la media de una poblacién normal el estadistico &,
depende siempre de X.
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7.2.1 Con varianza conocida

Por lo expresado anteriormente, el estadistico de contraste

X —He

g=—_1o
G/\/H

es una variable aleatoria (por ser una funcion de la variable aleatoria X ),que tiene asociada
una distribucion de probabilidades que se estudiara a continuacion.

Dado que la variable en estudio X tiene distribucién Normal con pardmetros p y o,
esto es, X~N(W,0) y si se tiene una muestra aleatoria de tamafio n, la variable

(X-n)

G/\/H

X~N(M,G/\/H) y por tanto Z = ~N(0,1).

Entonces
e sivale Hy (o sea cuando p=py ), € ~ N(0,1);

e sino vale Hy (o sea cuando p > L), e~N(c,1), donde ¢ :m.
c/n

Para determinar el valor de ¢, se necesita cuantificar la diferencia ([i-1); comunmente

se la considera en términos de G (U-Ho=0C, U-Ho=2G 0 U-Uy=3G). El valor de esta diferencia
siempre debe ser sugerido por el investigador.

Grafico 2: Funciones de densidad correspondientes
ag~N(0,1)y e ~N(c,1)

Por otro lado se debe tener en cuenta que al tomar la decisién de rechazar o de no
rechazar la hipétesis nula Hy, no se hace con un 100% de seguridad, pues se esta trabajando
con la informacién de una muestra para obtener conclusiones con respecto a toda una
poblacién. Por lo tanto la decisidon puede ser errénea, esto es, se puede rechazar Hy cuando
en realidad vale o bien se puede no rechazar Hy cuando ésta no vale.

Se puede decir entonces que cuando se realiza una prueba de hipétesis pueden ocurrir
las situaciones siguientes

Vale Hj No vale Hj
Rechazar H) Error de tipo | Decisién Correcta
No Rechazar Hy Decision Correcta Error de tipo Il

Por lo tanto
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Definicion 4: El Error de Tipo | se comete cuando se rechaza Hy y ésta en realidad vale. El
Error de Tipo Il se comete cuando no se rechaza Hy y ésta en realidad no vale.

Asi cualquiera de las dos decisiones que se pueden tomar, pueden ser equivocadas y
es importante medir el riesgo de tomar una decision erronea. Este riesgo se mide a través de
una probabilidad, que por ser una probabilidad de error debe tomar valores pequefios.

Definicion 5: El nivel de significacién de la prueba (a.) es la probabilidad de cometer error de

tipo I, es decir oo =P(cometer error tipo [)=P(e€Z / vale Hy). Graficamente es el area bajo la
curva sobre la zona de rechazo.

Como se dijo, la idea es determinar una constante a partir de la cual se pueda decir

que la nueva dieta produjo mayor peso medio que la dieta habitual. Esta constante, denotada
usualmente a, es el valor critico y determina un intervalo llamado zona de rechazo (Z) .

Definicion 6: La Zona de rechazo (Z) es el conjunto de valores del estadistico de contraste
que lleva a descartar la Hy. La constante a asociada a Z es el valor critico.

Para el Problema, la zona de rechazo es

-
[ [

a
Gréafico 3: Zona de Rechazo

Para determinar el valor de a se debe tener en cuenta H;, la distribuciéon del estadistico

de contraste bajo Hy y el valor de o.. Para este caso particular se toma a=0.01 como nivel de
significacion de la prueba. En el siguiente grafico se pueden observar el nivel de significaciéon y
su correspondiente zona de rechazo.

0 a £

Grafico 4: Zona de rechazo y nivel de significacion

Luego para encontrar el valor numérico de la constante a se plantea la siguiente
expresion P(e~N(0,1)>a)=0.01, de donde se obtiene a=2.32.(Tabla C del Apéndice).

El intervalo [a,+o0)=[2.32,+x) es entonces la Zona de Rechazo y la constante a=2.32
es el Valor Critico de la prueba.

Notar que los valores que puede asumir el estadistico de contraste son nimeros reales
(graficamente se ubican en el eje de las abscisas o eje X).

Graficamente:
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a=0.01

0 a =232 P

Grafico 5: Zona de rechazo y nivel de significacion
para el Problema 1.1

Para tomar la decision se debe calcular el valor numérico del estadistico, que se denota
por g.. Para determinar dicho valor es necesario usar la desviacion estandar de la poblacion en

estudio, que en este caso se supone conocida e igual a 4.18. Luego el valor numérico del
estadistico resulta

, _413-390
°4.18/-/16 '

A partir de la zona de rechazo y del valor numérico del estadistico se establece una
regla para tomar una decision:

01

e Sig. € Z serechaza Hy.
e Sig. ¢ Z no se rechaza Hy.

Para este problema, el valor numérico del estadistico es £.=22.01, que pertenece a la
zona de rechazo, luego se rechaza la hipdtesis nula con una probabilidad de cometer error de
tipo 1 de 0.01.

Conclusién: E/ peso medio de los animales con la nueva dieta es mayor que el peso medio de
los animales con la dieta usada habitualmente.

En la secuencia presentada anteriormente se fija el valor de o antes de realizar el
experimento. No siempre se puede o se quiere especificar este valor, por ejemplo porque la
persona que toma la decisién no es quien realiza la investigacion. Por otra parte la eleccion de

o es arbitraria y puede suceder que con el mismo conjunto de datos se llegue a conclusiones
diferentes. Una alternativa para evitar esta ambigiuedad es determinar en primer lugar el valor

del g. (después de realizado el experimento) y luego calcular una probabilidad que depende de
éste, llamada valor p de la prueba.

Definicién 7: El valor p de la prueba es la minima probabilidad de error de Tipo | que lleva a
rechazar la Hipétesis nula.

Cuando la hipotesis alternativa es Hy: L > o, el valor p se calcula como
p=Ple=¢g)

que se manifiesta en el siguiente grafico
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0 4 &

Grafico 6: Valor p

Para tomar la decision en base al valor p se debe fijar la maxima probabilidad de error
de tipo | que se esta dispuesto a cometer, y compararla con el valor p. Si el valor p es menor

que esta probabilidad se rechaza la hipotesis nula con probabilidad exacta p de cometer error
de tipo I.

Notar que el valor p de la prueba depende de la hipétesis alternativa, de la distribucion
del estadistico y de la informacién brindada por la muestra.

Para el Problema 1.1 como Hj:pu > 390 kg., e~N(0,1) si vale Hy y .=22.01, el valor

p esp =P(&=>22.01)=0 por lo cual se rechaza H, con probabilidad practicamente nula de
cometer error de tipo I.

7.2.2 Con varianza desconocida

En la mayoria de los casos el investigador no tiene ninguna sospecha sobre el valor de
6. En este caso la prueba de hipdtesis para la media de una distribucion Normal se construye
de manera similar a lo desarrollado en la seccion anterior. La diferencia esta en que se usa S
como estimador de &, lo que determina un cambio en la expresion y en la distribucion del
estadistico €.

Asi, en este caso se tiene que

Si vale Hy, e~t,.1 central
X - Ko

" S/n

€

Si no vale Hy, e~t,.; no central

donde t,.; indica la distribucién t - Student con n-1 grados de libertad (g.l.) centrada o no
alrededor de cero.

Notar que, al cambiar la distribucion del estadistico, el valor critico se obtiene de la
Tabla t de Student.

En el caso que el investigador tenga alguna sospecha sobre el valor de G, se puede
realizar una prueba de hipotesis como la que se desarrolla en la Seccién 7.3. En dicha prueba,

si se rechaza H el estadistico que corresponde es el de la presente seccion; si no se rechaza
Hy se puede suponer =G y usar el estadistico presentado en la seccion anterior.
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7.2.3 Algunas consideraciones importantes

Asi como el riesgo de cometer error de tipo | se mide con una probabilidad (nivel de
significacion), el riesgo de cometer error de tipo Il también se mide con una probabilidad:

1—B=P(cometer error de Tipo Il) = P(no rechazar Hy dado que no vale Hy).

Por otra parte la probabilidad de no cometer error de tipo Il se llama Potencia de la
pruebay es

B=P(no cometer error de Tipo Il) = P(rechazar Hy dado que no vale Hy)

La potencia de la prueba indica la capacidad o “poder” de la prueba para rechazar
correctamente una Hj falsa.

Graficamente las probabilidades de error de tipo | y Il y la potencia de la prueba son:

1] E]

[DID Potenciade laprueha= &
[ Probanilidad des eror de tipoll = 1- 8
27 Probauiidad des enmor de tign 1= ©

Grafico 7: Probabilidades de error de tipo Iy Il y
potencia de la prueba

Cuando el investigador decide fijar el valor de o debe analizar qué tipo de error es mas
grave cometer (si el Error de Tipo | o el de Tipo Il) . Si es mas grave el Error de Tipo | debera
tomar un valor pequefio de q, teniendo en cuenta que de esa manera se aumenta la
probabilidad de cometer el Error de Tipo Il. Y si es mas grave cometer el Error de Tipo Il debera
fijar un valor de a mas grande, porque de esa manera se asegura que disminuya la
probabilidad de cometer Error de Tipo Il (observar Grafico 7).

La posibilidad de cometer un error (de Tipo | o Il) siempre esta presente, pues se trata
de obtener alguna informacion sobre la poblacion a través de una muestra (aunque ésta sea
representativa de la poblacion).

La forma de la zona de rechazo depende de la hipétesis alternativa
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a) Hi: > po Z=[a,+o0)

a a £
b) Hi: < o Z=[-0,-a)
a EJ &
c)Hi: p# o 7=[-o0,-a)[a,+o0)
of2 - of2
- ; a ¢

Grafico 8: Formas de la zona de rechazo de acuerdo a la H;

7.3 Prueba de hipoétesis para la varianza de una Distribucién Normal

Existen situaciones en la practica donde el parametro de interés es la varianza
poblacional (por ejemplo si se desea conocer la variabilidad en instrumentos de medicion). En
otros casos, como el presentado al final de la Seccion 7.2.2, para decidir qué estadistico usar
en la prueba de hipétesis para la media se debe determinar si la varianza es distinta de un
valor prefijado. Entonces, bajo el supuesto de la que la variable en estudio tiene distribucion
Normal, estos problemas se reducen a realizar una prueba para la varianza de una distribucién
Normal. Las hipotesis para este caso y el procedimiento a seguir son los siguientes.

. . . . . 2
Si el investigador sospecha que la varianza es un valor conocido G, entonces las
hipétesis a plantear son:

2_ 2 2, 2
Hop: 6" =0, H;: o"#0,
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y el estadistico de contraste es

. 2
si vale Hy, € ~)_, central

Sz(n—l)-Sz

2

G,

. 2
si no vale Hy, € ~y_, no central

Como en las pruebas anteriores, prefijando el valor del nivel de significaciéon o se
determina la zona de rechazo Z, la cual en este caso particular es de la forma

Z=(0,a]u[b,+) con azxifl;lfa/z y b:Xiq;a/z- Graficamente

alf?

af2

0 a b £

Gréfico 9: Zona de rechazo y nivel de significacion

En base al valor numérico del estadistico y a la zona de rechazo determinada, la
decision y conclusion pueden ser:

® si se rechaza Hy se puede afirmar que la varianza en cuestion es distinta al valor postulado

0(2) con probabilidad de cometer Error de Tipo | igual a a..

® si no se rechaza Hy se puede decir que no hubo suficiente evidencia para afirmar que la

varianza en cuestion es distinta al valor postulado o, , con probabilidad de cometer error de
tipo 1.

7.4 Prueba de hipoétesis para la proporcion de una Distribucion Binomial
para muestras de tamafnos grandes

Retomando el Problema 6.1, suponga que se desea determinar si la proporcion p de
animales afectados por aftosa en dicha zona es diferente de 0.80. Para ello se seleccionan
120 animales y se cuenta el nUmero de animales afectados por aftosa encontrandose 90 de
ellos afectados.

Se sabe que la variable X: nimero de animales afectados en una seleccién, es una

variable aleatoria que tiene distribucién Bernoulli de parametro p desconocido. Como en el

120
Capitulo anterior, se define Y = 3. X, donde Y~B(120,p).

i=l
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Utilizando la relacion entre las distribuciones Binomial y Normal, cuando n es grande,
la prueba de hipotesis se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Hp: p=0.80 H;: p#0.80

Si vale Hy, € ~ N(0,1)

Si no vale Hy, € ~ N(c,1)

3. La zona de rechazo Z=(-o0,-a]\U[a,+). Si se fija un nivel de significacion a=0.05, se tiene
que el valor critico es a=1.96.

4. Para determinar el valor numérico del estadistico se debe calcular

.Y 90 o 0.20 _
p—;—120—0.75 yel Des(p)=4/0.80« 5o = 0.0365, luego el &= -1.37

5. Como el & no pertenece a la zona Z, entonces podemos concluir que no hay evidencias
para decir que la proporcion de animales afectados por aftosa es distinta de 0.80.

Para casos como éste, la hipétesis alternativa también puede ser unilateral (por mayor
0 menor) segun lo que se desea probar.

7.5 Prueba de hipotesis para la diferencia de medias de dos
distribuciones Normales

7.5.1 Muestras Independientes

En los ejemplos analizados hasta ahora se han estudiado situaciones en las cuales el
interés era obtener informacién sobre las caracteristicas numéricas de una distribucién normal
(media o varianza). En general ésta no sera la situacion que mas comunmente se presenta, ya
que muchos problemas involucran mas de una distribucién normal, y por tanto se debe saber
coémo comparar los parametros en estos casos.

En cada una de las siguientes situaciones el investigador desea comparar las medias
de dos distribuciones (cuando se tienen mas de dos distribuciones en estudio se utiliza la
técnica presentada en el capitulo siguiente).

1. Un gastroenterdlogo desea comparar dos dietas para curar la Ulcera péptica.

2. El delegado de salud publica compara niveles de inmunizacion de difteria en nifios de dos
secciones de una ciudad.

3. Un ingeniero agronomo compara dos fertilizantes A y B aplicados sobre una variedad
determinada de maiz.

4. Un veterinario desea comparar dos técnicas de congelacion de embriones.
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En cada una de las situaciones anteriores, midiendo /a variable de interés se generan
dos poblaciones estadisticas y la caracteristica de interés en ambos casos es la E(X) o media
poblacional.

Para resolver este tipo de problemas se debe, como antes, suponer que la variable en
estudio X tiene distribucion normal. En las cuatro situaciones anteriores se desea comparar L
Versus L.

En general, en estas pruebas Hy: 1 - 1 =0, mientras que H; puede plantearse de
una (y solo una) de las siguientes formas:

a)Hi:py — >0 b) Hi: py — 2 <0 c) Hi: py — pp 20
Asi por ejemplo en la Situacion 3 el ingeniero agronomo desea comparar el rendimiento
medio de la variedad de maiz que fue sometido al fertilizante A versus el rendimiento medio de
la variedad de maiz que fue sometida al fertilizante B.
Las hipotesis para probar lo deseado se plantean como:
H()Z HA—HB:O HIZHA_HB?&O

las cuales indican

Hy: EI rendimiento medio de la variedad de maiz tratada con el fertilizante A es igual al
rendimiento medio de la variedad de maiz tratada con el fertilizante B .

H;: El rendimiento medio de la variedad de maiz tratada con el fertilizante A es diferente al
rendimiento medio de la variedad de maiz tratada con el fertilizante B .

Para decidir si los dos fertilizantes producen el mismo efecto o no con respecto al
rendimiento de la variedad de maiz en estudio se deben elegir na parcelas de maiz y tratarlas

con el fertilizante A y ng parcelas de maiz y tratarlas con el fertilizante B. Una suposicién muy
importante aqui es que las parcelas tratadas con uno y otro fertilizante son independientes.

Se puede representar la situacién de la siguiente manera:

Poblacion. Estadistica Poblacion. Estadistica
Fertilizante A Fertilizante B

Luego las caracteristicas numéricas de estas dos poblaciones son

E(Xa)=pa y Var(Xp)= Gi E(Xg)=us y Var(Xg)= 62B
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Llegado a este punto, se deben distinguir diferentes casos que surgen del conocimiento
. 2 2
que se tenga acerca de las varianzas ¢, y Oy que son:

CONOCIDAS
VARIANZAS IGUALES

DESCONOCIDAS

DISTINTAS

En general, cuando se estudian dos distribuciones normales sucede que tanto la media
como la varianza son desconocidas. Sin embargo para facilitar el desarrollo de la prueba se
presentara el caso en que las varianzas son conocidas.

7.5.1.1 Varianzas poblacionales conocidas

Suponga que la variable rendimiento se distribuye como sigue XA~N(|J.A,Gi) y

XB~N(uB,GZB) independientes donde se supone que Gi y GZB son conocidas pero [ Y UB
son desconocidas.

Para probar las hipotesis planteadas se define un estadistico que esta basado en la
diferencia de las medias muestrales generadas por cada una de las muestras aleatorias de

tamafio na y ng, o sea sobre la base de (XA —XB). Dado que la media muestral es una
variable aleatoria con distribucién normal, se tiene para este caso que

XA~N(uA,GA/ nA) y XB~N(uB,GB/ nB)
Se puede probar que si XA y YB son dos variables aleatorias independientes, entonces la

diferencia (YA—XB) es una variable aleatoria con distribucion normal de parametros
cx . O

(ua—pB)y [—2 +—2 (Mendenhall, W. et. al. - 1994).
N, 1Ny

Entonces el estadistico de contraste, cuando las varianzas son conocidas es

Sivale Hy, € ~N(0,1)

Sino vale Hy, € ~N(c,1)

donde ¢ = (MAz HBz)
O, OB
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7.5.1.2 Varianzas poblacionales desconocidas

Cuando las varianzas poblacionales son desconocidas se presenta el problema de
decidir si se las puede considerar

e jguales;
e (distintas.

Para decidir esto se debe realizar la siguiente prueba de homogeneidad de varianzas.

2 2
c c
H,:— =1 H :—2#1
OB OB

El estadistico de contraste es

Sivale Ho, e ~ F, _;, _, central

Sinovale Hy, e~ F

ny—1ng—_1 NO central

donde (na—1) y (ng—1) indican los grados de libertad para el numerador y denominador de la
distribucion F de Fisher respectivamente.

La zona de rechazo para este caso toma la forma Z=(0,a]U[b,+) donde a y b se obtienen
de tablas de la distribucion F de Fisher. Graficamente

al2

al2
.,

a b &
Gréfico 10: Zona de rechazo y nivel de significacion

1. Si no se rechaza Hj se puede asumir que las varianzas son iguales, entonces para la prueba
de diferencia de medias el estadistico de contraste es:

Sivale Ho, e~t, ., _, central

Sinovale Hyp, e ~t, ., nocentral
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(nA _I)Si +(nB _1)8123 N, +ng

donde Sp =

2. Si se rechaza Hj entonces el estadistico de contraste para la comparacion de las medias de
dos distribuciones es:

Si vale H,, € ~ trcentral
Xa —Xp /
&= 2 2
S S
PA L PB
n, ng

Si no vale Hy, € ~ tf no central

S, Ss
donde f = n[; i 5~ 2 se redondea al entero mas cercano. Este es llamado
Sh Si
n, —1 ng -1

el Método de Satterthwaite.

7.5.2 Muestras dependientes (apareadas)

En ciertos casos en los que se desea comparar medias de dos distribuciones es
posible tomar muestras dependientes, que se pueden generar por dos situaciones

e La misma unidad experimental es medida en dos ocasiones diferentes.
e Las mediciones se obtienen a partir de unidades experimentales relacionadas (por ejemplo
gemelos o cerdos de una misma camada, que tienen caracteristicas genéticas comunes).

Ejemplos de las dos situaciones anteriores son:

1. Se mide el tono muscular de un grupo de individuos antes y después de un ejercicio
severo.

2. Para comparar el efecto de dos antiparasitarios en cerdos se seleccionan pares de cerdos
de la misma camada y se aplica uno de los medicamentos a uno de los cerdos del par y el
otro al restante.

Generar muestras apareadas es lo ideal, pues de esta manera se eliminan las fuentes
de variacion que puedan existir entre unidades experimentales diferentes. Luego si existen
diferencias en las medias poblacionales, éstas s6lo podran ser atribuidas al tratamiento en
estudio.

Si los datos de la Muestra 1 se denotan X;j; y los de la Muestra 2 se denotan X;
(i=1,2,...,n), las diferencias di=X;;—Xj; generan una nueva muestra que es la utilizada para la

prueba.

En estas pruebas la hipotesis nula es Hy: g = 0, mientras que la hipotesis alternativa
H, puede plantearse de una (y sélo una) de las siguientes formas:

a) Hi:pg >0 b) Hi:pug <0 c)Hi:pg =0
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donde 4 = E(d;) = E(X1i—X3i) = E(X1i)—E(X>i) o bien pg = pu — W

Es decir, hacer inferencia acerca de la diferencia de las medias de dos tratamientos
(K1 — W2), es hacer inferencia acerca de la media de las diferencias (LLg).

El estadistico de contraste es:

Si vale Hy, € ~ t,.1 central
Xd
e=——
sq/n

Si no vale Hy, € ~ t,.; no central
donde Xd y S4 son la media y el desvio estandar de la muestra de las diferencias d;.

En la presente seccidn se presentaron solo las hipotesis y el estadistico de contraste,
dado que las pruebas de hipétesis siguen como en el caso de una media.

En las pruebas anteriores (para comparar dos medias o dos varianzas) se pueden
plantear también hipétesis alternativas unilaterales, segun lo que el investigador desee probar.

7.6 Prueba de hipoétesis para la diferencia de proporciones de dos
distribuciones Binomiales independientes

En muchas ocasiones, el interés recae en comparar las proporciones de ocurrencia de
cierto suceso en dos grupos considerados por alguna razén diferentes.

Una situacion de este tipo es la siguiente: “Se desea probar si la proporcion de
animales enfermos en dos regiones, consideradas geograficamente distintas, son
estadisticamente diferentes”.

Para resolver este problema se tomaron al azar 400 animales de una de las zonas en
estudio y se encontré que 190 de ellos estaban enfermos, en tanto que de la otra zona se

tomaron al azar 800 animales de los cuales 300 estaban enfermos. Las proporciones
muestrales para cada zona son:

190 300
990475 _3%0 375
Pr=00 Y P27%00

Ahora se van a plantear las hipétesis de interés
Hol pPi—p2= 0 Hll P1—p2# 0
En términos del problema:
Hy: La proporcion de animales enfermos en las dos zonas en estudio es la misma.
H,: La proporcion de animales enfermos en las dos zonas en estudio es diferente.

Si X; ~ B(ny,p), X, ~ B(ny,p) con n; y n, grandes (mayores a 30), por la relacion
entre las distribuciones Normal y Binomial, la variable aleatoria p, —p, tiene distribucion
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)= Pl(l—P1)+ Pz(l—Pz) _
n, n,
estas afirmaciones utilizar las propiedades de Esperanza y Varianza.)

normal con E(p,—p,)=p,~p, v Var(p,—p, (Para verificar

Luego el estadistico de contraste resulta
Sivale Hy, &€ ~ N(0,1)

= PPy
Jpl(l—pl)m(l—pz)

n, n,

Si no vale Hy, € ~N(c,1)
Conp,y p, estimadores de p;y pa.

Si se toma un nivel de significacion del 0.05 el valor critico es a=1.96, luego la zona de

rechazo que resulta es Z=(—00,—1.96][1.96,+x). En este caso el ~=3.31, por lo que se
rechaza la hipétesis nula, con probabilidad de cometer error de tipo I.

Conclusién: Las proporciones de animales enfermos en las dos zonas en estudio son
diferentes.

La hipétesis alternativa para otras situaciones también podria plantearse como
Hll pl_p2>0 o} Hll pl_p2<0

Para cada una de las pruebas presentadas en este capitulo se pueden construir
intervalos de confianza

7.7 Relacion entre Intervalo de Confianza y Prueba de Hipoétesis.

Ahora sera presentada una forma alternativa de tomar una decisiéon en una prueba de
hipotesis bilateral.

Para ello suponga que se plantean las siguientes hipétesis acerca de la media de una
poblacién normal.

Ho: p=po Hitp#po

Para tomar una decision acerca de éstas hipotesis se pueden seguir dos caminos, tal
como se indica a continuacion:

a) Realizar la prueba de hipétesis construyendo, para un valor de a especificado, la zona de
rechazo Z=(—o0,—a]U[a,+o), de donde la zona de no rechazo es (—a,a).

b) Construir un intervalo de confianza para | de nivel (1-a), el cual segun lo presentado en el

ac < ao
X-—2 X+
=)

Capitulo 6 tiene la forma [_
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< aoc < Aac
Si o pertenece al intervalo de confianza, significa que X_T <p, < X+T. A
n n

partir de esta expresidon y siguiendo los pasos algebraicos inversos a los realizados para
construir el intervalo de confianza se obtiene que

X - Ko :
—a< o/ <a,oequivalentemente —a<e<a
an

(donde € es el estadistico de contraste de la prueba). La ultima desigualdad indica que el
estadistico pertenece a la zona de no rechazo de la prueba, por lo que no se rechaza Hy.

Esto dice que a un valor de Ly que pertenece al intervalo de confianza de nivel (1-a)
le corresponde un valor del estadistico que lleva a no rechazar la hipotesis nula en la prueba

bilateral de nivel o.. Por otro lado si Ly no pertenece al intervalo de confianza, el estadistico de
contraste caera en la zona de rechazo.

En conclusion para poder utilizar la relacion entre una prueba de hipdtesis y un
intervalo de confianza se deben verificar las siguientes condiciones:

e La prueba debe ser bilateral, esto es H;: |1 # Lo

¢ El nivel de confianza del intervalo debe ser el complemento del nivel de significacion de la
prueba.

Resultados analogos son validos para todos las pruebas presentadas y los intervalos
de confianza correspondientes.

7.8 Comentarios finales

Para finalizar es conveniente realizar una reflexion a cerca de las suposiciones sobre
las cuales se han construido los intervalos de confianza y las diferentes pruebas de hipétesis.
En este punto es claro que los procedimientos estadisticos de inferencia proporcionan un
camino objetivo y veraz para conocer caracteristicas poblacionales en base a la informacion
dada por muestras aleatorias. Estos procedimientos en general son validos si la variable en
estudio tiene distribucion Normal (o aproximadamente Normal). Los enfoques fortuitos y
casuales para la aplicacion de los métodos estadisticos, sin una comprension de sus
suposiciones y de las posibles consecuencias si éstas no se satisfacen, muchas veces llevan a
una mala interpretacion y a conclusiones erroneas.

Como ya se ha visto la distribuciéon t de Student juega un papel muy importante para
formular inferencias con respecto a las medias, en forma especial en muestras de tamafio
pequefo. La distribucion t de Student se basa en la suposicién de que el muestreo se realiza
sobre una distribucién normal, pero si esto no fuera asi, el uso de esta distribucion es incorrecto
(la region critica determinada para un o dado, resulta de probabilidad diferente que el valor
especificado).

Otro punto importante es que la inferencia se basa en el hecho que se utilizan muestras
aleatorias, es decir observaciones provenientes de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas. Si esta suposicion no se verifica, es probable que, cualquier
inferencia estadistica que se realice sea errénea sin importar el tamafio de la muestra.
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Ejercicios de Aplicacion

1.

a)

Se sospecha que una maquina embotelladora de leche no funciona adecuadamente. El
volumen promedio de leche de las botellas debe ser de 970 cm’. Se supone que el
desvio estandar de la variable “volumen” asume un valor de 20 cm®.

¢, Cual es el objetivo del estudio?. En el marco de la teoria de las pruebas de hipotesis,
¢,como plantearia este objetivo?.

b) Para las hipotesis planteadas en el inciso anterior, qué estadistico de contraste se

c)
d)

e)

b)

b)

debe usar?.
Hallar la zona de rechazo para un nivel de significacion de 0.05.

Para poder tomar una decisién respecto a las hipétesis planteadas se tomaron al azar 9
botellas, encontrandose una media de 977 cm®. ¢Hay evidencia estadistica para
concluir que la maquina funciona mal?.

¢, Cual seria la conclusiénssi se hubiesen tomado 49 botellas obteniendo también un
volumen medio de 977 cm™?

Se sabe que ciertas ratas con una alimentaciéon habitual tiene una ganancia de peso
medio de 65 gr. durante los tres primeros meses de vida. Para probar el efecto de una
nueva dieta, se alimentaron 30 ratas desde el nacimiento hasta la edad de tres meses,
encontrandose un aumento medio de peso de 70.75 gr. y una varianza de 10 gr.”. ¢,
Hay evidencias estadisticamente significativas para sostener, al nivel del 1%, que la
nueva dieta aumenta la ganancia de peso promedio?.

Un establecimiento dedicado a la elaboracién de alimentos balanceados afirma que su
producto en aves de una cierta raza y de un mes de vida produce un aumento medio
de peso mayor a 100 gr. por semana.

¢, Cuales son las hipoétesis a contrastar?. Estadisticamente e interpretarlas en términos
del problema.

Para tomar una decisién sobre las hipotesis planteadas se eligieron al azar 16 aves de
esa raza y se les suministro el alimento balanceado durante una semana, obteniéndose

con estos datos un valor de £c=2.13. Realizar el analisis correspondiente y establecer
conclusiones usando el valor p.

Para cada una de las siguientes situaciones plantear las hipétesis a contrastar y, de
acuerdo al valor p obtenido en base a una muestra de la poblacién en estudio,
responder a las preguntas que se formulan:

Investigaciones anteriores han determinado que la duracion media de sobrevida de los
pacientes afectados por cierta enfermedad es de 3.4 meses. Un investigador afirma
que una nueva droga prolonga la vida de estos pacientes. Para p=0.006, ¢qué se
puede afirmar sobre el efecto de la nueva droga?.

Un inspector del Instituto Nacional de Tecnologia Agropecuaria sospecha que el
contenido medio de semillas de un cierto producto agricola es inferior al indicado en la
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a)

b)

etiqueta (que es de 45 gr.). Si el valor p=0.075, ¢sancionara el inspector al
establecimiento que fabrica y envasa dicho producto?.

En una investigacion se midio el tiempo de reaccién en segundos a un estimulo a un
grupo de animales de cierta raza. Se afirma que el tiempo medio de reaccion es inferior
a los 50 segundos. Para un valor p=0.32, sa qué conclusion se llega respecto del
tiempo de reaccién promedio?

Un veterinario desea estudiar el efecto de un antiparasitario en cerdas después de la
paricion. Para ello selecciona 25 cerdas afectadas, las trata con dicho medicamento y
les mide el tiempo de recuperacion en dias encontrandose un tiempo de recuperacion
promedio de 2.33 dias y un desvio estandar de 1.2 dias. Dicho profesional sostiene
que si el tiempo medio de recuperacién es inferior a los 3 dias es posible considerar
que el medicamento produce el efecto esperado.

¢ Produce el antiparasitario el efecto esperado con una probabilidad maxima de error de
tipo uno de 0.1 2.

Se quieren contrastar las hipotesis Hy: u=pq versus Hy: p#ug , donde p representa la
media de una variable, X, con distribuciéon normal. Se obtiene una muestra de n valores
de X, con una media de 299. En la figura que se presenta a continuacién se muestran

los valores de p para diferentes valores de p,, manteniendo siempre fijo X . Discutir el
comportamiento del valor p como funcion de .

T T T T
Foa JaxL S SoE 08 S

valoms propoestos eo Ho

Se extraen varias muestras de una poblacion, suponga que la media muestral es 299
en cada una de ellas. En la figura de abajo se muestran los diferentes valores de p
para contrastar las hipétesis Hy: u=305 versus H;: pu#305:

15 r

valarp

.08 r

T
ze sa 100 158 zo0 FLr
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e)

¢ Cual es el efecto de la varianza muestral sobre el valor p?.

Lotes de 9 abejas fueron alimentados en comederos con jarabes de, concentracion
C4=20% y C, =65% a una milla del panal. Al llegar al panal se les separa el saco de
miel determinandose la concentracion de liquido. En cada caso se midié la disminucién
de dicha concentracion en relacion con la del comedero, registrandose para la
concentracién C; una media de 0.49% y para la C, una media de 1.9%.

¢, Se puede sostener que fue mayor la disminucion en la concentracion C, , suponiendo
que los desvios estandares poblacionales son 1.09 % y 1.3 % para cada concentracion
respectivamente, para una maxima probabilidad de error de tipo | del 0.10 ?

En un establecimiento avicola se desea comparar los efectos de dos dietas sobre el
peso de pollitos de la misma raza y edad. Suponer que la variable peso tiene
distribucion Normal.

a) ¢Cual es la variable en estudio y a qué tipo corresponde?

b) ;Cuantas poblaciones estadisticas se generan y qué distribucién tiene la variable en
cada una de ellas?

c) ¢ Cuales son las hipétesis a contrastar?.
d) Para tomar una decision sobre las hipétesis planteadas se tomaron 18 pollitos al

azar, suministrandosele cada dieta a 9 pollitos y luego de cierto lapso de tiempo se
determind su peso (en gr.), arrojando los siguientes valores:

A 10 10 13 12 16 9 15 12 13
B 15 16 11 16 17 10 14 12 15

Usar los valores de p que se muestran en la siguiente tabla para responder

Prueba Valor p

Homogeneidad de Varianzas 0.8941
Igualdad de Medias (suponiendo varianzas iguales) 0.1345
Igualdad de Medias (suponiendo varianzas distintas) 0.1351

¢ Hay evidencia para sostener que las varianzas para ambas poblaciones son distintas?

¢ Existe diferencia entre los pesos medios para ambas poblaciones ?

Con el objetivo de comparar el contenido total de nitrégeno (en gramos por 100 cm3) en
plasma de ratas albinas normales en distintos momentos de vida, se seleccionaron 6
ratas de 37 dias y 6 de 180 dias y se determind el contenido de nitrdgeno obteniéndose
los siguientes valores:

Tratamieno
37 dias 0.98 0.83 0.99 0.86 0.90 0.91
180 dias 1.20 1.18 1.33 1.21 1.2 1.07

Utilizando los resultados de la tabla dada a continuacion, ;hay evidencia
estadisticamente significativa para afirmar que los contenidos medios totales de
nitrégeno a los 37 dias y a los 180 dias son diferentes?.
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10.

11.

Prueba Valor p

Homogeneidad de Varianzas 0.5786
Igualdad de Medias (suponiendo varianzas iguales) 0.0001
Igualdad de Medias (suponiendo varianzas distintas) 0.0001

En un experimento se desea determinar si el contenido de hemoglobina en la sangre
de perros cambia al aplicar un tratamiento con niacina. Para ello se tomaron 8 perros, y
se midio el contenido de hemoglobina antes y después del tratamiento, obteniéndose
las siguientes mediciones:

Trat. / Perro 1 2 3 4 5 6 4 8
Antes 126 126 137 111 113 122 10 11
Después 104 115 136 120 193 8.8 94 107

¢ Modifica el tratamiento el contenido medio de hemoglobina?

Dos raciones alimenticias van a compararse con respecto a su efecto en el incremento
de peso en cerdos. Para ello se seleccionaron pares de cerdos de la misma camada,
suministrandole a cada animal del par una racién diferente. Los incrementos de peso
se muestran a continuacion.

1 0.454 0.908 1.816 2.27 3.362
2 0.816 1.362 4.086 4.54 4.086

¢, Se puede afirmar (en sentido estadistico) que la racién 2 es mas efectiva que la
racion 17
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8 Introduccion al Analisis de la Varianza

Objetivo:

+ Conocer la técnica que permite comparar las medias de dos 0 mas poblaciones y sobre la
cual se basa el Disefio de Experimentos.
¢ Comprender la utilidad de la técnica cuando se desean comparar mas de dos medias.

8.1 Introduccion

En el Capitulo 7 se presenté la prueba para comparar las medias de dos poblaciones
normales (diferencias de medias). En muchas situaciones es necesario comparar mas de dos
medias. En estos casos no es conveniente efectuar todas las comparaciones posibles de las
medias tomadas de dos en dos, ya que al realizarlo de esta manera el nivel de significacion
verdadero no es el prefijado para la prueba, lo que puede llevar a conclusiones erréneas. Lo
adecuado es estudiar simultdneamente las diferencias entre las medias de todas las
poblaciones. Problemas como éstos se pueden resolver usando una importante técnica
estadistica conocida como Anélisis de la Varianza (ANOVA)', método que fue desarrollado por
R.A. Fisher.

Algunas situaciones en las que se desea comparar mas de dos medias son:
e Un veterinario desea comparar el efecto de tres dietas de engorde en pollos parrilleros.

e Un ingeniero agrénomo desea comparar el efecto de dos fertilizantes y un control, para una
cierta variedad de trigo.

¢ Un médico desea comparar el efecto de cuatro drogas para el dolor de cabeza.

Si bien el Analisis de la Varianza se puede considerar como una generalizacion de la
prueba de diferencias de medias, el mecanismo en si es muy distinto, pues la técnica de
ANOVA esta basada en la comparacion de varianzas y no de medias.

Al estudiar la variacién de un conjunto de datos cualesquiera, utilizando como medida
de dispersion la varianza, no se han tenido en cuenta las causas de dicha variaciéon. En
muchos casos la variabilidad total existente es el resultado de mas de una causa. La técnica de
Anédlisis de la Varianza consiste en descomponer la variabilidad total en una variacion atribuible
a causas conocidas (efectos producidos por distintas dietas, fertilizantes o drogas) cominmente
denominadas fratamienfos y en otra debida a causas desconocidas que no pueden ser
controladas por el experimentador y son atribuibles al azar. Esta tltima es considerada como la
variacion intrinseca a la unidad experimental.

' ANOVA: sigla en inglés para Analysis of Variance
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8.2 Analisis de la Varianza

A continuacién se presenta una aplicacion de esta técnica.
Ejemplo 1: Se desea determinar el efecto del estrés en ratas albinas. Para ello se midieron
diferentes variables, entre ellas la ingesta de agua (en ml.) bajo tres tratamientos diferentes:
Comida ad-libitum (Tratamiento 1), Comida restringida (Tratamiento 2) y Comida ad-libitum con

estrés (Tratamiento 3). El objetivo de esta experiencia es determinar si la ingesta promedio de
agua es diferente en ratas albinas sometidas a estos tres tratamientos

8.2.1 Modelo lineal

Cuando se esta en una situacién experimental como la del Ejemplo 1, la respuesta
puede ser descripta con el modelo de posicion

Xij = Wi T & i=1,2,....t; j=1,2,..,n
donde :

Xjj: ingesta de agua de la j-ésima rata sometida al i-ésimo tratamiento;

L: ingesta media de agua con el tratamiento i -ésimo;

&jj: componente del error aleatorio. Los &;; son variables aleatorias independientes distribuidas
normalmente, con media cero y varianza comun 02;

t: nimero de tratamientos;

n; : cantidad de unidades experimentales asignadas al tratamiento i.

Equivalentemente se puede utilizar el modelo de efectos
Xij = p+ 1+ g, i=1,2,...,t , =1,2,...,n

donde

: la ingesta media de agua.
t
1;: efecto no aleatorio del i-ésimo tratamiento. Con la restriccion 2.t; = 0.
i=1
Estos dos modelos son equivalentes porque L = 1 + T;.
Las hipotesis pueden escribirse usando el modelo de posicién como
Hopi=m=...= H;: al menos un y; diferente, i=1,2,...,t

y usando el modelo de efectos como

Hoti=t=..=1=0 H;: al menos un 7; diferente, i=1,2,...,t

8.2.2 Prueba de hipoétesis

Como el objetivo de esta experiencia es determinar si la ingesta promedio de agua es
diferente en ratas albinas sometidas a estos tres tratamientos. Esto puede ser planteado de la
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siguiente manera:
Ho: == H,: al menos un y; diferente, i=1,2,3
que se puede expresar:

Hy: La ingesta promedio de agua es la misma bajo los tres tratamientos.
H,: La ingesta promedio de agua es diferente para al menos uno de los tratamientos.

Algunos elementos importantes para realizar al analisis estadistico son:

Experimento Aleatorio: Seleccionar al azar 24 ratas, dividirlas (aleatoriamente) en tres grupos
de 8 ratas cada uno, para luego asignar un tratamiento aleatoriamente a cada una de los
grupos.

Unidad Experimental: Una rata albina de peso inicial 220 gr. de un determinado sexo y edad.

Poblacién de Unidades: Todas las ratas albinas de peso inicial 220 gr. de un determinado sexo
y edad.

Muestras de unidades: 24 ratas albinas seleccionadas aleatoriamente para el estudio.
Variable en estudio: Ingesta de agua
Poblacién estadistica: Se generan tres poblaciones estadisticas:

Poblacién estadistica 1: Todos los valores de ingesta de agua correspondientes a cada una de
las ratas que reciben el Tratamiento 1.

Poblacion estadistica 2: Todos los valores de ingesta de agua correspondientes a cada una de
las ratas que reciben el Tratamiento 2.

Poblacion estadistica 3: Todos los valores de ingesta de agua correspondientes a cada una de
las ratas que reciben el Tratamiento 3.

Graficamente:
P.E. 1
P.U.
X
/
Ratas
albinas PE.2
X
X ‘
P.E.3

Muestra Estadistica: Analogamente se tienen tres muestras estadisticas, cuyos valores se
indican en la Tabla 1.
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Tabla 1: Ingesta de agua (en ml.) de ratas albinas sometidas a tres tratamientos

Tratamiento 1 Tratamiento 2 Tratamiento 3

3.80 3.10 3.84

0.61 4.39 4.05

0.81 3.04 1.75

0.81 0.25 2.95

1.49 0.38 5.62

7.56 5.20 5.99

3.00 3.60 4.60

0.70 2.40 3.20
8

> X; 1878 22.45 32.00
=1

X;; 235 2.81 4.00

38
Total General X =3 > X;; =73.23 N =24

i=1j=1

Es importante destacar que este tipo de analisis permite el estudio de una sola variable,
medida en situaciones (tratamientos) diferentes, las cuales generan sendas poblaciones
estadisticas (una por cada tratamiento).

La técnica de Analisis de la Varianza consiste en descomponer a la variacion total en
una variacion debida al efecto de los tratamientos (variacion entre tratamientos) y una variacion
atribuida al azar (variacion dentro de tratamiento). A continuacion se muestra como obtener
esta descomposicion.

La variabilidad de un conjunto de datos respecto a su media se mide mediante la
varianza, la cual se puede pensar como el cociente entre /la suma de cuadrados de los desvios,
denominada en este contexto Suma de Cuadrados Total (SCr) y la cantidad de datos menos 1.
Simbdlicamente se tiene

3 8 = 3 8
>3 (x,-Xf >
2 il SCr = il . L
S* = = , donde X =——— es la media general, Xjj es la j-ésima
24 -1 24 -1 24

observacion en la i-ésima muestra y 24 es el niumero total de observaciones.

. 2 . .
Es importante tener en cuenta en este punto que S” es un estimador de la varianza

. 2 . L ey
poblacional G~, y sobre la base de este hecho se construyen estimadores para la variacién total,
la variacién entre tratamientos (muestras) y la variacion dentro de tratamiento.

El valor de la variacion total indica cuanto se apartan las observaciones Xij de la media

general X. Para esto, se considera al total de los datos (en este caso 24) como una sola
muestra, entonces esta variacion incluye tanto la producida por los tratamientos como la debida
al azar.

Para determinar la variacién entre tratamientos se toma un representante de cada
muestra X, y se considera como si hubiera una muestra de tres datos: X,,X,, X;. Luego,

esta variacion mide cuanto se apartan, en promedio, las medias de cada tratamiento de la
media general de los 24 datos.

El valor de la variaciéon dentro de tratamiento mide la variacion dentro de cada muestra,
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es decir, cuanto se aleja cada dato Xij de X,. Esta variacion recibe el nombre de error
experimental .

A continuacién se presentan las expresiones de estas tres fuentes de variabilidad, para

el caso general en el que se comparan t tratamientos, cada uno con n; unidades
experimentales (con i=1, 2,...,1).

La Variacion Total es

t n —\
SC; :EEI(XU_X)
N-1 N-1

la suma de cuadrados Total se puede dividir en dos sumandos, es decir

t n f— 2 t n; J— 2 t ng — 2
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
expresion que se obtiene operando algebraicamente luego de sumar y restar Xi . Los

sumandos de la expresion anterior son la Suma de cuadrados dentro de Tratamiento (SCe) y la
Suma de cuadrados entre Tratamientos (SC; ), respectivamente. Entonces:

< 2 t ni — fr—
SC,. = 2> (X, - X,) sctzzz(xi—x)2
i=1j=1 i=1 j=1
SCt=SCe + SC;
Para comparar la variabilidad entre tratamientos con la variabilidad dentro de

tratamiento se divide cada una de estas sumas por sus respectivos grados de libertad,
obteniendo los llamados Cuadrados Medios

n; —_—
. . ;(Xij —Xi)
Cuadrado Medio de Error = CMee= —%- =3 l
N-t ia  n;-1
t ng [ —
SC zlzl(X -XJ
Cuadrado Medio entre Tratamientos = CM; = . ; == 1

. . . . 2
Los cuadrados medios son dos estimadores de la varianza poblacional ¢~. Notar que
ambos son variables aleatorias independientes.

Si las medias de las poblaciones en realidad son diferentes, se espera que las medias
de las muestras difieran mucho una de otra. En ese caso habria mucha dispersion entre ellas y
por lo tanto el CM; seria un nimero grande con respecto al CM... Por otro lado si las medias
poblacionales son iguales (no hay efecto de tratamiento), se espera que las medias de las
muestras sean muy parecidas y la variacion existente entre ellas sé6lo se deba al azar; por lo
tanto el CM; estaria muy proximo al CM... De acuerdo a este razonamiento parece natural que
el cociente entre estos cuadrados medios permita determinar si hay efecto de tratamiento, o
equivalentemente si las medias poblacionales son distintas.

Por lo tanto el estadistico adecuado para esta prueba esta dado por el cociente entre
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los cuadrados medios y tiene una distribucion F-Fisher?
Sivale Hy, F ~ Fi.1 n. central

.= CM¢
Si no vale Hy, F ~ Fi_; n-¢ no central
En realidad el cuadrado medio entre tratamientos (CM,) estima a la varianza poblacional

mas el efecto de tratamientos (02+Ti) y el cuadrado medio dentro de tratamiento (CM,.) es un
estimador de la varianza poblacional (02) lo que permite reescribir el estadistico de contraste de

la siguiente manera /\
t

Si este cociente es:
e cercano a 1 no hay efecto de tratamiento, lo que llevaria a no rechazar Hy.
e mayor que 1 hay efecto de tratamiento, lo que llevaria a rechazar H.

e menor a 1, se deberia no rechazar Hy. En este caso, como el CM,. es un nimero grande
habria que repetir la experiencia pues esto podria indicar la existencia de variaciones no
controladas.

Hasta este punto se han planteado las hipétesis y el estadistico. A continuacién se
determina la zona de rechazo que, por las consideraciones realizadas acerca de los valores que
puede tomar el estadistico, tiene la forma Z=[a,+®). En general, la zona de rechazo y el nivel
de significacion tienen la siguiente forma:

0 a P
Gréfico 1: Nivel de significacion y zona de rechazo.

Para el Ejemplo considerado t=3, N=24, n=8 . Si se decide prefijar un nivel de

% Esto se debe a que los cuadrados medios son variables aleatorias independientes con distribucion x> y el cociente
de dos variables con distribuciones y > dividido sus grados de libertad tiene distribucion F de Fisher (Capitulo 5).
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significacion a=0.05, el valor critico obtenido de la Tabla F del Apéndice es F»110.05=3.47
entonces Z=[3.47,+0).

Antes de determinar el valor numérico del estadistico de contraste para el problema
planteado se muestran las férmulas de trabajo de las sumas de cuadrados total, entre
tratamientos y dentro de tratamientos.

Férmulas de Trabajo

tn & t n

i=l j=1 i=l j=1

t X2 X? n;
———— ,donde X; =2 Xj
i-=tn; N =l

SC, =

SCee = SCr = SC;

Para el problema planteado

2
) _BB) _gg3s

SC; =(3.8)” +(0.61)° +---+(3.2

2 2 2 2
SCt:(18.78) +(22.45) +(32) ~(73.23) 1164
8 8 8 24

SCee = 88.36 — 11.64=76.71

Esta informacion se resume en una tabla llamada “Tabla de Analisis de la Varianza” (Tabla
ANOVA).

Tabla 2: Tabla ANOVA para los datos del Ejemplo 1

Fuentes de Variacion g.l. S.C. C.M. F
Tratamiento 2 11.64 5.82 1.593
Error Experimental 21 76.71 3.65

Total 23 88.35

Como € ¢ Z no hay evidencias para rechazar Hy con probabilidad de error de tipo Il.

Conclusioén: no hay evidencias suficientes para decir que la ingesta de agua promedio de todas
las ratas fue diferente para alguna de las tres comidas (tratamientos).

Es usual expresar esta conclusion como no se detectan diferencias significativas entre
las tres comidas (que significa no haber rechazado Hy).

8.2.3 Pruebas a Posteriori

Si la decision hubiese sido rechazar la hipétesis nula, se podria concluir que /a ingesta
de agua promedio de todas las ratas fue diferente para alguna de las tres comidas o
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equivalentemente se expresa como hay diferencias significativas entre las tres comidas (que
significa haber rechazado Hy).

En esta ultima situacion interesa determinar cual o cuales son los tratamientos que
producen la diferencia. Para ello se puede recurrir a otras pruebas llamadas Pruebas a
Posteriori. Estas permiten realizar las comparaciones entre los tratamientos que intervienen en
la experiencia para detectar entre quienes esta la diferencia. Reciben la denominacion de “a
posteriori” porque se realizan después de rechazar la hipdtesis de que las medias de todos los
tratamientos son iguales.

Las mas usadas son las pruebas de Tukey, Dunnet, Scheffé, etc. Ellas pueden ser
consultadas en Steel, R.G.D. y Torrie, J.H. (1985).

Para el problema planteado, en caso de que la conclusion hubiese sido que alguna de
las ingestas medias de agua es diferente, las hipétesis correspondientes a la prueba de Tukey
son:

Ho: i =2 Hii i # o
Ho: i = p3 Hi: i # w3
Ho: 2 =13 Hi: o # p3

Otra forma de detectar cuales son los tratamientos que producen efectos diferentes es
usar intervalos de confianza para las diferencias de medias (L — W2), (11 — W3), (L2 — W3).

8.2.4 Supuestos para la validez del modelo

Para que las conclusiones obtenidas del analisis sean validas se requiere que se
cumplan ciertos supuestos, que se pueden resumir de la siguiente manera:

1. Las muestras deben obtenerse aleatoriamente de cada una de las t poblaciones de manera
independiente.

2. La variable en estudio debe tener distribucion Normal, X ~N(L,G;).
3. Las varianzas de las t poblaciones deben ser iguales, Gf = Gi =..= cf =c
(homogeneidad de varianzas).

La validez de un experimento depende del muestreo aleatorio y/o del proceso de
aleatorizacion. Para evitar tendencias en los resultados, es esencial que se considere que los
datos sean obtenidos de manera aleatoria e independiente de las poblaciones en estudio o que
las unidades experimentales sean asignadas aleatoriamente a los t niveles del tratamiento de
interés. La falta de Normalidad no afecta seriamente las conclusiones salvo cuando la
distribucion de la variable es muy asimétrica. La falta de homogeneidad de varianzas afecta el
nivel de significacion y por lo tanto las conclusiones del analisis.

Para verificar el cumplimiento de estos supuestos se pueden utilizar métodos graficos y
pruebas de hipétesis. Estos se realizan con un nuevo conjunto de datos el cual es obtenido
definiendo una nueva variable denominada residuo cuya expresion es:

&j = Xjj — X
donde :

Xij: es el valor obtenido experimentalmente.
X;: es el valor estimado por el modelo lineal.
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(1993).

Para mas detalles acerca de estos procedimientos se puede consultar Mead, R. et. al.

e
Ejercicios de Aplicacion:

1.

Con el objetivo de comparar dos dietas de engorde con distintos agregados de levadura
(0.6 % y 0.9%) con un testigo sin levadura, se seleccionaron 90 pollos parrilleros
machos de 20 dias de vida los cuales fueron divididos en tres grupos de 30 y a cada
grupo se le asignaron las dietas. Al cabo de cierto tiempo se midié la ganancia de peso
para cada pollo, obteniéndose los siguientes valores de ganancia media para cada
grupo:

Tratamiento Media \
Levadura al 0.9% 2055.17
Levadura al 0.6% 1952.83
Testigo 1892.17

a) Especificar:
i) la variable en estudio,
i) 1a cantidad de poblaciones estadisticas en estudio,
iii) 1as hipotesis a contrastar.

b) A partir de la siguiente tabla ANOVA extraer conclusiones:

Fuente de @ Grados de Suma de Cuadrado Valor F Valor p
Variaciéon Libertad Cuadrado Medio
Tratamiento 2 407215.5556 | 203607.7778 | 17.17 | 0.0001
Error 87 1031892.5000 | 11860.8333
Total 89 1439108.0556

¢) A partir del siguiente grafico comentar cuales poblaciones “posiblemente” presentan
diferentes medias (recordar que se esta trabajando con muestras):

2080

2040

2000

1960

Ganancia de Peso

1920

1880
Lev0.6% Lev0.9% Testigo

Tratamientos

Grafico de Medias para la variable ganancia de peso

d) La siguiente tabla contiene el valor absoluto de las diferencias de las medias para
cada par de tratamientos. El asterisco indica diferencia significativa detectada por la
prueba a posteriori de Tukey para un nivel de significacion del 5%. Extraer
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conclusiones respecto de las medias poblacionales y cotejar con la primera
inspeccion efectuada en el inciso anterior:
Tabla correspondiente al analisis a posteriori de Tukey (0=0.05)

Tratamiento | Testigo Levadura al 0.9%
Tratamiento
Levadura al 0.6% 60.66 102.34*
Levadura al 0.9% 163*

Suponga que la experiencia descripta en el ejercicio anterior se hubiese realizado de la
siguiente forma: se seleccionan lo 90 pollos parrilleros y se los divide en 15 corrales de
6 aves cada uno, utilizandose 5 corrales por dieta. En cada corral se mide la variable
conversion por corral. Se muestra a continuacion la tabla de medias correspondientes:

Tratamiento Media

Levadura al 0.9% 2.2880
Levadura al 0.6% 2.4080
Testigo 2.5160

a) Especificar la unidad experimental y las hipdtesis a contrastar.
b) Completar la tabla de analisis de la varianza y extraer conclusiones.

Tabla ANOVA para la variable Conversion

Fuente de

Variacion

Tratamiento

Grados de

Libertad

Suma de
Cuadrado

0.13008000

Cuadrado Valor F Valor p
Medio

Error

0.02868000

Total

0.15876000

¢) Concluir a partir de la tabla para el analisis a posteriori de Tukey, respecto de las
medias poblacionales.

Tabla correspondiente al analisis a posteriori de Tukey (0¢=0.05)

Tratamiento Testigo Levadura al 0.9%
Tratamiento
Levadura al 0.6% 0.108* 0.12*
Levadura al 0.9% 0.228*

En un estudio se desea comparar el efecto de tres métodos distintos de congelacion de
semen porcino para la variable motilidad espermatica. La experiencia se realizé de la
siguiente manera: cada eyaculado de un cerdo fue dividido en tres partes y cada una de
ella fue sometida a un método de congelacion: Macropajuela, Micropajuela y Pastilla.
Completar la tabla anova que se presenta a continuacion y establecer conclusiones

Grados de Suma de

Fuente de Cuadrado Valor F Valor p

Variacion

Libertad

Cuadrado

Medio

Tratamiento 10891.85
Error 17343.85
Total 119 28235.70

Tabla correspondiente al analisis a posteriori de Tukey (a=0.05)

Tratamiento m M
Tratamiento
P 21.125* 19.15*
M 1.975
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9 Correlacion y Regresion Lineal

Objetivos:

+ Distinguir entre un analisis de Regresion Lineal y uno de Correlacién Lineal.
+ Interpretar la informacioén obtenida en cada analisis.

9.1 Introduccioén

En capitulos anteriores se ha trabajado con situaciones que involucran la medicién de
una Unica variable sobre cada unidad experimental. Sin embargo, existen una gran variedad de
problemas que requieren la consideracién simultanea de dos o mas variables y el objetivo es
estudiar la relacién que existe entre ellas. En consecuencia, es necesario estudiar técnicas para
analizar problemas de este tipo.

Estas nuevas situaciones llevan a introducir los conceptos de Correlacién y Regresion
Lineal. Las aplicaciones de estas técnicas son numerosas y se dan en casi todas las ciencias
incluyendo ciencias biolédgicas, ingenieria, fisica, economia y ciencias sociales entre otras.

En este texto solo se trata el caso de Correlacion Lineal Simple y Regresion Lineal

Simple es decir, cuando se tienen dos variables (denotadas por X e Y) medidas sobre cada
unidad experimental y la relacion subyacente entre ambas es de tipo lineal.

A continuaciéon se muestran algunas situaciones en las cuales el interés es estudiar la
relacion entre las variables analizadas:

e Un médico desea saber si hay relacion lineal entre la presién sanguinea y el nivel de
colesterol.

e Un veterinario desea saber si hay relacion lineal entre el peso de ciertos animales y su
altura.

e Un agrénomo desea predecir el rendimiento de cierta especie en base al contenido de
nitrégeno del suelo.

e Un bidlogo desea predecir el peso del higado de ciertos animales en funcion del peso
corporal.

No siempre es claro que tipo de analisis estadistico se debe hacer en situaciones como
las planteadas anteriormente por la estrecha relacion matematica entre los dos métodos de
analisis, pudiéndose pasar facilmente de uno al otro. Este texto trata de realizar una
presentacion clara que permita distinguir estos dos conceptos.

9.2 Correlacién Lineal Simple

Se llama Correlaciéon a la interrelacion que existe entre dos variables aleatorias
cuantitativas continuas, medidas sobre cada unidad experimental de una misma poblacion.
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El estudio de Correlacion Lineal Simple tiene como objetivo determinar si dos variables
estan relacionadas o no. Por ejemplo, si a los aumentos de presiéon sanguinea corresponden
aumentos en el nivel de colesterol: en este caso, se dice que hay asociacién lineal entre las
variables "presion sanguinea" y "nivel de colesterol".

Con la correlacion puede investigarse si dos variables X e Y son independientes o si
covarian, esto es, si varian conjuntamente. Ninguna de estas variables esta restringida por el
experimentador, o sea que, sobre cada unidad experimental se miden las dos variables'
(ambas son variables aleatorias).

En el Problema 1.5 se plantea la siguiente situacion “Un grupo de investigadores

sospecha que hay relacion lineal entre el peso y el volumen sanguineo de cabras de una cierta
raza”. Los datos, ya presentados en aquel problema, son:

X: Peso (kg.) 34 28 19 41 21 20 21 39 37 23 17 48

Y: Volumen (cm®) 23 21 11 28 15 16 14 24 25 15 11 35

En el Grafico 7 del Capitulo 1 se presentd el Diagrama de Dispersion; de acuerdo al
comportamiento de la nube de puntos, se puede pensar que hay asociacion lineal positiva entre
las variables (como se mencionara en aquel capitulo). Otras formas de asociacion se
presentaron en el Grafico 8.

La representacion grafica sirve sélo para dar una idea general de la asociacion
existente entre las variables, pero no alcanza para dar una medida cuantitativa de dicha
asociacion. Una de estas medidas es el coeficiente de correlacion lineal poblacional. Un
estimador de éste fue presentado en la Seccion 2.5 (Capitulo 2). A continuacion se describe el
parametro poblacional correspondiente.

9.2.1 Medida de la Correlacion - Coeficiente de Correlacion Lineal
Una medida del grado de asociacion lineal entre dos variables es la covarianza.

Definicion 1: Sean X e Y dos variables aleatorias con distribucion normal con E(X)=px,

Var(X)= Gi y E(Y)=py, Var(Y)= G% . La covarianza entre las variables X e Y es

Cov(X,Y)=E[(X-E(X)(Y-E(Y)]=oxy

El inconveniente de esta medida es que su magnitud depende de las unidades
empleadas para medir las variables. Por esta razén es necesario estandarizar la covarianza
para disponer de una buena medida del ajuste. Esto se obtiene con el coeficiente de correlacion
lineal.

Definicion 2: Sean X e Y dos variables aleatorias con distribucion normal con E(X)=px
Var(X)= Gi y E(Y)=py, Var(Y)= G% .El coeficiente de correlacion lineal es

COV(X,Y) _ Oxy

E(X-EX)PE(Y-E(Y)?]?  oxov

! Notar que (X,Y) son variables aleatorias bidimensionales.
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Este coeficiente es independiente de las unidades de medida, es decir es una cantidad
absoluta, sin dimensién.

9.2.1.1 Caracteristicas del Coeficiente de Correlacion
1. Los valores posibles del coeficiente estan en el intervalo [-1,1] o seaque —1 <p <1.
2. Cuando el coeficiente toma valores en el intervalo (0,1], indica correlacion directa o positiva.

3. Cuando el coeficiente toma valores en el intervalo [—1,0), indica correlacion indirecta o
negativa.

4. Cuando el coeficiente toma valor cero indica ausencia de correlacion.

Cuanto mas cerca estd p de 1 o de —1 mayor es el grado de asociacion entre las
variables. El coeficiente p es un parametro poblacional y por tanto es un valor constante pero

desconocido. Su estimador r, en cambio, es una variable aleatoria dado que depende de los
valores muestrales. Una expresion equivalente a la dada en el Capitulo 2 es

$x, - X, -7)

i=1

$x-XPE -]

i=1 i=1

r=

Para el calculo se puede utilizar la siguiente formula de trabajo:

iXiYi _l in in
i=1 n i=] i=1

n o 1/2 0 o 1/2
(zxf—nxzj (sz—nYzj

i=1 i=1

El coeficiente de correlacién lineal se denomina “correlacion producto-momento de Pearson”.
Para el problema

12 12 —
n=12 ¥X, =348 YX?>=11276 X=29
i=l1

i=1

12 12 5 — 12
YY, =238 YY2=5324 Y=198 Y XY, =7729

i=1 i=1 i=1

772.9 —i348 «23.8
12

=0.98

/2

- 1127612+ (20 )+ [53.24 12+ (9837 |

Este valor es una medida descriptiva para esta muestra particular. Como se puede

observar es un valor cercano a 1, lo que indicaria que en esta muestra hay alta correlacion
positiva. Para poder decidir lo que ocurre en la poblacion se debe realizar una prueba de
hipotesis.
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9.2.2 Prueba de Significaciéon para el Coeficiente de Correlaciéon
En general se plantean las siguientes hipotesis:

1.Ho:p=0 Hi:p#0

las cuales indican

Ho: No hay asociacién lineal entre las variables X e Y.
H;: Hay asociacion lineal entre las variables X e Y.

2. El estadistico es

Si vale Hy, € ~ t,» central.

Si no vale Hy, € ~ t,. no central.

De acuerdo a la hipotesis alternativa la zona de rechazo tiene la forma
7=(—oo,—a]U[a,to0) y se completa la prueba de la manera usual.

Si las variables X e Y tienen distribucion Normal, probar que éstas son independientes

equivale a probar que el coeficiente de correlacion p es igual a cero. Como esta prueba se
realiza bajo el supuesto de normalidad se esta probando independencia entre las variables.

A continuacion se realiza la prueba de hipotesis para el caso particular del problema
planteado.

1.Ho:p=0 Hi:p#0
las cuales indican

Hy: No hay asociacion lineal entre el peso y el volumen sanguineo de las cabras.
H;: Hay asociacion lineal entre el peso y el volumen sanguineo de las cabras.

2. El estadistico es

Si vale Hy, € ~ tjo central.

Si no vale Hy, € ~ t1¢ no central .

3. Si se fija un nivel de significacion a=0.05, el valor critico es a=t;¢ .975=2.23 (ver Tabla D del
Apéndice) luego la zona de rechazo es Z=(—,-2.23]U[2.23,+x).

4. El estadistico de contraste calculado es

g.= 0% 1 5-15s7
1-(0.98)
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En el siguiente grafico se indica la zona de rechazo y el nivel de significacion.

0.025 0025

223 o 223
Grafico 1: Nivel de significacion y zona de rechazo
para el Problema 1.5

5. Como &.=15.57 pertenece a la zona de rechazo, la decision es que se rechaza la hipotesis
nula con probabilidad de cometer error de tipo | de 0.05.

6. Conclusién: hay asociacioén lineal entre el peso y volumen sanguineo de las cabras.

9.3 Regresion Lineal Simple

A veces, cuando se posee informacion acerca de dos variables cuantitativas, es natural
desear expresar una relacion funcional entre ellas. El andlisis de Regresién es una técnica para
investigar y modelar la relacion entre variables. En este contexto se estudia la relacion entre
una variable aleatoria o no controlada (Y) y una variable no aleatoria o controlada por el
investigador (X). El objetivo que sera abordado en este texto es el de realizar predicciones, es
decir estimar el valor de la variable Y para un valor dado de la variable X. Para realizar este
analisis se supone que la relacion entre las variables es lineal.

Para desarrollar este tema se plantea el siguiente

Ejemplo 1: A partir de cierto estudio se sabe que la relacién entre la presidon sanguinea en
animales y la dosis de cierta droga es lineal. Se desea predecir la presion para determinadas
dosis de la droga. Para ello se consideraron animales de la misma especie, peso y edad a los
que se les aplica la droga en diferentes dosis prefijadas por el experimentador y luego se les
midi6 la presién. Los datos se muestran a continuacion:

Tabla 2: Dosis de droga y presion sanguinea de animales

Dosis de droga (ug) 2 4 6 8 10

Presion Sanguinea (mm. Hg) 40 75 100 150 180
42 82 120 130 175
50 88 110 155 181
57

En primer lugar se realiza un diagrama de dispersion.
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Grafico 2: Diagrama de dispersion de presidén sanguinea y
dosis de droga

El diagrama muestra que los datos estan (aproximadamente) sobre una linea.

9.3.1 Modelo Lineal

La relacion lineal entre las variables X e Y puede expresarse usando el modelo de
regresion lineal simple poblacional

Y= OL+BX1+81 (9.1)

donde
o: ordenada al origen; B: pendiente; &;: componente del error aleatorio.

Los parametros del modelo son o y B (constantes desconocidas). Como no todos los
puntos caen exactamente sobre la recta, se incluye en el modelo el término correspondiente al

error aleatorio que es una variable aleatoria con distribucion normal con media 0 y varianza &”.

Por lo tanto las Y; son variables aleatorias independientes con distribuciéon normal con
. .2

esperanza o+ X; y varianza comun ¢”.(Meyer, P. 1992).

9.3.2 Estimacion de los parametros

Como el modelo (9.1) es poblacional, el primer objetivo es estimar los parametros. Para
ello se debe realizar un experimento y asi generar los datos muestrales, en base a los cuales se

obtienen los estimadores de o y 3 (denotados por a y b, respectivamente). Luego la recta
estimada es

Los estimadores a y b se denominan estimadores de minimos cuadrados, dado que
ellos se obtienen a través del Método de Minimos Cuadrados. Este consiste en minimizar las

diferencias entre el valor observado Y; y el valor estimado Y;, denominadas residuos
(denotados €;). Geométricamente esto se puede observar en el Grafico 3, en el cual se
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muestran los valores observados (experimentales) y los valores estimados, que estan sobre la
recta.

Gréfico 3: Valores observados (Y;) y valores estimados ( Ai)

Minimizando la siguiente expresion

se obtienen las férmulas de los estimadores a y b, las cuales son

n 1n n
b= i=l ) ni:1_21:1 y a:?—bX
Y X.?—nX
i=1

A

Como a y b son estimadores minimos cuadrados la recta estimada (Y; =a+bX;) pasa
por el centro de la nube de puntos, y la distancia entre los valores obtenidos experimentalmente
(Y;) y aquellos estimados por esta recta (S?i) es minima. De esta manera se ha construido la
recta que tiene la menor distancia con todos los puntos.

El estimador a (por ser la ordenada al origen), indica el punto en que la recta corta al
eje de las ordenadas, en tanto que b (por ser la pendiente de la recta) indica el cambio
producido en Y al cambiar en una unidad la X.

Para el Ejemplo 1 se tiene

16 16, —
n=16 > X, =92 > X =664 X =575

i=1 i=1

16 16 — 16
SY,=1735 Y Y?=224917 Y =10844 Y XY, =12178

i=1 i=1 i=1
a partir de los cuales los valores de ay b son

12178—i.92.1735
16

b= ;- =1631 a=108.44-5.75¢16.31=14.66
664 —16+(5.75)
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luego la recta estimada que resulta es:

A

Y, =14.66+16.31X;

En este caso el estimador b=16.31 mm. Hg/ug indica que /a presion aumenta 16.31
mm. Hg al aumentar en un ug la dosis de droga. Mientras que a=14.66 mm. Hg indica que
cuando el animal no recibe droga (X=0) la presién sanguinea es 14.66 mm. Hg.

El grafico de ajuste del modelo consiste en bosquejar simultaneamente el diagrama de
dispersion de los datos y la recta de regresion estimada. Si los puntos del diagrama estan
cercanos a la recta hay indicios de que el modelo es adecuado. El analisis no es taxativo ya que
es necesario completar con otras técnicas de diagnéstico, que no seran presentadas en este
texto (Montgomery, D. y Peck, E. 1982).

Para el Ejemplo 1, el Grafico 4 es un indicio de que el modelo puede ser el adecuado.
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Grafico 4: Grafico de ajuste del modelo para
los datos del Ejemplo 1.

9.3.3 Distribucioén de los Estimadores ay b

Si Y1,Y,,...,Y, son variables aleatorias independientes con distribucién normal con

media o+B X y varianza o” se puede demostrar que los estimadores a y b (que son variables
aleatorias) tienen asociada las siguientes distribuciones de probabilidades.

(¢

VS

2
(Xi —X) (Montgomery, D. y Peck, E.1982)

b~ N| B, a~N|a,0,]—+—

donde S,, =

T

1

La recta estimada es obtenida a partir de la informacién de los datos experimentales,
luego expresa lo que ocurre en la muestra, es decir la recta estimada es meramente
descriptiva. En caso que se desee obtener conclusiones sobre la poblacion para predecir
valores de la variable Y para determinados valores de la variable X se deben realizar pruebas
de hipotesis.
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9.3.4 Pruebas de Significaciéon de los Parametros

9.3.4.1 Prueba de Significacion de la Regresion

Se realiza en primer lugar una prueba para el pardmetro f3, la cual es llamada Prueba
de Significacion de la Regresion.

Las hipotesis a probar son:
I{O:B =0 H;i: B =0
que indican

Hy: La variable X no explica linealmente a la variable Y.
H;: La variable X explica linealmente a la variable Y.

Lo planteado en la hipotesis nula indica que la recta poblacional tiene pendiente cero (o
sea es una recta horizontal) lo cual se interpreta como que cualquiera sea la variacién en X, Y
permanece constante. La estimacion estda dadapor a =Y .

Para contrastar estas hipétesis se define el siguiente estadistico

i vale Hy, € ~ t,-» central.
n
2 o2
g = =l
SC
i no vale Hy, € ~ t,» no central

YY. -aYY, -bY XY,

i+
i=1 i=1 i=1

donde s, =

La zona de rechazo es Z=(—0,—a]U[a,+ ) donde a=t, > |/ (de la Tabla D del Apéndice).
Si se rechaza Hj la variable X explica linealmente a la variable Y.

En caso de no rechazar Hy no significa necesariamente que las variables X e Y no
estan relacionadas linealmente. El hecho de no poder mostrar estadisticamente que la
pendiente es distinta de cero, puede deberse a una gran variabilidad en los datos producida

por el proceso de medicion de los mismos o a porque el rango de los valores de la variable X

no es el apropiado. Para concluir que 3=0 se requiere una gran variedad de evidencia no
estadistica y conocimiento del problema.
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En muchas situaciones practicas la variable aleatoria Y es explicada linealmente por mas de
una variable controlada. Cuando esto sucede, se dice que el modelo adecuado es un modelo
de Regresion Lineal Mdultiple. El analisis que se realiza es analogo al presentado, pero un tanto
mas complejo (Montgomery, D. y Peck, E.1982)

Los resultados de la prueba son validos si la variable aleatoria Y tiene distribucion
normal y el modelo (9.1) es el adecuado.

Retomando el Ejemplo 1, se tiene
1. Ho: =0 Hi: =0
que indican
Hy: La dosis de droga no explica linealmente a la presion sanguinea
H;: La dosis de droga explica linealmente a la presién sanguinea
2. En base a los datos, £.=24.052.

3. Si el nivel de significacion elegido es 0=0.05 el valor de critico es a = tj4.0.975=2.14, luego
Z = (—00;—2.14]U[2.14;+0). Graficamente

0.025 0.025

!
-2.14 < 2.4

Gréfico 5: Nivel de significacion y zona de rechazo

4. Como el estadistico contraste 24.052 pertenece a la zona de rechazo Z, la decision es
rechazar la hipétesis nula con probabilidad de cometer error de tipo | de 0.05.

5. La conclusion es: la dosis de la droga explica linealmente a la presion sanguinea.
Si el estadistico de contraste no perteneciera a la zona de rechazo, la decisién seria no
rechazar la hipétesis nula con probabilidad de cometer error de tipo I, en cuyo caso la

conclusién seria: no hay evidencias de que la dosis de la droga explique linealmente a la
presion sanguinea.

9.3.4.2 Prueba de Significacion de la Ordenada al Origen

Esta prueba deberia realizarse sélo cuando la regresion es significativa, o sea cuando
se rechaza la hipétesis nula en la prueba anterior.

Las hipotesis son

1. Hp:0=0 Hi:00
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que indican

Hy: La recta pasa por el origen.
H;: La recta no pasa por el origen.

Para contrastar estas hipétesis se define el siguiente estadistico

Si vale Hy, e~t.» central.

=2

! i(Xi _)_4)2
i=1

Si no vale Hy, e~t,.» no central.
y donde S, esta definido como antes.

La zona de rechazo es Z=(—oo;—a]U[a;+o0), que se determina de la forma
acostumbrada.

Si se rechaza Hy, se puede afirmar que la recta no pasa por el origen.

En caso de no rechazar Hy, se dice que no hay evidencia para afirmar que recta no

pasa por el origen. Esto dice que podria establecerse entre las variables X e Y un modelo sin
ordenada como el siguiente

Y=BX

con lo cual se deberia comenzar de nuevo el analisis con este modelo en vez del propuesto en
(9.1). Cabe sefialar que este modelo plantea que al valor 0 de la variable X corresponde el
valor O de la variable Y, lo cual deberia tener sentido en el contexto del problema.

Para el Ejemplo 1 la prueba de significacion de la ordenada al origen es:
1. Hp:0=0 Hi:0-0
que indican

Hy: La recta pasa por el origen.
H,: La recta no pasa por el origen.

2. En base a los datos g.= 3.356.

3. Si a=0.05, el valor de critco es a= tj4.0975=2.14 (Tabla D del Apéndice). Luego
7=(—00;—2.14]U[2.14;+00). Esta zona coincide con la presentada en el Gréfico 5.

4. Como el estadistico de contraste pertenece a la zona de rechazo, la decisiéon es rechazar la
hipotesis nula con probabilidad de cometer error de tipo | de 0.05.

5. La conclusion es: la recta no pasa por el origen.
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9.3.5 Utilidad de la recta de regresion estimada

La recta de regresion estimada se puede utilizar para predecir el valor de Y para un X

determinado, por ejemplo para X,. Para que esta prediccion sea posible se deben verificar las
siguientes condiciones

e Se debe rechazar Hy en las pruebas de significacion de la regresion y de la ordenada al
origen.

e El valor de X=X debe estar entre los valores minimo y maximo, esto es Xin<Xo<Xmax-

La segunda condicion expresa que la relacién establecida por la recta es valida solo en
el rango de los X considerados. Fuera de este rango la relacion entre las variables puede no
ser la propuesta en (9.1).

Para el Ejemplo 1 se desea estimar la presion sanguinea para una dosis de droga de 7
ug. Dado que se rechazd Hy en ambas pruebas de hipétesis y que X(=7 esta entre el valor
minimo y maximo, reemplazando en la recta estimada se obtiene el valor deseado, que indica
que para una dosis de 7 ug se estima una presiéon de 128.83 mm. Hg.

9.3.6 Coeficiente de Determinacion

El valor
n n 1 n n
b(zzxm—zxiznj
R = i=1j=1 Ni=l j=l

inz —nY?

J=

es llamado coeficiente de determinacién e indica la proporcion de variacion de Y explicada por
la variable regresora X.

Para el Ejemplo 1, R?=0.976 el cual indica que 97.6% de las variaciones producidas en
la presion sanguinea estan explicadas por la dosis de droga.

9.4 Consideraciones finales para el uso de la Correlaciéon y la Regresion

1. Para poder realizar inferencias, tanto en el Analisis de Regresion como en el de
Correlacion, se debe verificar el cumplimiento de ciertos supuestos (Montgomery, D. y
Peck, E.1982)

2. Cuando se realiza el Analisis de Correlaciéon Lineal Simple se supone (por razones no
estadisticas) que tiene sentido asociar linealmente las variables, aunque el objetivo no es
encontrar la forma de esa relacion.

3. Cuando se realiza un Analisis de Regresion Lineal Simple las conclusiones de las pruebas
de significacion de los parametros son validas si el modelo (9.1) es el mas adecuado para
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describir la relacion entre las variables X e Y. Para determinar si tal modelo es el adecuado
se debe realizar un anadlisis que no esta al alcance de este libro (Montgomery, D. y Peck,
E.1982). En los ejercicios de aplicacion se muestran algunas técnicas de diagnodstico
sencillas.

La utilizacion de una u otra técnica depende fundamentalmente del objetivo del
investigador. Una vez elegida, la misma técnica condiciona la manera de realizar la
experiencia para que sean validos los resultados provistos por ella. Si se realiza un Analisis
de Correlacion, para llevar a cabo la experiencia se miden (sobre cada unidad
experimental) las dos variables de interés; en cambio, cuando se lleva a cabo un analisis de
Regresion, sobre cada unidad experimental se mide una de las variables (Y) habiendo

fijado de antemano los valores de la otra variable (X).

Para completar la informacion provista por ambos analisis, se podrian construir intervalos
de confianza para los parametros respectivos aunque no seran mostrados en este texto.

Ejercicios de Aplicacion

1.

Para estudiar si el volumen de plasma (X) y la albumina circulante (Y) estan asociados
linealmente se seleccionaron al azar 58 varones, a los que se les midieron las dos
variables.

a) Discutir la presencia o ausencia de asociacion lineal que podria sugerir el siguiente
diagrama de dispersion para los datos de volumen y albumina.
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S @
o® oo
o o
o® ©
- © o @ o [
14 o °
o
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T | T | T
6.5 7 7.5 8 8.5

albumina

b) Enunciar las hipétesis correspondientes a la prueba de correlacion.

c) El valor de r para los datos de este problema es 0.9509,  Concuerda este valor con
las observaciones que ha realizado en el inciso a)?

d) El valor p para la prueba de hipétesis de correlacion es cero. Extraer conclusiones
respecto del problema en cuestién.

En cierta investigacion forestal se ha planteado como objetivo estudiar la posible
asociacion lineal entre el crecimiento en altura de los arboles y el aumento de su
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diametro, seleccionandose para tal fin 9 arboles al azar a los que se les midieron ambas
variables. Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Diametro (metros) 0.2 04 05 05 06 065 065 0.7 0.7
Altura (metros) 43 44 53 63 64 65 78 83 85

Realizar un analisis completo de correlacion incluyendo el diagrama de dispersion.

En el siguiente grafico se muestran cuatro diagramas de dispersion correspondientes a
muestras de diferentes tamafos pero con el mismo valor del coeficiente de correlacion
muestral.
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a) A partir de la inspeccioén de los diagramas, ¢, el valor r es alto o bajo?.

b) Completar la siguiente tabla, suponiendo que el valor de r para los diagramas
anteriores es 0.1:

Tamaino de  Valor del Estadistico Valor Critico de la  Decisidn respecto
Muestra Calculado para la Prueba de Ho: p=0
prueba de correlacion
n=10
n=50
n=100
n=500

c) A partir de la tabla anterior, discutir la relacion entre la sensibilidad de la prueba de
correlacion y el tamano muestral.

En el siguiente grafico se muestran cuatro diagramas de dispersion correspondientes a
muestras del mismo tamafo (n=10) pero con distintos valores del coeficiente de
correlacion muestral.
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Realizar un analisis similar al efectuado en el ejercicio anterior, teniendo en cuenta que
en esta nueva situacidon el objetivo es estudiar la relacion entre coeficiente de
correlacion muestral y sensibilidad de la prueba de hipétesis.

Con el objetivo de obtener predicciones del nUmero de bacterias en funcién del tiempo,
se midi6 el numero de bacterias en 7 tiempos seleccionados previamente,
obteniéndose los siguientes datos:

a)

b)

d)

Tiempo (hs.) 0 1 2 3 4 5 6
Numero de bacterias 20 57 75 102 142 190 200

¢, Cuales son las variables en estudio? ; Cual deberia elegir como variable X y cual
como variable Y? Justificar.

Realizar el diagrama de dispersion.

Escribir las hipotesis a contrastar (para ambas pruebas mencionadas).

En la siguiente tabla se dan los parametros estimados y los valores p para las
pruebas de significaciéon de la regresion y ordenada al origen. Dar la ecuacion de la
recta de regresion estimada y graficar. Indicar las conclusiones para un nivel de
significacion del 5%.

Parametro Parametro Estimado Valor p
B 31.11 0.000
a 18.68 0.038

¢ Para cuales de los valores de tiempo que se indican a continuacion es posible
predecir el numero de bacterias?: x=1.2, x=2, x=3.7. Para aquellos en que sea
factible dar el valor de la prediccion.

A los efectos de predecir la temperatura del conejo después de haber sido inoculado
con virus de morrifia en tiempos determinados, se realizé el siguiente experimento: se
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seleccionaron al azar 7 conejos y se les inoculd el virus en distintos tiempos prefijados;
obteniéndose los siguientes datos:

Tiempo después de Temperatura (°F)
la inyeccion (hs)
24 107.3
32 104.5
48 105.5
56 106.0
72 103.9
80 103.2
96 102.1

a) ¢Cudl de las dos variables es posible escoger como regresora y cual como
respuesta?

b) Realizar el diagrama de dispersion para los datos. ¢ Sugiere éste que un modelo de
regresion lineal es el adecuado?

c) Establecer conclusiones para ambas pruebas de significacion a partir de la
siguiente informacion:

Parametro Parametro Estimado Valor p
B -0.06 0.01
a 108.04 0.00

Comparar los resultados con el analisis realizado en el inciso b).

d) A partir del diagrama de dispersion realizar el grafico de ajuste del modelo y
establecer conclusiones.

Un ingeniero agrénomo desea predecir el rendimiento de un cierto forraje a partir de la
cantidad de agua que recibe. Para ello sembré dicho forraje en 6 parcelas regadas con
distintas cantidades de agua, medidas en cm’. Las cantidades de agua y los
rendimientos obtenidos se indican en la siguiente tabla.

[Agua (cm’) 1218 24 30 42 48
Rendimiento (tn) 527 5.68 6.25 7.21 871 8.42

a) ¢ Cual de las variable se debe tomar como regresora y cual como respuesta?

b) partir de la siguiente tabla concluir respecto del problema que se esta abordando.

Parametro Parametro Estimado Valor p
B 0.1 0.001
a 4.01 0.000

c) A continuacion se da el grafico de ajuste del modelo. Discutir respecto de la
adecuacion del modelo en cuestion.
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Rinde= 4.00832+.100518Agua

g -

Agua

d) Predecir, si es posible, el rinde para 35 cm?® de agua.

En cada grafico presentado a continuacién se muestran: el diagrama de dispersion, la
recta de regresion estimada (en trazo fino), las distancias e; de cada punto a la recta
(marcadas con una linea vertical), la recta de regresion poblacional (en trazo grueso) y
el valor de R? (multiplicado por 100).
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a) Discutir la relacion entre el valor R? y el ajuste del diagrama a la recta de regresién
estimada.

b) iA medida que el valor R® aumenta, que sucede con las rectas (estimada y
poblacional)?.
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Se dispone de 10 observaciones de temperatura (X) (previamente determinadas) de
granos de arroz sin descascarar y sus correspondientes porcentajes de rotura (Y) en la
molienda. El objetivo es predecir el porcentaje de rotura para ciertas temperaturas.

Temp. 339 346 345 369 371 373 288 29.6 30.7 31.2
Rotura 39.1 39.7 39.95 422 4281 43 33.68 34.7 356 36.3

a) Elvalor p para la prueba de significacion de la regresion es 0 y el correspondiente a
la prueba para la ordenada al origen es 0.002. ;Qué conclusiones se pueden

obtener a partir de estos valores de p y del grafico de ajuste del modelo que se
presenta a continuacién?

Rotura= 2.61896+1.07845Temp.

45

40

35

30

T T T
30 35 40
Temp

b) Suponga que se efectud una nueva medicion para una temperatura de 31.2 grados
y se obtuvo un porcentaje de rotura del 50%. Cuando este dato se incorpora al

andlisis los valores de p son 0.104 y 0.372 para las pruebas relativas a los
parametros [3 y o, respectivamente. El grafico de ajuste del modelo es el siguiente:

Rotura= 13.6021+.785721Temp

50 °

45 7

40 7

35 7 o

30

T T T
30 35 40
Temp.

¢,Coémo se ubica el nuevo par (31.2, 50) respecto de los restantes pares? ;Cual ha sido
el efecto de dicho punto sobre el ajuste del modelo?
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c¢) Si en lugar de incorporar la medicién (31.2,50) se hubiese incorporado la medicion

(45, 79) los valores p para las pruebas relativas a los parametros 3 y o serian 0 y
0.014 respectivamente. El grafico de ajuste del modelo es:

Rotura=-42.2288+2.45141Temp.

80 o
60
40
20
T T T T
30 35 40 45
Temp.

Discutir las diferencias entre este caso y el dado en el inciso b).
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1 O Prueba de Ji-Cuadrado

Objetivos:

+ Distinguir las distintas aplicaciones de la prueba de Ji-Cuadrado.
+ Aplicar la prueba a diferentes situaciones.

10.1 Introduccion

En este capitulo se analizan algunas situaciones que no se pueden resolver con las
técnicas presentadas anteriormente. En capitulos anteriores se analizaron variables de tipo
cuantitativo; a continuacién se presentan situaciones que involucran ademas variables
cualitativas o categorizadas, que pueden ser analizadas a través de una prueba de hipétesis
particular, denominada Prueba de Ji- Cuadrado.

Se debe recordar que las variables cualitativas son aquellas cuyos diferentes estados
se pueden expresar por medio de una cualidad, por ejemplo: sexo, raza, color, nivel
educacional, preferencia por un producto, aptitud hacia la lectura. Todas ellas requieren un
analisis estadistico diferente a los desarrollados hasta el momento.

A continuacion se presentan situaciones en las cuales se puede aplicar la Prueba de Ji-
Cuadrado:

1. En el caso de variables cualitativas, se puede estar interesado en saber si sus categorias
se manifiestan en una determinada proporcion o si las variables estan relacionadas. Por
ejemplo:

*

Al tirar un dado se desea saber si esta equilibrado.

*

En un estudio genético se quiere confirmar si una caracteristica (por ejemplo el
color de cabello) se da en una determinada proporcion.

En encuestas de opinién el objetivo es confirmar la proporciéon de votos
favorables y desfavorables para un candidato.

En una experiencia con nifos de 12 afios se desea determinar si existe
relacion entre el estado nutricional y el coeficiente intelectual.

2. En el caso de variables cuantitativas (discretas o continuas), se desea establecer si se
ajustan a una distribucion tedrica determinada. Por ejemplo:

*

En cierto estudio se desea determinar si la altura de los adultos se distribuye
como una Normal con media 1.71 m. y desvio 0.5 m.

Se esta interesado en determinar si el Nimero de animales sanos de una
cierta raza se distribuye como una Binomial con parametros n=10 y p=0.8.

Para desarrollar las distintas aplicaciones de esta prueba se formulan diferentes
situaciones, cada uno de las cuales corresponde a una aplicacién distinta. A continuacion se
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presentan cada una de ellas.

10. 2 Prueba de Concordancia

Ejemplo 1: Un médico tiene la sospecha que cierta enfermedad (que requiere hospitalizacion)
afecta igualmente a hombres y a mujeres, es decir, que se presenta en la misma proporcion
para los dos sexos.

Sean pi1 y p:2 las proporciones de hombres enfermos y mujeres enfermas,
respectivamente. Como soélo hay dos categorias, al decir que se espera la misma proporcion,
cada una de ellas deberia ser 2. Estadisticamente esto se traduce en las siguientes hipotesis

Ho: p1=1/2, p2=1/2 H;: al menos una distinta
que indican

Hy: Cierta afeccion para hombres y mujeres se da en la proporcién 1:1.
H;: Lo contrario.

A continuacion, para cotejar (confirmar o descartar) esta afirmacién se debe realizar un
experimento aleatorio. Este consiste en seleccionar una persona enferma hospitalizada y
registrar su sexo, y repetir esto una cierta cantidad de veces prefijada.

Suponga que se seleccionaron 900 pacientes y se los clasificod de acuerdo al sexo (la
variable en estudio) y se contd la cantidad de personas enfermas de cada sexo. Dicha
informacion se puede resumir en una tabla de frecuencias como la siguiente:

Tabla 1: Distribucion de los enfermos
segun el sexo

SEXO f,
Masculino 480
Femenino 420

TOTAL 900

En el problema planteado se tiene una variable cualitativa Sexo, la cual tiene dos
categorias (Hombre, Mujer). Para poder trabajar este tipo de variables numéricamente lo que se
hace es contar el N° de observaciones en cada categoria de la variable (frecuencia observada
de cada categoria), con lo que se pasa de una variable aleatoria cualitativa a una variable
aleatoria discreta.

Los valores observados en este experimento son:

fo1: n° de pacientes hombres (de un total de 900).
fo2: n° de pacientes mujeres (de un total de 900).

Si se cumpliera la afirmacion del médico, de los 900 pacientes enfermos deberian ser
450 hombres y 450 mujeres. Estos numeros son llamados frecuencias esperadas o tedricas, las

cuales son denotadas generalmente por fe.

Para saber si la proporcion de hombres y mujeres es la misma, es natural basarse en la
comparacién entre las dos frecuencias (las obtenidas experimentalmente y las propuestas por
el experimentador). En este caso, se desea comparar las frecuencias observadas (480
hombres y 420 mujeres) con las frecuencias esperadas de acuerdo a la afirmacion del médico
(450 hombres y 450 mujeres).
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Parece natural entonces definir un estadistico, para probar estas hipotesis, en funcién
de las frecuencias esperadas o tedricas (parametro a estimar) y de las frecuencias observadas
(variables aleatorias) (Mendenhall, W. et. al. 1994) Luego el estadistico definido para esta
prueba es:

Sivale Hy, € ~ X12<—1 central

E =

s (foi — fei)2
2T,

€1

i no vale Hy, € ~ xi_l no central

donde X12<—1 indica la distribucion Ji-Cuadrado con k grados de libertad (k es la cantidad de
categorias de la variable). En el problema planteado se tienen dos categorias hombre-mujer

entonces ¢ ~ x% si vale H.

Se puede observar que este estadistico toma siempre valores mayores o iguales a cero
pues esta definido como un suma de cuadrados dividido un nimero positivo.

Si la frecuencia teorica y la frecuencia observada son iguales, la diferencia (f,;—f¢;) para
cada categoria es cero y por lo tanto el estadistico es cero, con lo cual no habria dudas acerca
de la decision a tomar: no se puede rechazar la H,.

Sin embargo, rara vez las frecuencias observadas son exactamente iguales a las
esperadas por lo cual el estadistico, en general, resulta un valor diferente de cero. Se debe
decidir si esto se debe al azar o a que no se da la proporcién esperada.

Para tomar la decisién, se debe determinar el valor critico a, que indicara cuando las
diferencias son lo suficientemente grandes como para considerar f; diferente de f;;. Luego la
zona de rechazo Z de esta prueba es siempre unilateral derecha, es decir Z=[a,+c0).

a
Gréfico 1: Nivel de significacion y zona de rechazo

Si en el problema, el nivel de significacion considerado para probar las hipotesis es
0=0.01, entonces el valor critico es a = X12,0.01 = 6.63 (Tabla E del Apéndice).

Para calcular el valor numérico del estadistico se deben determinar las frecuencias
esperadas o tedricas f;, para lo cual se debe tener en cuenta la siguiente definicion:

Definicion 1: Sea E un experimento aleatorio y S el espacio muestral asociado a él. Para un
suceso cualquiera Ade S
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fea=N < P(A)
donde N indica el tamafio de la muestra.

Utilizando esta definicion en el Ejemplo 1 se tiene que

f1:900.%:450 y f2:900.%:450

(& (&

Estos valores coinciden con los que se obtuvieron anteriormente de manera intuitiva,
aunque no en todos los casos las frecuencias esperadas pueden ser determinadas en forma
inmediata.

El valor numérico del estadistico es:

2 2
_ _(480-4507 (420-450° _900 900_, ,_,
c 450 450 450 450

Luego dado que el e.=4 y este valor no pertenece a Z, entonces no se rechaza Hy con
probabilidad de cometer error de tipo Il y se puede concluir que no hay evidencia para decir que
la enfermedad no se da en la misma proporcion en hombres y mujeres (no hay suficiente
evidencia para contradecir la afirmacion del médico).

A continuacion se detallan algunos aspectos generales de esta prueba.
1. Hipétesis
Ho: p1=p1.0, P2=P2.05-+sPx=Pk.0 H;: al menos una diferente
donde P1.0, P2.0,---,Pk.0 SON valores conocidos, no necesariamente iguales

2. Estadistico de la prueba (propuesto por Karl Pearson): es una variable aleatoria pues f, es
variable aleatoria (su valor depende de la muestra). Este estadistico tiene una distribucion

aproximada Ji-Cuadrado, con k—1 grados de libertad, o sea nimero de categorias de la
variable en estudio menos 1. La prueba matematica correspondiente para determinar que el
estadistico asume una distribucidon aproximadamente Ji-Cuadrado esta fuera del alcance de
este libro (Agresti, A. 1990).

3. Zona de Rechazo: Para esta prueba la zona de rechazo que corresponde siempre es
Z=[a,+o0) Esta forma particular de la zona de rechazo depende del estadistico como se puede

observar a continuacion: si las f, son muy parecidas a las f., la decision correcta es la de no
rechazar la hipotesis nula, y en ese caso el valor numérico del estadistico sera un valor
pequefio (cerca de cero); si las f, son muy distintas de las f; el valor numérico del estadistico
sera grande (lejos de cero) en cuyo caso se deberia tomar la decisidon de rechazar la hipotesis
nula.

Ejemplo 2: Se desea estudiar si un rasgo particular de la mandibula se considera heredado en
la proporcion 1:2:1 para homocigota dominante, heterocigota y homocigota recesivo (AA,Aa,aa)
respectivamente. Para ello se seleccionan 150 nifios al azar, cuyas frecuencias observadas en
cada categoria se indican en la siguiente tabla.
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Tabla 2: Frecuencias observadas por categorias
Categorias | Dominante | Heterocigota | Recesivo
f, 31 92 27

Las hipétesis a probar

1. H()I p1:p1.0:1/4 p2=p2_0=1/2 p3:p3_():1/4
H;: al menos una diferente

es decir

Hy: El rasgo se hereda en la proporcion 1:2:1 para Homocigota Dominante (D), Heterocigota
(H) y Homocigota Recesivo (R) respectivamente.
H;: Lo contrario.

2. Si vale Ho,e ~X172—1 central.

k (foi — fei)2
El f

ei

e =
. 2
Si no vale Hy,e ~ yj_1 no central.

3. Si 0=0.05, se tiene que el valor critico es a = X%,o.os =5.99 (Tabla E).

4. Para calcular el estadistico se necesitan de las frecuencias observadas, que se determinan
en forma experimental y de las frecuencias tedricas o esperadas de cada categoria que se

determinan utilizando la Definicién 1. Para este ejemplo las f. resultan
1
f., =n.P(D)=150 - =37:50

fy :n-P(H)zlSO.%:75

fn,=n.P(R)= 150.% =37.50

Luego &.=7.92.

5. Dado que 7.92 € Z, la decision es rechazar Hy con P(cometer error de tipo 1)=0.05

6. Conclusion: el rasgo particular de la mandibula no es heredado en la proporcion 1:2:1 para
Homocigota Dominante, Heterocigota y Homocigota Recesivo.

10.3 Tablas de Contingencia

Cuando se tienen dos variables de tipo cualitativo y se desea estudiar si existe relacion
entre ambas o determinar si la proporcién de ocurrencia de una de las categorias de una de las
variables (éxito) es la misma para todas las categorias de la otra variable. Las frecuencias
observadas son arregladas en tablas de contingencias o tablas de doble entrada, que fueron
definidas en el Capitulo 1.

Cuando los datos se disponen en este tipo de tablas se pueden presentar dos
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situaciones experimentales como las siguientes:

1. Sdlo el total general esta fijo.
2. Los totales por fila o por columna estan fijos.

Cuando la situacién experimental es como la expuesta en el caso 1 se realiza una
Prueba de Independencia, mientras que para el caso 2 corresponde la prueba de
Homogeneidad de Proporciones. Si todos los totales estan fijos, corresponde otra prueba que
no sera presentada en este texto (Ato Garcia, M. y Lépez Garcia, J. 1996).

10.3.1. Prueba de Independencia

Ejemplo 3: Sobre la base de los datos del Problema 1.6, el investigador esta interesado en
estudiar si existe relacién entre el color de pelaje y la presencia de tumores cutaneos en
equinos.

Este problema se diferencia de los anteriores por el hecho de que se estudian dos
variables de tipo cualitativo: Color de pelaje y Presencia de tumor. Cada variable esta dividida
en categorias excluyentes: la variable Color tiene tres categorias (Alazan, Zaino, Tordillo) y la
variable Presencia de tumor tiene dos categorias (Si, No).

El experimento consiste en "Observar un equino y clasificarlo de acuerdo al color y a la
presencia del tumor".

Suponga que se realiz6 el experimento y las frecuencias observadas que resultan para
cada caso son las que se indican en la siguiente tabla

Tabla 3": Distribucion de frecuencias segun el color y presencia del tumor.

PRESENCIA DE TUMOR Si No TOTAL
COLOR
Alazan 220 80 300
Zaino 135 115 250
Tordillo 415 35 450
TOTAL 770 230 1000

Las hipoétesis a probar en este caso son
1. Ho: pi=pi«D; H;: pij # pip;
que indican

Hy: El color y la presencia de la enfermedad son independientes
H;: El color y la presencia de la enfermedad no son independientes (son dependientes).

i vale Ho, € ~ x(zc_l)(f_l) central

k (f. —f.)?
2_822(01 el)
i=1 f.

€1

i no vale Hy, € ~ X(zc_l)(f_l) no central

donde ¢ indica la cantidad de columnas (categorias de una de las variables) y f: es la cantidad

! Coincide con la Tabla 5 del Capitulo 1.



Prueba de Ji-Cuadrado

de filas (categorias de la otra variable). En este problema los grados de libertad que
corresponden son (2—1)+(2—1)=1.

3. Si 0=0.01, la zona de rechazo es Z=[a,+) con a = X%,0.0l =9.21 (Tabla E).

4. Para calcular el valor numérico del estadistico, se deben determinar las frecuencias
esperadas de cada categoria, utilizando la Definicién 1 y bajo el suposicion de que la Hipotesis
nula es verdadera (o sea que las dos variables son independientes).

Entonces, por ejemplo, para calcular la frecuencia esperada del suceso Alazan (A) y Si (S) se
procede de la siguiente manera

foas) = N-P(AS)=N.P(A).P(S)=N. oL ts s dal

(S
donde:
N es el tamafio de la muestra.

na y ng son los totales marginales (ndmero de alazanes y numero de animales con
tumor, respectivamente).

Esta igualdad es valida por la independencia de los sucesos y por la definicion clasica de
probabilidad.

Para el Ejemplo 3 las frecuencias esperadas son:

300.770 250.770
_ 20T 53 foa==2" 1925
<(A3) 1000 «(%8) = 1000
300.230 250.230
=200 69 U2 57s
<(AN) 1000 (2N}~ 71000
450.770 450.230
=Y _346.5 =—=103.5
«(T) ™" 1000 ™)~ 1000

Reemplazando en la expresiéon del estadistico las frecuencias observadas y esperadas, se
obtiene £.=135.83.

5. Dado que el estadistico pertenece a Z, se rechaza la hipotesis nula con probabilidad de
cometer error de tipo | de 0.01.

6. Conclusion: existe relacién entre el color de pelaje y presencia de tumor.

10.3.2. Prueba de Homogeneidad de proporciones

Ejemplo 4: Para comprobar si el uso regular de la aspirina reduce la mortalidad por infarto de
miocardio en adultos, se le suministré placebo a 11034 adultos y aspirina a 11037, registrando a
lo largo de 5 afios si sufrieron infarto de miocardio. En este experimento los adultos no sabian si
recibian placebo o aspirina. Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tabla.
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Tabla 4: Distribucién de frecuencias segun presencia o no de Infarto y el grupo.

INFARTO DE MIOCARDIO Si NO TOTAL
GRUPO

PLACEBO 189 10845 11034
ASPIRINA 104 10933 11037
TOTAL 293 21778 22071

La cantidad de pacientes que recibieron aspirina y placebo esta fija de antemano para
la experiencia, por lo que se trata de una tabla con los marginales por filas fijos, luego las
hipétesis a probar en este caso son

1. Ho: p11=p21 Hi: p11# pa

En palabras estas hipétesis dicen:

Hy: La proporcién de los adultos que sufrieron infarto de miocardio es igual para el grupo que
recibié placebo y para el que recibié aspirina.

Hi: La proporcion de los adultos que sufrieron infarto de miocardio es diferente para el grupo
que recibié placebo y para el que recibi6 aspirina.

2. El estadistico de contraste es idéntico al del caso anterior (expresion y grados de libertad):

Si vale H(), e~ X(z )(

o1 f—l) central

k (foi — fei)2
El f

ei

Si no vale Hy, € ~ X(2 )

o1 f—l) no central

3. Si 0=5%, la zona de rechazo es Z=[a,+), donde a = X?om =6.63 (Tabla E).

4. Las frecuencias tedricas se determinan igual que en el caso anterior:

293.11034 21778.11034

R T TR PN " gy 1O
293.11037 21778.11037

9 "0y 1402 R T TR

Entonces €.=25.014

5. Como &, pertenece a Z se rechaza la hipotesis nula con probabilidad de cometer error de
Tipo | de 0.01.

6. Conclusioén: la proporcién de adultos que sufrieron infarto de miocardio es diferente para los
que recibieron placebo y aspirina.

La comparacion que se realizé entre las proporciones de adultos que sufrieron infarto,
puede realizarse equivalentemente para aquellos que no sufrieron infarto.
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10.4 Prueba de Bondad de Ajuste

Para desarrollar esta prueba se utilizara el siguiente:

Ejemplo 5: Se desea saber si la variable X: nimero de semillas germinadas en paquetes de 4
semillas sigue la distribucion binomial. Se sabe que la probabilidad de que una semilla germine

es p=0.70.
Solucion:

Primeramente puede verificarse que el experimento de extraer 4 semillas y ver si
germinan cumple los supuestos del modelo Binomial y por tanto se puede pensar que

Xy~B(4,0.70) siendo el recorrido de la variable R(X,)=0,1,2,3,4. Para comprobar si
efectivamente la variable Xy, tiene distribucion binomial con los parametros indicados se toma

una muestra aleatoria de 150 paquetes de 4 semillas cada uno. Los resultados se indican en la
siguiente tabla.

Tabla 5: Distribucién de los paquetes de acuerdo
al numero de semillas que germinan

Xp,: Nimero de semillas f,
que germinan
0 2
1 20
2 42
3 56
4 30
Total 150

Los datos de esta tabla indican, por ejemplo, que de los 150 paquetes hay 2 en los que
no germiné ninguna semilla, 20 en los que germiné una semilla, etc.

Se esta ahora en condiciones de plantear las siguientes hipétesis
1. Ho: Xy~ B(4,0.70) H;: Lo contrario
es decir

Hy: La variable X: Numero de semillas germinadas en paquetes de cuatro semillas sigue la
distribucién Binomial con parametros n=4 y p=0.70.

2. El estadistico de contraste es

Sivale Ho, € ~ Xi—m—l central

kK (f. —f.)?
8 — z (fOI fel)
i=1 f

ei

Si no vale Hy, € ~ Xi—m—l no central

donde Kk indica la cantidad de valores que toma la variable y m la cantidad de parametros a
estimar.

Para este problema el estadistico ¢ tiene distribucion x§_0_1 dado que m=0 porque se

conocen los valores de n y p.
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En general el valor de n es siempre conocido; en tanto que el parametro p puede ser
conocido o no. En caso que sea desconocido puede ser estimado teniendo en cuenta que

E(Xp)=n«p y como la media muestral es un buen estimador de la media poblacional (o sea que
= = . X

E(Xb) = X)) entonces se puede considerar que X =Zn.p, de donde p=—

n

3. Si 0=5%, la zona de rechazo es Z=[a,+) con a = Xi,o.os =9.49 (Tabla E), lo que se

puede visualizar en el siguiente grafico.

9.49 €
Gréfico 2: Nivel de significacion y zona de rechazo
para el Ejemplo 5

4. Para calcular el estadistico de contraste se deben determinar las frecuencias esperadas f.,
sobre la base de la Definicién 1y teniendo en cuenta que la variable X,~B(4,0.70) bajo Hy.

fo1 =150+ P(Xy, = 0) =150.0.008 = 1.2
fop =150.P(Xy, =1)=150.0.076 =114
fo3 =150+ P(X}y =2)=150.0.265=39.75
feq =150.P(Xy, =3)=150.0412 =618
fos =150 P(Xy, =4)=150.0.240 =36

donde los valores de las probabilidades son obtenidos de la Tabla A del Apéndice. A partir de
esta informacion, €.=8.96.

5. Como el & no pertenece a Z, la decision es no rechazar Hy, con probabilidad de cometer
Error de tipo Il.

6. Conclusion: no hay evidencias para decir que la variable X: nimero de semillas que germinan
entre las cuatro seleccionadas, no sigue la distribucion Binomial con parametros n=4y p=0.70.

En el problema anterior se deseaba ver si la distribucion tedrica de la variable en
estudio era Binomial. También se podria estudiar si una determinada variable aleatoria tiene
distribucion de Poisson, Normal, etc.; la Unica diferencia es que la frecuencia esperada depende
que distribucion planteada en la hipotesis nula (Meyer, P. 1992).
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10.5 Conclusiones Finales

En problemas donde puede aplicarse la Prueba de Homogeneidad de Proporciones y se
tienen solo dos proporciones a comparar, se puede utilizar también la Prueba de Diferencia
de Proporciones (Capitulo 7).

Cuando los datos experimentales pueden ser arreglados en tablas de contingencia 2x2 se
suelen utilizar algunas medidas de asociacién que ayudan a la interpretacion de la
informacion experimental. Entre las medidas que se pueden determinar estan el Riesgo
Relativo y los Odds Ratios. Para mas detalle Agresti, A. (1990) y Ato Garcia, M. y Lopez
Garcia, J. (1996).

Para el caso de tablas de contingencia 2x2 que tengan todos los totales marginales fijos, se
utiliza la Prueba Exacta de Fisher (Agresti, A. - 1996).

Las frecuencias esperadas no deben ser menores a 1 y no mas del 20% menores a cinco.
Si esto no se cumple hay que combinar las categorias de las variables para que las
frecuencias esperadas tengan la magnitud deseada (Snedecor, G.W. y Cochran, W.G.
1978)

Cuando el estadistico tiene distribucion Ji-Cuadrado con un solo grado de libertad se
considera que la aproximacion a esta distribucion no es adecuada, por lo que conviene
realizar una correccion llamada la Correccién de Yates. En base a ésta el estadistico a usar
es

2
.k (|fe—fo|-1/2)
i=1 fe

Las variables cuantitativas pueden categorizarse, no teniendo en cuenta las medidas reales
sino solo las categorias y sus frecuencias.

Ejercicios de Aplicacion

1.

En ciertos casos de herencia se ha encontrado que algunas caracteristicas son
heredadas en la proporcion 3:1, es decir a la larga tres cuartos de la descendencia
tendran una caracteristica dada y un cuarto no.

En un ensayo se cruzaron plantas con cotiledones amarillos con plantas con
cotiledones verdes, observandose que en F2 (segunda generacion filial) 6022 plantas
tenian cotiledones amarillos y 2001 verdes. Se desea probar (estadisticamente) que el
color se hereda en la proporcion 3:1 (amarillos, verdes).

a) ¢Cudl seria la prueba adecuada en este caso?
b) Escribir las hipotesis correspondientes.
c) ¢Cudl es el estadistico y cual es su distribucion tedrica?
d) Realizar el analisis adecuado y escribir la conclusion.
Se desea saber si un tratamiento es efectivo para curar cierta infeccién ocular. Para

tomar una decisién se eligieron aleatoriamente 200 enfermos, algunos de los cuales
recibieron tratamiento y otros no, obteniéndose los siguientes resultados:
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CURADOS NO-CURADOS
TRATADOS 140 20
NO TRATADOS 10 30

a) ¢Cudles son las variables que intervienen y a qué tipo corresponden?

b) ;Cudl es la prueba adecuada para este problema? Indicar las hipdtesis
correspondientes.

c¢) Para obtener el valor numérico del estadistico. Qué informacion es necesaria?
Calcularlo.

d) Determinar aproximadamente el valor p del test y obtener conclusiones.

En pacientes con Ulcera gastrica se desea establecer si existe relacion entre el lugar de
la ulcera y el grado de malignidad.

a) ¢Cudl es la prueba adecuada para resolver este problema?
b) Indicar las hipétesis correspondientes.

c) Para tomar una decision sobre las hipoétesis planteadas se observaron 211
pacientes clasificandolos de la siguiente forma:

GRADO DE MALIGNIDAD Benigna Maligna
LUGAR
Prepildrica 87 34
Cuerpo 52 19
Cardias 11 8

Establecer conclusiones a partir de la muestra.

En estudios genéticos se ha encontrado que el 25% de las moscas de la fruta tienen
ojos blancos. En un ensayo se encontré que 1981 moscas de la fruta tenian ojos
blancos, mientras que 7712 los tenian rojos ¢ Concuerdan estos resultados observados
con la proporcién tedrica?

En un estudio realizado con vacas de distintas razas se deseaba determinar si la
fecundidad esta asociada con las razas.

a) Decir cual es la prueba adecuada para resolver este problema.

b) Para comprobar lo anterior se clasificaron los animales de acuerdo a la siguiente

tabla:
FECUNDIDAD Fecundados No Fecundados
RAZA
Charolés 515 1287
Indubrasil 506 665
Nerolé 58 70
Char-Cebu 205 93

Plantear las hipotesis correspondientes y dar la conclusion sabiendo que el valor del
estadistico es 204.61 y su correspondiente valor p es 0.000.

En un ensayo se cruzaron arvejas de flores azules (B) y granos de polen alargado (L)
con otras de flores rojas (b) y granos de polen redondeados (I). Como estas
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caracteristicas se heredan independientemente, en la segunda generacion deberian
aparecer las cuatro categorias siguientes BL, Bl, bL, bl en la proporcién de Mendel
9:3:3:1. Se observaron 419 plantas encontrandose lo siguiente:

B b
L 226 97
[ 95 1

a) ¢ Qué se desea probar en este caso?
b) El valor del estadistico resultd 32.394 y el valor p=0.0.Tomar la decisién y dar la

conclusién en términos del problema.

En una encuesta de salud realizada en la provincia de Tucuman se obtuvo la siguiente
distribucion del nimero de hijos varones en familias con 4 hijos.

X; 0 1 2 3 4
f, 5 20 44 24 7

Determinar si esta distribucion se aparta de la Binomial, suponiendo que ambos sexos
son igualmente probables.

Se llevé a cabo un muestreo para estimar el numero medio de insectos por parcela
cultivada con un cereal. El método de recuento se realizé mediante una red apropiada
para el caso.

Los datos siguientes representan la distribucion de los resultados muestrales:

X; 0 1 2 3 4 5 6 o mas
f; 78 167 243 215 135 81 39

a) Sugerir una distribucion teérica apropiada de donde provendrian estos datos.
b) De acuerdo a la respuesta dada en a), plantear las hipoétesis, el estadistico y sacar

las conclusiones sabiendo que el valor p=0.312.

La tabla siguiente muestra la distribucion de frecuencias correspondientes a la ganancia
de peso en kg. de novillos de una cierta raza.

Intervalos f;
[59.5; 69.5)

[69.5 ; 79.5) 11
[79.5; 89.5) 15
[89.5 ; 99.5)
[99.5 ; 109.5] 8

¢, Puede decir si la distribucion de la variable es diferente de una normal?
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TABLA A
Distribucion

Binomial

p

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95
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0.9500
0.0500
0.9025
0.0950
0.0025
0.8574
0.1354
0.0071
0.0001
0.8145
0.1715
0.0135
0.0005
0.0000
0.7738
0.2036
0.0214
0.0011
0.0000
0.0000
0.7351
0.2321
0.0305
0.0021
0.0001
0.0000
0.0000
0.6983
0.2573
0.0406
0.0036
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000
0.6634
0.2793
0.0515
0.0054
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.6302
0.2985
0.0629
0.0077
0.0006
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.5987
0.3151
0.0746
0.0105
0.0010
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000

0.9000
0.1000
0.8100
0.1800
0.0100
0.7290
0.2430
0.0270
0.0010
0.6561
0.2916
0.0486
0.0036
0.0001
0.5905
0.3281
0.0729
0.0081
0.0005
0.0000
0.5314
0.3543
0.0984
0.0146
0.0012
0.0001
0.0000
0.4783
0.3720
0.1240
0.0230
0.0026
0.0002
0.0000
0.0000
0.4305
0.3826
0.1488
0.0331
0.0046
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000
0.3874
0.3874
0.1722
0.0446
0.0074
0.0008
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.3487
0.3874
0.1937
0.0574
0.0112
0.0015
0.0001
0.0000
0.0000

0.8500
0.1500
0.7225
0.2550
0.0225
0.6141
0.3251
0.0574
0.0034
0.5220
0.3685
0.0975
0.0115
0.0005
0.4437
0.3915
0.1382
0.0244
0.0022
0.0001
0.3771
0.3993
0.1762
0.0415
0.0055
0.0004
0.0000
0.3206
0.3960
0.2097
0.0617
0.0109
0.0012
0.0001
0.0000
0.2725
0.3847
0.2376
0.0839
0.0185
0.0026
0.0002
0.0000
0.0000
0.2316
0.3679
0.2597
0.1069
0.0283
0.0050
0.0006
0.0000
0.0000
0.0000
0.1969
0.3474
0.2759
0.1298
0.0401
0.0085
0.0012
0.0001
0.0000

0.8000
0.2000
0.6400
0.3200
0.0400
0.5120
0.3840
0.0960
0.0080
0.4096
0.4096
0.1536
0.0256
0.0016
0.3277
0.4096
0.2048
0.0512
0.0064
0.0003
0.2621
0.3932
0.2458
0.0819
0.0154
0.0015
0.0001
0.2097
0.3670
0.2753
0.1147
0.0287
0.0043
0.0004
0.0000
0.1678
0.3355
0.2936
0.1468
0.0459
0.0092
0.0011
0.0001
0.0000
0.1342
0.3020
0.3020
0.1762
0.0661
0.0165
0.0028
0.0003
0.0000
0.0000
0.1074
0.2684
0.3020
0.2013
0.0881
0.0264
0.0055
0.0008
0.0001

0.7500
0.2500
0.5625
0.3750
0.0625
0.4219
0.4219
0.1406
0.0156
0.3164
0.4219
0.2109
0.0469
0.0039
0.2373
0.3955
0.2637
0.0879
0.0146
0.0010
0.1780
0.3560
0.2966
0.1318
0.0330
0.0044
0.0002
0.1335
0.3115
0.3115
0.1730
0.0577
0.0115
0.0013
0.0001
0.1001
0.2670
0.3115
0.2076
0.0865
0.0231
0.0038
0.0004
0.0000
0.0751
0.2253
0.3003
0.2336
0.1168
0.0389
0.0087
0.0012
0.0001
0.0000
0.0563
0.1877
0.2816
0.2503
0.1460
0.0584
0.0162
0.0031
0.0004

0.7000
0.3000
0.4900
0.4200
0.0900
0.3430
0.4410
0.1890
0.0270
0.2401
0.4116
0.2646
0.0756
0.0081
0.1681
0.3602
0.3087
0.1323
0.0284
0.0024
0.1176
0.3025
0.3241
0.1852
0.0595
0.0102
0.0007
0.0824
0.2471
0.3177
0.2269
0.0972
0.0250
0.0036
0.0002
0.0576
0.1977
0.2965
0.2541
0.1361
0.0467
0.0100
0.0012
0.0001
0.0404
0.1556
0.2668
0.2668
0.1715
0.0735
0.0210
0.0039
0.0004
0.0000
0.0282
0.1211
0.2335
0.2668
0.2001
0.1029
0.0368
0.0090
0.0014

0.6500
0.3500
0.4225
0.4550
0.1225
0.2746
0.4436
0.2389
0.0429
0.1785
0.3845
0.3105
0.1115
0.0150
0.1160
0.3124
0.3364
0.1811
0.0488
0.0053
0.0754
0.2437
0.3280
0.2355
0.0951
0.0205
0.0018
0.0490
0.1848
0.2985
0.2679
0.1442
0.0466
0.0084
0.0006
0.0319
0.1373
0.2587
0.2786
0.1875
0.0808
0.0217
0.0033
0.0002
0.0207
0.1004
0.2162
0.2716
0.2194
0.1181
0.0424
0.0098
0.0013
0.0001
0.0135
0.0725
0.1757
0.2522
0.2377
0.1536
0.0689
0.0212
0.0043

0.6000
0.4000
0.3600
0.4800
0.1600
0.2160
0.4320
0.2880
0.0640
0.1296
0.3456
0.3456
0.1536
0.0256
0.0778
0.2592
0.3456
0.2304
0.0768
0.0102
0.0467
0.1866
0.3110
0.2765
0.1382
0.0369
0.0041
0.0280
0.1306
0.2613
0.2903
0.1935
0.0774
0.0172
0.0016
0.0168
0.0896
0.2090
0.2787
0.2322
0.1239
0.0413
0.0079
0.0007
0.0101
0.0605
0.1612
0.2508
0.2508
0.1672
0.0743
0.0212
0.0035
0.0003
0.0060
0.0403
0.1209
0.2150
0.2508
0.2007
0.1115
0.0425
0.0106

0.5500
0.4500
0.3025
0.4950
0.2025
0.1664
0.4084
0.3341
0.0911
0.0915
0.2995
0.3675
0.2005
0.0410
0.0503
0.2059
0.3369
0.2757
0.1128
0.0185
0.0277
0.1359
0.2780
0.3032
0.1861
0.0609
0.0083
0.0152
0.0872
0.2140
0.2918
0.2388
0.1172
0.0320
0.0037
0.0084
0.0548
0.1569
0.2568
0.2627
0.1719
0.0703
0.0164
0.0017
0.0046
0.0339
0.1110
0.2119
0.2600
0.2128
0.1160
0.0407
0.0083
0.0008
0.0025
0.0207
0.0763
0.1665
0.2384
0.2340
0.1596
0.0746
0.0229

0.5000
0.5000
0.2500
0.5000
0.2500
0.1250
0.3750
0.3750
0.1250
0.0625
0.2500
0.3750
0.2500
0.0625
0.0313
0.1563
0.3125
0.3125
0.1563
0.0313
0.0156
0.0938
0.2344
0.3125
0.2344
0.0938
0.0156
0.0078
0.0547
0.1641
0.2734
0.2734
0.1641
0.0547
0.0078
0.0039
0.0313
0.1094
0.2188
0.2734
0.2188
0.1094
0.0313
0.0039
0.0020
0.0176
0.0703
0.1641
0.2461
0.2461
0.1641
0.0703
0.0176
0.0020
0.0010
0.0098
0.0439
0.1172
0.2051
0.2461
0.2051
0.1172
0.0439

0.4000
0.6000
0.1600
0.4800
0.3600
0.0640
0.2880
0.4320
0.2160
0.0256
0.1536
0.3456
0.3456
0.1296
0.0102
0.0768
0.2304
0.3456
0.2592
0.0778
0.0041
0.0369
0.1382
0.2765
0.3110
0.1866
0.0467
0.0016
0.0172
0.0774
0.1935
0.2903
0.2613
0.1306
0.0280
0.0007
0.0079
0.0413
0.1239
0.2322
0.2787
0.2090
0.0896
0.0168
0.0003
0.0035
0.0212
0.0743
0.1672
0.2508
0.2508
0.1612
0.0605
0.0101
0.0001
0.0016
0.0106
0.0425
0.1115
0.2007
0.2508
0.2150
0.1209

0.3000
0.7000
0.0900
0.4200
0.4900
0.0270
0.1890
0.4410
0.3430
0.0081
0.0756
0.2646
0.4116
0.2401
0.0024
0.0284
0.1323
0.3087
0.3602
0.1681
0.0007
0.0102
0.0595
0.1852
0.3241
0.3025
0.1176
0.0002
0.0036
0.0250
0.0972
0.2269
0.3177
0.2471
0.0824
0.0001
0.0012
0.0100
0.0467
0.1361
0.2541
0.2965
0.1977
0.0576
0.0000
0.0004
0.0039
0.0210
0.0735
0.1715
0.2668
0.2668
0.1556
0.0404
0.0000
0.0001
0.0014
0.0090
0.0368
0.1029
0.2001
0.2668
0.2335

0.2500
0.7500
0.0625
0.3750
0.5625
0.0156
0.1406
0.4219
0.4219
0.0039
0.0469
0.2109
0.4219
0.3164
0.0010
0.0146
0.0879
0.2637
0.3955
0.2373
0.0002
0.0044
0.0330
0.1318
0.2966
0.3560
0.1780
0.0001
0.0013
0.0115
0.0577
0.1730
0.3115
0.3115
0.1335
0.0000
0.0004
0.0038
0.0231
0.0865
0.2076
0.3115
0.2670
0.1001
0.0000
0.0001
0.0012
0.0087
0.0389
0.1168
0.2336
0.3003
0.2253
0.0751
0.0000
0.0000
0.0004
0.0031
0.0162
0.0584
0.1460
0.2503
0.2816

0.2000
0.8000
0.0400
0.3200
0.6400
0.0080
0.0960
0.3840
0.5120
0.0016
0.0256
0.1536
0.4096
0.4096
0.0003
0.0064
0.0512
0.2048
0.4096
0.3277
0.0001
0.0015
0.0154
0.0819
0.2458
0.3932
0.2621
0.0000
0.0004
0.0043
0.0287
0.1147
0.2753
0.3670
0.2097
0.0000
0.0001
0.0011
0.0092
0.0459
0.1468
0.2936
0.3355
0.1678
0.0000
0.0000
0.0003
0.0028
0.0165
0.0661
0.1762
0.3020
0.3020
0.1342
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0055
0.0264
0.0881
0.2013
0.3020

0.1000
0.9000
0.0100
0.1800
0.8100
0.0010
0.0270
0.2430
0.7290
0.0001
0.0036
0.0486
0.2916
0.6561
0.0000
0.0005
0.0081
0.0729
0.3281
0.5905
0.0000
0.0001
0.0012
0.0146
0.0984
0.3543
0.5314
0.0000
0.0000
0.0002
0.0026
0.0230
0.1240
0.3720
0.4783
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0046
0.0331
0.1488
0.3826
0.4305
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0074
0.0446
01722
0.3874
0.3874
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0015
0.0112
0.0574
0.1937

0.0500
0.9500
0.0025
0.0950
0.9025
0.0001
0.0071
0.1354
0.8574
0.0000
0.0005
0.0135
0.1715
0.8145
0.0000
0.0000
0.0011
0.0214
0.2036
0.7738
0.0000
0.0000
0.0001
0.0021
0.0305
0.2321
0.7351
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0036
0.0406
0.2573
0.6983
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0054
0.0515
0.2793
0.6634
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0006
0.0077
0.0629
0.2985
0.6302
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0010
0.0105
0.0746
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p

0.05

0.1

015 0.2

0.25
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0.9
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0.0000
0.0000
0.5688
0.3293
0.0867
0.0137
0.0014
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.5404
0.3413
0.0988
0.0173
0.0021
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.5133
0.3512
0.1109
0.0214
0.0028
0.0003
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.4877
0.3593
0.1229
0.0259
0.0037
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.3138
0.3835
0.2131
0.0710
0.0158
0.0025
0.0003
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.2824
0.3766
0.2301
0.0852
0.0213
0.0038
0.0005
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.2542
0.3672
0.2448
0.0997
0.0277
0.0055
0.0008
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.2288
0.3559
0.2570
0.1142
0.0349
0.0078
0.0013
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.1673 0.0859
0.3248 0.2362
0.2866 0.2953
0.1517 0.2215
0.0536 0.1107
0.0132 0.0388
0.0023 0.0097
0.0003 0.0017
0.0000 0.0002
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.1422 0.0687
0.3012 0.2062
0.2924 0.2835
0.1720 0.2362
0.0683 0.1329
0.0193 0.0532
0.0040 0.0155
0.0006 0.0033
0.0001 0.0005
0.0000 0.0001
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.1209 0.0550
0.2774 0.1787
0.2937 0.2680
0.1900 0.2457
0.0838 0.1535
0.0266 0.0691
0.0063 0.0230
0.0011 0.0058
0.0001 0.0011
0.0000 0.0001
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.1028 0.0440
0.2539 0.1539
0.2912 0.2501
0.2056 0.2501
0.0998 0.1720
0.0352 0.0860
0.0093 0.0322
0.0019 0.0092
0.0003 0.0020
0.0000 0.0003
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000

0.0000
0.0000
0.0422
0.1549
0.2581
0.2581
0.1721
0.0803
0.0268
0.0064
0.0011
0.0001
0.0000
0.0000
0.0317
0.1267
0.2323
0.2581
0.1936
0.1032
0.0401
0.0115
0.0024
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000
0.0238
0.1029
0.2059
0.2517
0.2097
0.1258
0.0559
0.0186
0.0047
0.0009
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0178
0.0832
0.1802
0.2402
0.2202
0.1468
0.0734
0.0280
0.0082
0.0018
0.0003
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0001 0.0005
0.0000 0.0000
0.0198 0.0088
0.0932 0.0518
0.1998 0.1395
0.2568 0.2254
0.2201 0.2428
0.1321 0.1830
0.0566 0.0985
0.0173 0.0379
0.0037 0.0102
0.0005 0.0018
0.0000 0.0002
0.0000 0.0000
0.0138 0.0057
0.0712 0.0368
0.1678 0.1088
0.2397 0.1954
0.2311 0.2367
0.1585 0.2039
0.0792 0.1281
0.0291 0.0591
0.0078 0.0199
0.0015 0.0048
0.0002 0.0008
0.0000 0.0001
0.0000 0.0000
0.0097 0.0037
0.0540 0.0259
0.1388 0.0836
0.2181 0.1651
0.2337 0.2222
0.1803 0.2154
0.1030 0.1546
0.0442 0.0833
0.0142 0.0336
0.0034 0.0101
0.0006 0.0022
0.0001 0.0003
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0068 0.0024
0.0407 0.0181
0.1134 0.0634
0.1943 0.1366
0.2290 0.2022
0.1963 0.2178
0.1262 0.1759
0.0618 0.1082
0.0232 0.0510
0.0066 0.0183
0.0014 0.0049
0.0002 0.0010
0.0000 0.0001
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000

0.0016
0.0001
0.0036
0.0266
0.0887
01774
0.2365
0.2207
0.1471
0.0701
0.0234
0.0052
0.0007
0.0000
0.0022
0.0174
0.0639
0.1419
0.2128
0.2270
0.1766
0.1009
0.0420
0.0125
0.0025
0.0003
0.0000
0.0013
0.0113
0.0453
0.1107
0.1845
0.2214
0.1968
0.1312
0.0656
0.0243
0.0065
0.0012
0.0001
0.0000
0.0008
0.0073
0.0317
0.0845
0.1549
0.2066
0.2066
0.1574
0.0918
0.0408
0.0136
0.0033
0.0005
0.0001
0.0000

0.0042 0.0098
0.0003 0.0010
0.0014 0.0005
0.0125 0.0054
0.0513 0.0269
0.1259 0.0806
0.2060 0.1611
0.2360 0.2256
0.1931 0.2256
0.1128 0.1611
0.0462 0.0806
0.0126 0.0269
0.0021 0.0054
0.0002 0.0005
0.0008 0.0002
0.0075 0.0029
0.0339 0.0161
0.0923 0.0537
0.1700 0.1208
0.2225 0.1934
0.2124 0.2256
0.1489 0.1934
0.0762 0.1208
0.0277 0.0537
0.0068 0.0161
0.0010 0.0029
0.0001 0.0002
0.0004 0.0001
0.0045 0.0016
0.0220 0.0095
0.0660 0.0349
0.1350 0.0873
0.1989 0.1571
0.2169 0.2095
0.1775 0.2095
0.1089 0.1571
0.0495 0.0873
0.0162 0.0349
0.0036 0.0095
0.0005 0.0016
0.0000 0.0001
0.0002 0.0001
0.0027 0.0009
0.0141 0.0056
0.0462 0.0222
0.1040 0.0611
0.1701 0.1222
0.2088 0.1833
0.1952 0.2095
0.1398 0.1833
0.0762 0.1222
0.0312 0.0611
0.0093 0.0222
0.0019 0.0056
0.0002 0.0009
0.0000 0.0001

0.0403
0.0060
0.0000
0.0007
0.0052
0.0234
0.0701
0.1471
0.2207
0.2365
01774
0.0887
0.0266
0.0036
0.0000
0.0003
0.0025
0.0125
0.0420
0.1009
0.1766
0.2270
0.2128
0.1419
0.0639
0.0174
0.0022
0.0000
0.0001
0.0012
0.0065
0.0243
0.0656
0.1312
0.1968
0.2214
0.1845
0.1107
0.0453
0.0113
0.0013
0.0000
0.0001
0.0005
0.0033
0.0136
0.0408
0.0918
0.1574
0.2066
0.2066
0.1549
0.0845
0.0317
0.0073
0.0008

0.1211
0.0282
0.0000
0.0000
0.0005
0.0037
0.0173
0.0566
0.1321
0.2201
0.2568
0.1998
0.0932
0.0198
0.0000
0.0000
0.0002
0.0015
0.0078
0.0291
0.0792
0.1585
0.2311
0.2397
0.1678
0.0712
0.0138
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0034
0.0142
0.0442
0.1030
0.1803
0.2337
0.2181
0.1388
0.0540
0.0097
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0014
0.0066
0.0232
0.0618
0.1262
0.1963
0.2290
0.1943
0.1134
0.0407
0.0068

0.1877 0.2684
0.0563 0.1074
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0001 0.0000
0.0011 0.0002
0.0064 0.0017
0.0268 0.0097
0.0803 0.0388
0.1721 0.1107
0.2581 0.2215
0.2581 0.2953
0.1549 0.2362
0.0422 0.0859
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0004 0.0001
0.0024 0.0005
0.0115 0.0033
0.0401 0.0155
0.1032 0.0532
0.1936 0.1329
0.2581 0.2362
0.2323 0.2835
0.1267 0.2062
0.0317 0.0687
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0001 0.0000
0.0009 0.0001
0.0047 0.0011
0.0186 0.0058
0.0559 0.0230
0.1258 0.0691
0.2097 0.1535
0.2517 0.2457
0.2059 0.2680
0.1029 0.1787
0.0238 0.0550
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0003 0.0000
0.0018 0.0003
0.0082 0.0020
0.0280 0.0092
0.0734 0.0322
0.1468 0.0860
0.2202 0.1720
0.2402 0.2501
0.1802 0.2501
0.0832 0.1539
0.0178 0.0440

0.3874
0.3487
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0025
0.0158
0.0710
0.2131
0.3835
0.3138
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0005
0.0038
0.0213
0.0852
0.2301
0.3766
0.2824
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0055
0.0277
0.0997
0.2448
0.3672
0.2542
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0013
0.0078
0.0349
0.1142
0.2570
0.3559
0.2288

0.3151
0.5987
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0014
0.0137
0.0867
0.3293
0.5688
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0021
0.0173
0.0988
0.3413
0.5404
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0028
0.0214
0.1109
0.3512
0.5133
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0037
0.0259
0.1229
0.3593
0.4877




TABLA B
Distribucion

de Poisson

10

1

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

0.9048
0.8187
0.7408
0.6703
0.6065
0.5488
0.4966
0.4493
0.4066
0.3679
0.3329
0.3012
0.2725
0.2466
0.2231
0.2019
0.1827
0.1653
0.1496
0.1353
0.1108
0.0907
0.0743
0.0608
0.0498
0.0408
0.0334
0.0273
0.0224
0.0183
0.0067
0.0025
0.0009
0.0003
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0905
0.1637
0.2222
0.2681
0.3033
0.3293
0.3476
0.3595
0.3659
0.3679
0.3662
0.3614
0.3543
0.3452
0.3347
0.3230
0.3106
0.2975
0.2842
0.2707
0.2438
0.2177
0.1931
0.1703
0.1494
0.1304
0.1135
0.0984
0.0850
0.0733
0.0337
0.0149
0.0064
0.0027
0.0011
0.0005
0.0002
0.0001
0.0000
0.0000

0.0045
0.0164
0.0333
0.0536
0.0758
0.0988
0.1217
0.1438
0.1647
0.1839
0.2014
0.2169
0.2303
0.2417
0.2510
0.2584
0.2640
0.2678
0.2700
0.2707
0.2681
0.2613
0.2510
0.2384
0.2240
0.2087
0.1929
01771
0.1615
0.1465
0.0842
0.0446
0.0223
0.0107
0.0050
0.0023
0.0010
0.0004
0.0002
0.0001

0.0002
0.0011
0.0033
0.0072
0.0126
0.0198
0.0284
0.0383
0.0494
0.0613
0.0738
0.0867
0.0998
0.1128
0.1255
0.1378
0.1496
0.1607
0.1710
0.1804
0.1966
0.2090
0.2176
0.2225
0.2240
0.2226
0.2186
0.2125
0.2046
0.1954
0.1404
0.0892
0.0521
0.0286
0.0150
0.0076
0.0037
0.0018
0.0008
0.0004

0.0000
0.0001
0.0003
0.0007
0.0016
0.0030
0.0050
0.0077
0.0111
0.0153
0.0203
0.0260
0.0324
0.0395
0.0471
0.0551
0.0636
0.0723
0.0812
0.0902
0.1082
0.1254
0.1414
0.1557
0.1680
0.1781
0.1858
0.1912
0.1944
0.1954
0.1755
0.1339
0.0912
0.0573
0.0337
0.0189
0.0102
0.0053
0.0027
0.0013

0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0002
0.0004
0.0007
0.0012
0.0020
0.0031
0.0045
0.0062
0.0084
0.0111
0.0141
0.0176
0.0216
0.0260
0.0309
0.0361
0.0476
0.0602
0.0735
0.0872
0.1008
0.1140
0.1264
0.1377
0.1477
0.1563
0.1755
0.1606
0.1277
0.0916
0.0607
0.0378
0.0224
0.0127
0.0070
0.0037

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0002
0.0003
0.0005
0.0008
0.0012
0.0018
0.0026
0.0035
0.0047
0.0061
0.0078
0.0098
0.0120
0.0174
0.0241
0.0319
0.0407
0.0504
0.0608
0.0716
0.0826
0.0936
0.1042
0.1462
0.1606
0.1490
0.1221
0.0911
0.0631
0.0411
0.0255
0.0152
0.0087

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
0.0002
0.0003
0.0005
0.0008
0.0011
0.0015
0.0020
0.0027
0.0034
0.0055
0.0083
0.0118
0.0163
0.0216
0.0278
0.0348
0.0425
0.0508
0.0595
0.1044
0.1377
0.1490
0.1396
0.1171
0.0901
0.0646
0.0437
0.0281
0.0174

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
0.0001
0.0002
0.0003
0.0005
0.0006
0.0009
0.0015
0.0025
0.0038
0.0057
0.0081
0.0111
0.0148
0.0191
0.0241
0.0298
0.0653
0.1033
0.1304
0.1396
0.1318
0.1126
0.0888
0.0655
0.0457
0.0304

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
0.0001
0.0002
0.0004
0.0007
0.0011
0.0018
0.0027
0.0040
0.0056
0.0076
0.0102
0.0132
0.0363
0.0688
0.1014
0.1241
0.1318
0.1251
0.1085
0.0874
0.0661
0.0473

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0002
0.0003
0.0005
0.0008
0.0013
0.0019
0.0028
0.0039
0.0053
0.0181
0.0413
0.0710
0.0993
0.1186
0.1251
0.1194
0.1048
0.0859
0.0663

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
0.0002
0.0004
0.0006
0.0009
0.0013
0.0019
0.0082
0.0225
0.0452
0.0722
0.0970
0.1137
0.1194
0.1144
0.1015
0.0844

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
0.0002
0.0003
0.0004
0.0006
0.0034
0.0113
0.0263
0.0481
0.0728
0.0948
0.1094
0.1144
0.1099
0.0984

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
0.0002
0.0013
0.0052
0.0142
0.0296
0.0504
0.0729
0.0926
0.1056
0.1099
0.1060

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0022
0.0071
0.0169
0.0324
0.0521
0.0728
0.0905
0.1021
0.1060

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0009
0.0033
0.0090
0.0194
0.0347
0.0534
0.0724
0.0885
0.0989

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0014
0.0045
0.0109
0.0217
0.0367
0.0543
0.0719
0.0866

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0021
0.0058
0.0128
0.0237
0.0383
0.0550
0.0713

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0009
0.0029
0.0071
0.0145
0.0255
0.0397
0.0554

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0014
0.0037
0.0084
0.0161
0.0272
0.0409

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0006
0.0019
0.0046
0.0097
0.0177
0.0286

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0009
0.0024
0.0055
0.0109
0.0191

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0004
0.0012
0.0030
0.0065
0.0121

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0006
0.0016
0.0037
0.0074

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0008
0.0020
0.0043



TABLAC

Distribucién Normal Estandar (N(0,1))
Esta tabla presenta la probabilidad acumulada
P(Z<z),paraz>0

z P(Z<z) z P(Z<z) z P(Z<z) z P(Z<2) z P(Z<2) z P(Z<2) z P(Z<2) z P(Z<2)

0.00 0.5000 0.50 0.6915 1.00 0.8413 1.50 0.9332 2.00 0.9772 2.50 0.9938 3.00 0.9987 3.50 0.9998
0.01 0.5040 0.51 0.6950 1.01 0.8438 1.51 0.9345 2.01 09778 2.51 0.9940 3.01 0.9987 3.51 0.9998
0.02 0.5080 0.52 0.6985 1.02 0.8461 1.52 0.9357 2.02 0.9783 2.52 0.9941 3.02 0.9987 3.52 0.9998
0.03 0.5120 0.53 0.7019 1.03 0.8485 1.53 0.9370 2.03 0.9788 2.53 0.9943 3.03 0.9988 3.53 0.9998
0.04 0.5160 0.54 0.7054 1.04 0.8508 1.54 0.9382 2.04 09793 2.54 0.9945 3.04 0.9988 3.54 0.9998
0.05 0.5199 0.55 0.7088 1.05 0.8531 1.55 0.9394 2.05 0.9798 2.55 0.9946 3.05 0.9989 3.55 0.9998
0.06 0.5239 0.56 0.7123 1.06 0.8554 1.56 0.9406 2.06 0.9803 2.56 0.9948 3.06 0.9989 3.56 0.9998
0.07 0.5279 0.57 0.7157 1.07 0.8577 1.57 0.9418 2.07 0.9808 2.57 0.9949 3.07 0.9989 3.57 0.9998
0.08 0.5319 0.58 0.7190 1.08 0.8599 1.58 0.9429 2.08 0.9812 2.58 0.9951 3.08 0.9990 3.58 0.9998
0.09 0.5359 0.59 0.7224 1.09 0.8621 1.59 0.9441 2.09 0.9817 259 0.9952 3.09 0.9990 3.59 0.9998
0.10 0.5398 0.60 0.7257 1.10 0.8643 1.60 0.9452 2.10 0.9821 2.60 0.9953 3.10 0.9990 3.60 0.9998
0.11 0.5438 0.61 0.7291 A1 08665 1.61 0.9463 2.11 0.9826 2.61 0.9955 3.11 0.9991 3.61 0.9998
0.12 0.5478 0.62 0.7324 12 08686 1.62 0.9474 212 0.9830 2.62 0.9956 3.12 0.9991 3.62 0.9999
0.13 0.5517 0.63 0.7357 13 08708 1.63 0.9484 213 0.9834 263 0.9957 3.13 0.9991 3.63 0.9999
0.14 0.5557 0.64 0.7389 1408729 1.64 0.9495 214 0.9838 2.64 09959 3.14 0.9992 3.64 0.9999
0.15 0.5596 0.65 0.7422 15 0.8749 1.65 0.9505 2.15 0.9842 2.65 0.9960 3.15 0.9992 3.65 0.9999
0.16 0.5636 0.66 0.7454 16 08770 1.66 0.9515 216 0.9846 2.66 0.9961 3.16 0.9992 3.66 0.9999
0.17 0.5675 0.67 0.7486 A7 08790 1.67 0.9525 217 0.9850 2.67 0.9962 3.17 0.9992 3.67 0.9999
0.18 0.5714 0.68 0.7517 18 0.8810 1.68 0.9535 2.18 0.9854 2.68 0.9963 3.18 0.9993 3.68 0.9999
0.19 0.5753 0.69 0.7549 119 0.8830 1.69 0.9545 2.19 0.9857 2.69 0.9964 3.19 0.9993 3.69 0.9999
0.20 0.5793 0.70 0.7580 1.20 0.8849 1.70 0.9554 2.20 0.9861 2.70 0.9965 3.20 0.9993 3.70 0.9999
0.21 0.5832 0.71 0.7611 1.21 0.8869 1.71 0.9564 2.21 0.9864 2.71 0.9966 3.21 0.9993 3.71 0.9999
0.22 0.5871 0.72 0.7642 1.22 0.8888 1.72 0.9573 222 0.9868 2.72 0.9967 3.22 0.9994 3.72 0.9999
0.23 0.5910 0.73 0.7673 1.23 0.8907 1.73 0.9582 2.23 0.9871 2.73 0.9968 3.23 0.9994 3.73 0.9999
0.24 05948 0.74 0.7704 1.24 0.8925 1.74 0.9591 224 0.9875 2.74 0.9969 3.24 0.9994 3.74 0.9999
0.25 0.5987 0.75 0.7734 1.25 0.8944 1.75 0.9599 225 0.9878 2.75 0.9970 3.25 0.9994 3.75 0.9999
0.26 0.6026 0.76 0.7764 1.26 0.8962 1.76 0.9608 2.26 0.9881 2.76 0.9971 3.26 0.9994 3.76 0.9999
0.27 0.6064 0.77 0.7794 1.27 0.8980 1.77 0.9616 2.27 0.9884 2.77 0.9972 3.27 0.9995 3.77 0.9999
0.28 0.6103 0.78 0.7823 1.28 0.8997 1.78 0.9625 2.28 0.9887 2.78 0.9973 3.28 0.9995 3.78 0.9999
0.29 0.6141 0.79 0.7852 1.29 0.9015 1.79 0.9633 2.29 0.9890 2.79 0.9974 3.29 0.9995 3.79 0.9999
0.30 0.6179 0.80 0.7881 1.30 0.9032 1.80 0.9641 230 0.9893 2.80 0.9974 3.30 0.9995 3.80 0.9999
0.31 0.6217 0.81 0.7910 1.31 0.9049 1.81 0.9649 231 0.9896 2.81 0.9975 3.31 0.9995 3.81 0.9999
0.32 0.6255 0.82 0.7939 1.32 0.9066 1.82 0.9656 2.32 0.9898 2.82 0.9976 3.32 0.9995 3.82 0.9999
0.33 0.6293 0.83 0.7967 1.33 0.9082 1.83 0.9664 233 0.9901 2.83 0.9977 3.33 0.9996 3.83 0.9999
0.34 0.6331 0.84 0.7995 1.34 0.9099 1.84 0.9671 2.34 0.9904 2.84 0.9977 3.34 0.9996 3.84 0.9999
0.35 0.6368 0.85 0.8023 1.35 0.9115 1.85 0.9678 235 0.9906 2.85 0.9978 3.35 0.9996 3.85 0.9999
0.36 0.6406 0.86 0.8051 1.36 0.9131 1.86 0.9686 2.36 0.9909 2.86 0.9979 3.36 0.9996 3.86 0.9999
0.37 0.6443 0.87 0.8078 1.37 0.9147 1.87 0.9693 237 0.9911 2.87 0.9979 3.37 0.9996 3.87 0.9999
0.38 0.6480 0.88 0.8106 1.38 0.9162 1.88 0.9699 238 0.9913 2.88 0.9980 3.38 0.9996 3.88 0.9999
0.39 0.6517 0.89 08133 1.39 09177 1.89 09706 239 0.9916 2.89 0.9981 3.39 0.9997 3.89 0.9999
0.40 0.6554 0.90 0.8159 1.40 0.9192 190 0.9713 240 0.9918 2.90 0.9981 3.40 0.9997 3.90 1.0000
0.41 0.6591 0.91 08186 1.41 0.9207 1.91 09719 241 09920 2.91 0.9982 3.41 0.9997 3.91 1.0000
0.42 06628 0.92 0.8212 142 09222 1.92 09726 242 0.9922 292 0.9982 342 0.9997 3.92 1.0000
0.43 0.6664 0.93 0.8238 1.43 0.9236 193 0.9732 243 09925 293 0.9983 3.43 0.9997 3.93 1.0000
0.44 0.6700 0.94 0.8264 1.44 09251 1.94 09738 244 009927 2.94 0.9984 3.44 0.9997 3.94 1.0000
0.45 0.6736 0.95 0.8289 1.45 0.9265 1.95 0.9744 245 09929 2.95 0.9984 3.45 0.9997 3.95 1.0000
0.46 0.6772 0.96 0.8315 1.46 0.9279 1.96 09750 246 0.9931 296 0.9985 3.46 0.9997 3.96 1.0000
0.47 0.6808 0.97 0.8340 1.47 0.9292 197 0.9756 2.47 09932 2.97 0.9985 3.47 0.9997 3.97 1.0000
0.48 0.6844 0.98 0.8365 1.48 0.9306 1.98 0.9761 248 0.9934 298 0.9986 3.48 0.9997 3.98 1.0000
0.49 0.6879 0.99 0.8389 1.49 0.9319 1.99 0.9767 249 09936 2.99 0.9986 3.49 0.9998 3.99 1.0000



TABLA D
Distribucion t de Student

En el margen superior se leen los percentiles y en
margen izquierdo los grados de libertad.
Esta tabla da los valores de z > 0 para P(t, < z)=1-a

1-a 0.995 0.99 0.975 0.95 0.90 0.80 0.75
n
1 63.66 31.82 12.71 6.31 3.08 1.38 1.00
2 9.92 6.96 4.30 2.92 1.89 1.06 0.82
3 5.84 4.54 3.18 235 1.64 0.98 0.76
4 4.60 3.75 278 213 1.53 0.94 0.74
5 4.03 3.36 2.57 2.02 1.48 0.92 0.73
6 3.71 3.14 245 1.94 1.44 0.91 0.72
7 3.50 3.00 2.36 1.89 1.4 0.90 0.71
8 3.36 2.90 2.31 1.86 1.40 0.89 0.71
9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 0.88 0.70
10 317 2.76 2.23 1.81 1.37 0.88 0.70
1 3.1 2.72 2.20 1.80 1.36 0.88 0.70
12 3.05 2.68 2.18 1.78 1.36 0.87 0.70
13 3.01 2.65 2.16 1.77 1.35 0.87 0.69
14 2.98 2.62 2.14 1.76 1.35 0.87 0.69
15 2.95 2.60 213 1.75 1.34 0.87 0.69
16 2.92 2.58 212 1.75 1.34 0.86 0.69
17 2.90 2.57 2.1 1.74 1.33 0.86 0.69
18 2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 0.86 0.69
19 2.86 2.54 2.09 1.73 1.33 0.86 0.69
20 2.85 2.53 2.09 1.72 1.33 0.86 0.69
21 2.83 2.52 2.08 1.72 1.32 0.86 0.69
22 2.82 251 2.07 1.72 1.32 0.86 0.69
23 2.81 2.50 2.07 1.7 1.32 0.86 0.69
24 2.80 249 2.06 1.7 1.32 0.86 0.68
25 2.79 249 2.06 1.7 1.32 0.86 0.68
26 2.78 248 2.06 1.7 1.31 0.86 0.68
27 2.77 247 2.05 1.70 1.31 0.86 0.68
28 2.76 247 2.05 1.70 1.31 0.85 0.68
29 2.76 246 2.05 1.70 1.31 0.85 0.68
30 2.75 2.46 2.04 1.70 1.31 0.85 0.68
31 2.74 245 2.04 1.70 1.31 0.85 0.68
32 2.74 245 2.04 1.69 1.31 0.85 0.68
33 273 244 2.03 1.69 1.31 0.85 0.68
34 273 244 2.03 1.69 1.31 0.85 0.68
35 272 244 2.03 1.69 1.31 0.85 0.68
36 272 243 2.03 1.69 1.31 0.85 0.68
37 272 243 2.03 1.69 1.30 0.85 0.68
38 2.7 243 2.02 1.69 1.30 0.85 0.68
39 2.7 243 2.02 1.68 1.30 0.85 0.68
40 2.70 242 2.02 1.68 1.30 0.85 0.68
45 2.69 2.4 2.01 1.68 1.30 0.85 0.68
50 2.68 240 2.01 1.68 1.30 0.85 0.68
55 2.67 240 2.00 1.67 1.30 0.85 0.68
60 2.66 2.39 2.00 1.67 1.30 0.85 0.68
65 2.65 2.39 2.00 1.67 1.29 0.85 0.68
70 2.65 2.38 1.99 1.67 1.29 0.85 0.68
75 2.64 2.38 1.99 1.67 1.29 0.85 0.68
80 2.64 2.37 1.99 1.66 1.29 0.85 0.68
90 2.63 2.37 1.99 1.66 1.29 0.85 0.68
100 2.63 2.36 1.98 1.66 1.29 0.85 0.68
120 2.62 2.36 1.98 1.66 1.29 0.84 0.68




TABLAE N

Distribucién Ji-Cuadrado .

Esta tabla da los valores de Z tales que ;} ;h;

P(xa27) =0

a 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 0.20 0.4 0.50 0.75 0.90 0.95 0.995

n
1 7.88 6.63 5.02 3.84 2.71 1.64 0.71 0.45 0.10 0.02  0.00 0.00
2 10.60 9.21 7.38 5.99 4.61 3.22 1.83 1.39 0.58 0.21  0.10 0.01
3 12.84  11.34 9.35 7.81 6.25 4.64 2.95 2.37 1.21 0.58  0.35 0.07
4 1486  13.28  11.14 9.49 7.78 5.99 4.04 3.36 1.92 1.06  0.71 0.21
5 16.75  15.09  12.83  11.07 9.24 7.29 513 4.35 2.67 1.61 1.15 0.41
6 18.55  16.81 14.45 1259  10.64 8.56 6.21 5.35 3.45 220 1.64 0.68
7 20.28  18.48  16.01 14.07  12.02 9.80 7.28 6.35 4.25 283 217 0.99
8 21.95 20.09 17.53  15.51 13.36  11.03 8.35 7.34 5.07 3.49 273 1.34
9 23.59  21.67 19.02  16.92 1468  12.24 9.41 8.34 5.90 417  3.33 1.73
10 2519  23.21 20.48  18.31 15.99  13.44  10.47 9.34 6.74 487  3.94 2.16
11 26.76 2473 2192  19.68 17.28  14.63 1153  10.34 7.58 558  4.57 2.60
12 28.30 26.22 23.34 21.03 18.55  15.81 12.58  11.34 8.44 6.30 5.23 3.07
13 29.82  27.69 24.74 2236  19.81 16.98  13.64  12.34 9.30 7.04 589 3.57
14 3132 2914 2612 2368 21.06 1815 14,69 13.34 1017 779 6.57 4.07
15 32.80 30.58 27.49  25.00 22.31 19.31 15.73 1434  11.04 8.55 7.26 4.60
16 3427 32.00 2885 26.30 23.54 2047 16.78  15.34  11.91 9.31  7.96 5.14
17 3572  33.41 30.19  27.59 2477 21.61 17.82  16.34 1279 10.09  8.67 5.70
18 37.16 34.81 31.53 28.87 25.99 22.76 18.87 17.34 13.68 10.86 9.39 6.26
19 38.58  36.19  32.85 30.14  27.20 23.90  19.91 18.34 1456  11.65 10.12 6.84
20 40.00 37.57  34.17  31.41 28.41 25.04 20.95 19.34 1545 12.44 10.85 7.43
21 41.40 38.93 35.48 32.67 29.62 26.17 21.99 20.34 16.34 13.24 11.59 8.03
22 4280 4029 36.78  33.92  30.81 27.30  23.03  21.34 17.24  14.04 12.34 8.64
23 4418 4164 38.08 3517  32.01 28.43  24.07 2234 1814  14.85 13.09 9.26
24 4556 42.98 39.36 36.42 33.20 29.55 25.11 23.34 19.04 15.66 13.85 9.89
25 46.93  44.31 40.65 37.65 34.38 30.68 26.14 24.34  19.94 16.47 14.61 1052
26 4829 4564  41.92 3889 3556 31.79 2718 2534 20.84 17.29 1538 11.16
27 49.65  46.96 4319  40.11 36.74  32.91 28.21 26.34  21.75 1811 16.15 11.81
28 50.99  48.28  44.46 4134  37.92 34.03 2925 27.34 2266 18.94 16.93 12.46
29 52.34 4959 4572 4256  39.09 3514 3028 28.34 2357 19.77 17.71 13.12
30 53.67 50.89  46.98  43.77  40.26  36.25 31.32 2934 2448 20.60 18.49 13.79
31 55.00 52.19 4823  44.99 4142 3736 3235 30.34 2539 21.43 19.28 14.46
32 56.33 53.49 49.48 46.19 42.58 38.47 33.38 31.34 26.30 22.27 20.07 15.13
33 57.65 54.78  50.73  47.40  43.75  39.57  34.41 3234 2722 23.11 20.87 15.82
34 58.96 56.06 51.97 48.60 44.90 40.68 35.44 33.34 28.14 2395 21.66 16.50
35 60.27 57.34 5320  49.80 46.06 41.78  36.47 34.34 29.05 24.80 2247 17.19
36 61.58 58.62  54.44  51.00 47.21 42.88 3750 35.34 2997 25.64 23.27 17.89
37 62.88 59.89 55.67 5219  48.36  43.98 3853 36.34 30.89 26.49 24.07 18.59
38 64.18 61.16 56.90 53.38 49.51 45.08 39.56 37.34 31.81 27.34 2488 19.29
39 65.48 62.43 58.12 54.57 50.66 46.17 40.59 38.34 32.74 28.20 25.70 20.00
40 66.77 63.69 59.34 5576  51.81 4727 4162 39.34 3366 29.05 26.51 20.71
45 7317 69.96 65.41 61.66 57.51 52.73 46.76 44.34 38.29 33.35 30.61 24.31
50 79.49 76.15 71.42 67.50 63.17 58.16 51.89 49.33 42.94 37.69 34.76 27.99
55 85.75 8229  77.38  73.31 68.80 63.58 57.02 5433  47.61 42.06 38.96 31.73
60 91.95 88.38 83.30 79.08 74.40 68.97 6213 5933  52.29 46.46 43.19 3553
65 98.10 94.42 89.18 84.82 79.97 74.35 67.25 64.33 56.99 50.88 47.45 39.38
70 104.21 100.43 95.02 90.53 85.53 79.71 72.36 69.33 61.70 55.33 51.74 43.28
75 | 110.29 106.39 100.84 96.22 91.06 85.07 77.46 7433  66.42 59.79 56.05 47.21
80 116.32 112.33 106.63 101.88 96.58 90.41 82.57 79.33 71.14 64.28 60.39 51.17
90 | 128.30 12412 118.14 113.15 107.57 101.05 92.76  89.33  80.62 73.29 69.13 59.20
100 | 140.17 13581 12956 124.34 11850 111.67 102.95 99.33 9013  82.36 77.93 67.33
120 | 163.65 158.95 152.21 146.57 140.23 132.81 123.29 119.33 109.22 100.62 95.70 83.85




/
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TABLAF
Distribucién F de Fisher
En las columnas grados de libertad del numerador, en las filas grados de libertad del denominador.
Esta tabla da valores de Z tales que P(F, , >7)=a
ni
n2| a _ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 60 120

0.005| 16212.46 19997.36 21614.13 22500.75 23055.82 23439.53 2371520 23923.81 2409145 24221.84 24333.60 24426.73 24504.96 24572.01 24631.62 24683.77 2472848 2476573 2480298 24836.51 25041.40 2514571 2525374 25358.05
0.01] 405218 4999.34  5403.53 562426 576396 5858.95 592833  5980.95 602240 605593 6083.40 6106.68 612577 6143.00 6156.97 6170.01 6181.19 619143 6200.75 620866 6260.35 628643 6312.97  6339.51
0.025 647.79 799.48 864.15 899.60 921.83 937.11 948.20 956.64 963.28 968.63 973.03 976.72 979.84 982.55 984.87 986.91 988.72 990.35 991.80 99308  1001.40 100560  1009.79  1014.04
0.05] 161.45 199.50 215.71 22458 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 24188 242.98 243.90 24469 245.36 245.95 246.47 246.92 247.32 24769 248.02 250.10 251.14 252.20 253.25

0.975 0.00 0.03 0.06 0.08 0.10 0.1 0.12 0.13 0.14 0.14 0.15 0.15 0.16 0.16 0.16 0.16 0.17 0.17 0.17 0.17 0.18 0.18 0.19 0.19
0.95) 0.01 0.05 0.10 0.13 0.15 0.17 0.18 0.19 0.20 0.20 0.21 0.21 0.21 0.22 0.22 0.22 0.22 0.23 023 023 0.24 0.24 0.25 0.26
0.995 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.07 0.08 0.08 0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.10 0.10 0.10 0.10 0.1 0.1 0.12 0.12

0.005 198.50 199.01 199.16 199.24 199.30 199.33 199.36 199.38 199.39 199.39 199.42 199.42 199.42 199.42 199.43 199.45 199.45 199.45 199.45 199.45 199.48 199.48 199.48 199.49
0.01 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 99.38 99.39 99.40 99.41 99.42 99.42 99.43 99.43 99.44 99.44 99.44 99.45 99.45 99.47 99.48 99.48 99.49
0.025 38.51 39.00 3917 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.41 39.41 39.42 3943 3943 39.44 39.44 39.44 39.45 39.45 39.46 39.47 39.48 39.49
0.05 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.40 19.41 19.42 19.42 19.43 19.43 19.44 19.44 19.44 1945 19.46 19.47 19.48 19.49

0.975 0.00 0.03 0.06 0.09 0.12 0.14 0.15 0.17 017 0.18 0.19 0.20 0.20 0.21 0.21 0.21 0.22 0.22 022 022 0.24 0.25 0.25 0.26
0.95) 0.01 0.05 0.10 0.14 0.17 0.19 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.26 0.27 0.27 0.28 0.28 0.28 0.28 0.29 0.30 0.31 0.32 0.33
0.995 0.00 0.01 0.02 0.04 0.05 0.07 0.08 0.09 0.10 0.11 0.11 0.12 0.12 0.13 0.13 0.13 0.14 0.14 0.14 0.14 0.16 0.16 0.17 0.18

0.005 56.55 49.80 4747 46.20 45.39 44.84 44.43 4413 43.88 43.68 43.52 43.39 4327 43.17 43.08 43.01 42.94 42.88 42.83 4278 4247 42.31 42.15 41.99
0.01 34.12 30.82 29.46 28.71 2824 2191 27.67 27.49 27.34 27.23 2713 27.05 26.98 26.92 26.87 26.83 26.79 26.75 26.72 26.69 26.50 26.41 26.32 26.22
0.025 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 1447 14.42 14.37 14.34 14.30 14.28 14.25 14.23 14.21 14.20 14.18 14.17 14.08 14.04 13.99 13.95

0.05] 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76 8.74 8.73 8.7 8.70 8.69 8.68 8.67 8.67 8.66 8.62 8.59 8.57 8.55
0.975 0.00 0.03 0.06 0.10 0.13 0.15 0.17 0.18 0.20 0.21 0.22 0.22 0.23 0.24 0.24 0.25 0.25 0.25 0.26 0.26 0.28 0.29 0.30 0.31
0.95 0.00 0.05 0.11 0.15 0.18 0.21 0.23 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.29 0.30 0.30 0.31 0.31 0.32 0.32 0.32 0.34 0.35 0.36 0.37
0.995 0.00 0.01 0.02 0.04 0.06 0.08 0.09 0.10 0.1 0.12 0.13 0.14 0.14 0.15 0.15 0.16 0.16 017 017 017 0.19 0.20 0.21 0.22

PO W W W W W W NN NN RNRNS S S o e A

0.005 31.33 26.28 24.26 2315 2246 21.98 21.62 21.35 21.14 20.97 20.82 20.70 20.60 20.51 20.44 20.37 20.31 20.26 20.21 20.17 19.89 19.75 19.61 19.47




TABLA F (Continuacion)
n1
nz2| a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 60 120
4] 0.01 2120 18.00 16.69 1598 1552 1521 1498 1480 14.66 1455 1445 1437 1431 1425 1420 1415 1411 14.08 14.05 14.02 13.84 13.75 1365 13.56
4] 0.025 1222 1065 998 960 936 920 907 898 890 884 879 875 872 868 866 863 861 859 858 856 846 841 836 831
4| 0.05 771 694 659 639 626 616 609 604 600 595 594 591 58 587 58 584 583 58 58 580 575 572 560 566
4| 0975 000 003 007 040 014 016 048 020 021 022 023 024 025 026 026 027 027 028 028 028 031 032 033 035
4| 095 000 005 011 046 019 022 024 026 028 029 030 031 031 032 033 033 034 034 035 035 037 038 040 041
4] 0.995 0.00 0.01 0.02 0.04 0.06 008 010 0.11 013 014 015 015 016 017 017 018 018 019 019 019 022 023 024 0.26
5| 0.005 2278 1831 1653 1556 14.94 1451 1420 1396 1377 1362 1349 1338 1329 1321 1315 1309 13.03 1298 12.94 1290 1266 12.53 1240 12.27
5 0.01 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 1046 10.29 10.16 10.05 996 989 982 977 972 968 9.64 9.61 958 955 938 929 920 9.1
5| 0.025 1001 843 776 739 745 698 685 676 668 662 657 652 649 646 643 640 638 636 634 633 623 618 612 6.07
5 0.05 6.61 579 541 519 505 495 488 482 477 474 470 468 466 464 462 460 459 458 457 456 450 446 443 440
5| 0.975 000 003 007 041 014 0417 049 021 022 024 025 026 027 027 028 029 029 030 030 030 033 034 036 037
5| 095 000 005 011 046 020 023 025 027 029 030 031 032 033 034 034 035 036 036 036 037 039 041 042 044
5| 0.995 000 001 002 004 007 009 041 012 013 015 016 046 017 018 049 019 020 020 021 021 024 025 027 028
6| 0.005 18.63 1454 1292 1203 1146 1107 1079 1057 1039 10.25 1013 1003 995 988 981 976 971 966 962 959 936 924 912 9.00
6 0.01 13.75 1092 978 915 875 847 826 810 798 787 779 772 766 760 756 752 748 745 742 740 723 714 7.06 6.97
6| 0.025 881 726 660 623 599 582 570 560 552 546 541 537 533 530 527 524 522 520 518 517 507 501 496 4.90
6 0.05 599 514 476 453 439 428 421 415 410 4.06 403 400 398 39 394 392 391 390 388 387 3.81 3.77 374 370
6| 0.975 000 003 007 041 014 0417 020 021 023 025 026 027 028 029 029 030 031 031 032 032 035 036 038 040
6| 095 000 005 011 046 020 023 026 028 030 031 032 033 034 035 036 036 037 038 038 038 041 043 044 046
6| 0.995 000 001 002 005 007 009 041 013 014 015 046 047 018 019 020 020 021 021 022 022 025 027 029 030
7] 0.005 16.24 1240 1088 10.05 952 916 8.89 8.68 851 838 827 818 810 803 797 791 787 783 779 75 753 742 731 7.19
71 001 1225 955 845 785 746 749 699 684 672 662 654 647 641 636 631 628 624 621 618 616 599 591 58 574
7| 0.025 807 654 589 552 529 512 499 490 482 476 471 467 463 460 457 454 452 450 448 447 436 431 425 420
71 0.05 559 474 435 412 397 387 379 373 368 364 360 357 355 353 351 349 348 347 346 344 338 334 330 327
7| 0.975 000 003 007 041 015 018 020 022 024 025 027 028 029 030 030 031 032 032 033 033 036 038 040 042
71 095 000 005 011 046 021 024 026 029 030 032 033 034 035 036 037 038 038 039 039 040 043 044 046 048
7| 0.995 000 001 002 005 007 009 041 013 0415 046 017 0418 019 020 021 021 022 022 023 023 027 028 030 0.32
8| 0.005 1469 11.04 960 881 830 795 769 750 734 1.2 710 7.01 6.94 6.87 6.81 6.76 6.72 6.68 6.64 6.61 640 6.29 6.18 6.06
8| 0.01 1126 865 759 701 663 637 618 603 591 581 573 567 561 556 552 548 544 541 538 536 520 512 503 495




TABLA F (Continuacion)
n1
na2 [0 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 60 120
8] 0.025 757 6.06 542 505 482 465 453 443 436 430 424 420 416 413 410 4.08 4.05 4.03 4.02 4.00 389 384 3.78 3.73
8 0.05 532 446 4.07 3.84 3.69 358 350 344 339 335 3.31 328 326 324 322 320 319 317 316 315 3.08 3.04 3.01 2.97
8] 0.975 0.00 0.03 0.07 0.11 015 018 020 023 024 026 027 028 030 030 0.31 032 033 033 034 034 038 040 041 0.43
8| 0095 000 005 041 047 021 024 027 029 031 033 034 035 036 037 038 039 039 040 040 041 044 046 048 050
8] 0.995 0.00 0.01 0.02 0.05 0.07 009 012 013 015 016 018 019 020 0.21 0.21 022 023 023 024 024 028 030 032 0.34
9 0.01 1056 802 6.99 642 6.06 580 561 547 535 526 518 5.11 5.05 5.01 496 492 489 486 483 481 465 457 448 440
9] 0.025 7.21 5.71 508 472 448 432 420 410 4.03 3.96 3.91 3.87 383 380 3.77 3.74 372 370 368 367 356 3.51 3.45 3.39
9| 0.5 512 426 386 363 348 337 329 323 318 314 310 307 305 303 301 299 297 296 295 294 286 283 279 275
9] 0.975 0.00 0.03 0.07 0.11 0.15 018 0.21 023 025 026 028 029 030 031 032 033 034 034 035 035 039 041 043 045
9| 095 000 005 041 047 021 024 027 030 031 033 035 036 037 038 039 039 040 041 041 042 045 047 049 051
9| 0.995 000 001 002 005 007 0410 0412 014 015 017 018 019 020 021 022 023 024 024 025 025 029 031 033 036
10] 0.005 1283 943 8.08 734 687 654 630 6.12 597 585 575 566 559 553 547 542 538 534 531 527 507 497 486 475
10 0.01 1004 756 655 599 564 539 520 506 494 485 477 4711 465 460 456 452 449 446 443 44 425 417 4.08 4.00
10| 0.025 694 546 483 447 424 407 395 385 378 372 366 362 358 355 352 350 347 345 344 342 331 326 320 3.14
10 0.05 496 4.10 3.71 348 333 322 314 3.07 3.02 298 294 291 289 286 285 283 281 280 279 277 270 266 262 258
10] 0.975 0.00 0.03 0.07 0.11 0.15 018 0.21 023 025 027 028 030 031 032 033 033 034 035 035 036 040 042 044 046
10| 0.95 000 005 041 047 021 025 027 030 032 034 035 036 037 038 039 040 041 041 042 043 046 048 050 052
10| 0.995 000 001 002 005 007 0410 0412 014 016 017 018 020 021 022 023 023 024 025 025 02 030 032 034 037
11] 0.005 1223 891 760 688 642 610 586 568 554 542 532 524 516 510 505 500 496 492 489 486 465 455 445 434
1 0.01 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 507 489 474 463 454 446 440 434 429 425 4.21 418 415 412 410 394 386 3.78 3.69
11| 0.025 672 526 463 428 404 388 376 366 359 353 347 343 339 336 333 330 328 326 324 323 312 306 300 294
1 0.05 484 398 359 336 320 3.09 3.01 295 290 285 282 279 276 274 272 270 269 267 266 265 257 253 249 245
11] 0.975 0.00 0.03 0.07 0.11 015 018 0.21 024 026 027 029 030 031 032 033 034 035 036 036 037 041 043 045 048
11| 095 000 005 0141 047 021 025 028 030 032 034 035 037 038 039 040 041 041 042 043 043 047 049 051 053
11] 0.995 0.00 0.01 0.02 0.05 0.07 010 012 014 016 017 019 020 0.21 022 023 024 025 025 026 027 031 0.33 036 0.38
12] 0.005 11.75  8.51 723 652 6.07 576 552 535 520 509 499 491 484 477 472 467 463 459 456 453 433 423 412 4.01
12]  0.01 933 693 595 541 506 482 464 450 439 430 422 416 410 405 401 397 394 391 388 386 370 362 354 345
12] 0.025 6.55 510 447 412 3.89 3.73 361 3.51 344 337 3.32 3.28 324 321 3.18 3.15 3.13 3.1 3.09 307 296 291 285 279
12 0.05 475 3.89 349 326 3.11 3.00 291 285 280 275 272 269 266 264 262 260 258 257 256 254 247 243 238 234
12| 0.975 000 003 007 041 0415 0419 021 024 026 028 029 031 032 033 034 035 035 036 037 037 041 044 046 049
12| 095 000 005 0141 047 021 025 028 030 033 034 036 037 038 039 040 041 042 043 043 044 048 050 052 055
12] 0.995 0.00 0.01 0.02 0.05 0.07 010 012 014 016 018 019 020 022 023 024 024 025 026 027 027 031 0.34 036 0.39




TABLA F (Continuacion)
ni1
na2j o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 60 120
13| 0.005 1137 819 693 623 579 548 525 508 494 482 472 464 457 451 446 441 437 433 430 427 407 397 387 3.76
13]  0.01 9.07 670 574 521 486 462 444 430 419 410 402 396 391 38 382 378 375 372 369 366 351 343 334 325
13] 0.025 6.41 497 435 400 377 360 348 339 331 325 320 315 312 308 3.05 303 300 298 296 295 284 278 272 266
13] 0.05 467 381 341 318 303 292 283 277 271 267 263 260 258 255 253 251 250 248 247 246 238 234 230 225
13] 0.975 0.00 003 0.07 o011 015 019 022 024 026 028 029 031 032 033 034 035 036 037 037 038 042 044 047 0.50
13] 095 000 005 011 017 021 025 028 031 033 035 036 038 039 040 041 042 042 043 044 044 048 051 053 0.55
13] 0.995 0.00 001 002 005 008 010 012 014 016 018 019 021 022 023 024 025 026 026 027 028 032 035 037 040
14] 0.005 1106 792 6.68 600 55 526 503 486 472 460 451 443 436 430 425 420 416 412 409 406 386 376 366 3.5
14] 0.01 886 651 556 504 469 446 428 414 403 394 38 380 375 370 366 362 359 356 353 351 335 327 318 3.09
14] 0.025 6.30 486 424 389 366 350 338 329 321 315 309 3.05 301 298 295 292 290 288 28 284 273 267 261 255
14 0.05 460 374 334 311 296 285 276 270 265 260 257 253 251 248 246 244 243 241 240 239 231 227 222 218
14] 0.975 0.00 003 0.07 o012 015 019 022 024 026 028 030 031 032 034 035 035 036 037 038 038 043 045 048 0.51
14] 095 000 005 011 017 022 025 028 031 033 035 037 038 039 040 041 042 043 044 044 045 049 051 054 0.56
14] 0.995 0.00 001 0.02 005 008 010 012 015 016 018 020 021 022 023 024 025 026 027 027 028 033 035 038 041
15] 0.005 1080 7.70 6.48 580 537 507 485 467 454 442 433 425 418 412 407 402 398 395 391 388 3.69 359 348 3.37
15] 0.01 868 636 542 489 456 432 414 400 389 380 373 367 361 356 352 349 345 342 340 337 321 313 305 296
15] 0.025 6.20 477 415 380 358 341 329 320 312 306 301 296 292 289 286 284 281 279 277 276 264 259 252 246
15] 0.05 454 368 329 306 290 279 271 264 259 254 251 248 245 242 240 238 237 235 234 233 225 220 216 2.1
15] 0.975 0.00 003 007 012 016 019 022 024 027 028 030 031 033 034 035 036 037 037 038 039 043 046 049 051
15] 0.95 0.00 005 011 017 022 025 028 031 033 035 037 038 039 041 042 043 043 044 045 045 050 052 054 057
15] 0.995 0.00 001 002 005 008 010 013 015 017 018 020 021 022 024 025 026 026 027 028 029 033 036 039 042
16] 0.005 1058 751 6.30 564 521 491 469 452 438 427 418 410 403 397 392 387 383 380 376 373 354 344 333 322
16] 0.01 853 623 529 477 444 420 403 389 378 369 362 355 350 345 341 337 334 331 328 326 310 3.02 293 284
16] 0.025 612 469 408 373 350 334 322 312 305 299 293 289 285 282 279 276 274 272 270 268 257 251 245 238
16] 0.05 449 363 324 301 285 274 266 259 254 249 246 242 240 237 235 233 232 230 229 228 219 215 211 2.06
16] 0.975 0.00 003 007 012 016 019 022 025 027 029 030 032 033 034 035 036 037 038 039 039 044 046 049 052
16] 0.95 0.00 005 012 017 022 025 029 031 033 035 037 038 040 041 042 043 044 044 045 046 050 053 055 0.58
16] 0.995 0.00 001 002 005 008 010 013 015 017 018 020 021 023 024 025 026 027 027 028 029 034 037 040 043
17] 0.005 1038 735 6.16 550 507 478 456 439 425 414 405 397 390 38 379 375 371 367 364 361 341 331 321 310
17 0.01 840 611 519 467 434 410 393 379 368 359 352 346 340 335 331 327 324 321 319 316 300 292 283 275
17] 0.025 6.04 462 401 366 344 328 316 3.06 298 292 287 282 279 275 272 270 267 265 263 262 250 244 238 232




TABLA F (Continuacion)
n1
nzj a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 60 120
17| 0.05 445 359 320 296 281 270 261 255 249 245 241 238 235 233 231 229 227 226 224 223 215 210 206 2.01
17| 0.975 000 003 007 012 016 019 022 025 027 029 030 032 033 034 036 037 037 038 039 040 044 047 050 053
17| 095 000 005 012 017 022 026 029 031 034 036 037 039 040 041 042 043 044 045 046 046 051 053 056 059
17] 0.995 000 001 002 005 008 010 013 015 017 019 020 022 023 024 025 026 027 028 029 029 034 037 040 044
18] 0.005 1022 721 603 537 49 466 444 428 414 403 394 38 379 373 368 364 360 35 353 350 330 320 310 299
18] 0.01 829 6.01 509 458 425 401 384 371 360 351 343 337 332 327 323 319 316 313 310 308 292 284 275 266
18| 0.025 598 456 395 361 338 322 310 301 293 287 281 277 273 270 267 264 262 260 258 256 244 238 232 226
18| 0.05 441 355 316 293 277 266 258 251 246 241 237 234 231 229 227 225 223 222 220 219 211 206 202 197
18| 0.975 000 003 007 012 016 019 022 025 027 029 031 032 034 035 036 037 038 039 039 040 045 047 050 054
18] 0.95 000 005 012 017 022 026 029 032 034 036 037 039 040 041 042 043 044 045 046 046 051 054 056 059
18] 0.995 000 001 002 005 008 010 013 015 017 019 020 022 023 024 025 026 027 028 029 030 035 038 041 044
19| 0.005 1007 7.09 592 527 485 45 434 418 404 393 384 376 370 364 359 354 350 346 343 340 321 311 3.00 289
19| 0.01 818 593 501 450 417 394 377 363 352 343 336 330 324 319 315 312 308 3.05 303 300 284 276 267 258
19| 0.025 592 451 390 35 333 317 3.05 296 288 282 276 272 268 265 262 259 257 255 253 251 239 233 227 220
19| 0.05 438 352 313 290 274 263 254 248 242 238 234 231 228 226 223 221 220 218 217 216 207 203 198 193
19] 0.975 000 003 007 012 016 019 022 025 027 029 031 032 034 03 036 037 038 039 040 040 045 048 051 054
19] 0.95 000 005 012 017 022 026 029 032 034 036 038 039 040 042 043 044 045 045 046 047 051 054 057 060
19] 0.995 0.00 001 002 005 008 010 013 015 017 019 020 022 023 024 026 027 027 028 029 030 035 038 041 045
20| 0.005 994 699 582 517 476 447 426 409 396 38 376 368 361 355 350 346 342 338 335 332 312 302 292 281
201 0.01 810 585 494 443 410 387 370 356 346 337 329 323 318 313 309 305 302 299 296 294 278 269 261 252
20| 0.025 587 446 38 351 329 313 3.01 291 284 277 272 268 264 260 257 255 252 250 248 246 235 229 222 216
20 0.05 435 349 310 287 271 260 251 245 239 235 231 228 225 222 220 218 217 215 214 212 204 199 195 190
20] 0.975 000 003 007 012 016 019 022 025 027 029 031 033 034 03 036 037 038 039 040 041 046 048 051 055
20 0.95 000 005 012 017 022 026 029 032 034 036 038 039 041 042 043 044 045 046 046 047 052 054 057 060
20| 0.995 000 001 002 005 008 010 013 015 017 019 021 022 023 025 026 027 028 029 029 030 035 038 042 046
30| 0.005 918 635 524 462 423 395 374 358 345 334 325 318 311 3.06 301 296 292 289 28 282 263 252 242 230
301 0.01 756 539 451 402 370 347 330 317 307 298 291 284 279 274 270 266 263 260 257 255 239 230 221 211
30| 0.025 557 418 359 325 3.03 287 275 265 257 251 246 241 237 234 231 228 226 223 221 220 207 201 194 187




TABLA F (Continuacion)

n1
n2| a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 60 120
30| 0.05 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216 213 209 206 204 201 199 198 196 19 193 184 179 174 168
30| 0.975 000 003 007 012 016 020 023 026 028 030 032 034 035 037 038 039 040 041 042 043 048 051 055 0.59
30| 0.95 000 005 012 017 022 02 030 032 035 037 039 041 042 043 045 046 047 047 048 049 054 057 061 0064
30| 0.995 000 001 002 005 008 011 013 016 018 020 021 023 025 026 027 028 029 030 031 032 038 042 046 0.50
40| 0.005 883 607 49 437 399 371 351 335 322 312 303 295 289 28 278 274 270 266 263 260 240 230 218 206
40 0.1 731 518 431 383 351 329 312 299 289 280 273 266 261 25 252 248 245 242 239 237 220 211 202 192
40| 0.025 542 405 346 313 290 274 262 253 245 239 233 229 225 221 218 215 213 211 209 207 194 188 180 172
401 0.05 408 323 284 261 245 234 225 218 212 208 204 200 197 19 192 190 18 18 18 184 174 169 164 158
401 0.975 000 003 007 012 016 020 023 026 029 031 033 034 036 037 039 040 041 042 043 044 050 053 057 062
401 0.95 000 005 012 017 022 02 030 033 03 03 040 041 043 044 045 046 048 048 049 050 05 059 063 067
401 0.995 000 001 002 005 008 011 013 016 018 020 022 024 025 027 028 02 030 031 032 033 040 044 048 053
60| 0.005 849 579 473 414 376 349 329 313 301 290 282 274 268 262 257 253 249 245 242 239 219 208 19 1.83
60| 0.01 708 498 413 365 334 312 295 282 272 263 256 250 244 239 235 231 228 225 222 220 203 194 184 173
60| 0.025 529 393 334 301 279 263 251 241 233 227 222 217 213 209 206 203 201 198 19 194 182 174 167 158
60| 0.05 400 315 276 253 237 225 217 210 204 199 19 192 189 18 184 18 180 178 176 175 165 159 153 147
60| 0.975 000 003 007 012 016 020 024 026 029 031 033 035 037 038 040 041 042 043 044 045 052 05 060 065
60| 0.95 000 005 012 018 023 027 030 033 036 03 040 042 044 045 046 047 049 050 051 051 057 061 065 070
60| 0.995 000 001 002 005 008 011 014 016 018 021 022 024 02 027 029 030 031 032 033 034 041 046 051 057
120] 0.005 818 554 450 392 35 328 309 293 281 271 262 254 248 242 237 233 229 225 222 219 198 187 175 1.61
120 0.01 685 479 395 348 317 296 279 266 25 247 240 234 228 223 219 215 212 209 206 203 186 176 166 1.53
120] 0.025 515 380 323 289 267 252 239 230 222 216 210 205 201 198 194 192 18 18 184 18 169 161 15 143
120] 0.05 392 307 268 245 229 218 209 202 19% 191 187 18 180 178 175 173 171 169 167 166 15 150 143 135
120] 0.975 000 003 007 012 016 020 024 027 029 032 034 036 038 039 041 042 043 044 045 046 054 058 063 070
120] 0.95 000 005 012 018 023 027 031 034 036 03 041 043 044 046 047 049 050 051 052 053 059 063 068 074
120] 0.995 000 001 002 005 008 011 014 016 019 021 023 025 027 028 030 031 032 033 035 036 043 048 05 0.62
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Introduccion

a la estadistica
para las ciencias
delavida

Elsa Moschetti, Susana Ferrero
Gabriela Palacio y Marcelo Ruiz

Las ciencias bioldgicas y la estadistica son dos lenguajes que historica -
mente se han desarrollado en estrecha relacion. El presente texto,
atendiendo a este vinculo -a partir de problematizaciones derivadas
del campo biolégico- intenta introducir al estudiante a la metodologia
y teoria estadistica.

Se ha tratado de respetar los contextos reales de surgimiento de los
problemas de diferentes disciplinas (veterinaria, agronomia, biologia,
etc.) y al mismo tiempo mantener la unidad de la técnica y su funcio
namiento. Al respecto, se pretende evitar tanto la “receta instrumental”
como el formalismo poco util.

Dado que el texto presenta un desarrollo autocontenido de los
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tigacion y asesoramiento estadistico en el mismo campo disciplinar.

o> (o3 3>

U n i.R ’o Universidad Nacional

editora de Rio Cuarto

e-boyk




	2013_estadistica CARATULA
	2013_estadistica LEGALES PREVIO
	Pag 5
	caratPROL
	INDICE
	TEO1_13
	TEO2_13
	TEO3_13
	TEO4_13
	TEO5_13
	TEO6_13
	TEO7_13
	TEO8_13
	TEO9_13
	TEO10_13
	APENDICE
	APÉNDICE
	Tablas Estadísticas


	TABLA A
	TABLA B
	TABLA C
	TABLA D
	TABLA E
	TABLA F
	BIBLIOGRAFIA
	estadística T.pdf
	Página 1

	estadística CT.pdf
	Página 1

	estadística T.pdf
	Página 1

	estadística CT.pdf
	Página 1

	APENDICE.pdf
	APÉNDICE
	Tablas Estadísticas





