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Capitulo

Leyes Financieras.

1.1. El valor del dinero en el tiempo.

Existe una relacién, siempre deseable, de crecimiento del valor
del dinero con el paso del tiempo. Esto se explica desde el punto
de vista de la facilidad de disposicién del mismo en el momento
actual o futuro, asi siempre es preferible disponer de 1€ ahora que
disponer del mismo € dentro de un tiempo. La cosa cambia si lo
que se recibe tras el plazo estipulado, son 100 €.

Es por ello, que resulta interesante demorar la disponibilidad a
cambio de recibir un pago por este derecho de disponer del dinero
mas tarde. Lo mismo ocurre desde el punto de vista de la persona
que requiere ahora de un capital que no tiene, deberd tomarlo pres-
tado de otra persona por un plazo, y para ello se acuerda la entrega
del nominal prestado, en forma y fecha mds una cantidad en con-
cepto de intereses, esto es, el precio requerido por disfrutar ahora de

unos fondos que no se tienen.

16



1.2. DEFINICIONES Y CONCEPTOS.

Otra forma de entender es-
te pago de intereses parte de la
balanza existente entre riesgo y Co
rentabilidad. El hecho de pres- A7
tar un capital a quien lo requie- o
re, por un tiempo o plazo, con-

lleva el riesgo de que, una vez

transcurrido dicho plazo no se

recuperen ni el capital ni los in-  Figura 1.1: Capital en el tiempo.
tereses. Por tanto cuanto mds se

evidencia el riesgo de “default” de la contrapartida, se exige mas
contraprestacion en concepto de intereses.

Por tanto cabe intuir la existencia de ciertas leyes que describan
de forma sencilla, esta realidad. Estas leyes permiten “mover” ca-
pitales a lo largo de la linea temporal, de tal manera que dado un
capital, y fijo el resto de datos, se podrd aplicar la correspondiente
ley que nos indique el valor de dicho capital en otro momento del

tiempo.

1.2. Definiciones y conceptos.

= Fenomeno financiero: Es todo intercambio de bienes econd-
micos (capitales financieros) en el que interviene el tiempo.
La variable tiempo es la parte fundamental del fenémeno fi-
nanciero junto con el rédito/rentabilidad/tipo de interés del

fendmeno.

o Por ejemplo: Hoy recibo 100 € y dentro de 10 meses se
retornan 120 €.

M.O.F 17 I. Pernas



1.3. LEY FINANCIERA.

= Capital financiero: Es todo bien econémico referido al ins-
tante de tiempo en que es disponible y se representa por C,
cuantia del capital que pertenece a los nimeros reales positi-
vos y el instante de tiempo t, que indica el momento de ven-
cimiento. Por ejemplo, son capitales financieros 100 € ahora,
1000 € dentro de 3 meses, 5 000 € euros dentro de 2 afios. ..

= Operacion financiera: es la accién de sustitucién de un capi-
tal o de un conjunto de capitales por otro u otros en el tiempo.

Intercambio de capitales en diferentes momentos del tiempo.

o Ejemplo: Intercambio de flujos (permuta) de tipos de
interés o I.R.S. (Interest Rate SWAP).

1.3. Ley Financiera.

Ley financiera es una funcién matemdtica F' tal que a cada capi-
tal financiero C' en el momento ¢ le hace corresponder una cuantia
C’ en un instante de tiempo ¢’ determinado.

Pueden ser:

, Capitalizacion t' >t
Tipos

Descuento t<t
Disponer de leyes financieras, permite llevar o “mover” capi-
tales hasta un mismo instante temporal (futuro, pasado o presente)
lo cual resulta bastante util, en caso de querer comparar unos con
otros. Las leyes financieras tienen una forma directa que proyecta
capitales a momentos en el futuro, y una forma inversa que trae al
pasado o al momento presente, los flujos que vengan a ocurrir en

ese futuro. Ambas formas deben ser de tal modo que se conserve el

M.O.F 18 I. Pernas



1.3. LEY FINANCIERA.

equilibrio, de tal manera que si se lleva de hoy ¢, un capital Cp a un
momento del futuro ¢1, por medio de la ley f. (C,t), se llegard a un
capital (1. Si ahora se toma ese capital futuro C, en el momento ¢1,
y se vuelve a calcular su valor hoy ¢y, por medio de la ley inversa a
fe (C, t), que se denota por f. (C, ), se debe llegar a un capital Cj,
de este modo la ley cumple equilibrio y estd eventualmente libre de
arbitraje.

Suponga que se encuentra

ante un esquema de flujos fi- | fe (C, 1) Cs
nancieros! como el de la figu-

ra 1.3. Una posible solucién al e

problema de identificar la cuan- f ¢ (C,t)

tia total que representa C y Co,
es determinar el valor presente Figura 1.2: Ley Financiera.
de ambos capitales y sumarlos,
ya que no parece correcta la soluciéon C' # C + C al acontecer C'y
y (' en diferentes momentos de la linea a temporal.

Por tanto el resultado correcto para calcular el total del valor

presente del diagrama de flujos seria:

C=Cr+Cy

Donde C7 y C5 son los capitales C'y y Cy “proyectados” a fecha

de hoy por medio de la funcién o ley financiera f, (t).

C = f.(Cy, Aty) + fo (Ca, Aty)

"En los diagramas de flujos financieros las “flecha” positivas representan in-
gresos, y las negativas, pagos.

M.O.F 19 I. Pernas



1.3. LEY FINANCIERA.

(b) Capitalizacion.

Figura 1.3: Mover Flujos en el tiempo

M.O.F. 20

I. Pernas



1.3. LEY FINANCIERA.

C = C1fe (Aty) + Caof. (Ats)

Hasta este punto queda patente la que en las leyes financieras
hay una serie de elementos fundamentales, como son el plazo, el
capital, y en cierta manera, el sentido de la operacién (proyectar al
futuro o traer desde un futuro). Existen otros pardmetros no menos
importantes que determinan la dindmica de la ley financiera, ya que
en ciertos puntos se ha hablado de “interés” pero no se ha plasmado
de forma directa su papel en la expresion de la ley financiera.
1.3.1. Propiedades.

Las propiedades de toda ley financiera son:

1. Positiva: f (C,t',t) > 0si C > 0.

2. Creciente con el tiempo: f (C,t',t) > C =t >t
a) Pero f(C,t',t) < C =t <t

1) Por tanto f es creciente en ¢’ y decreciente en ¢
3. Escalable: f (C,t',t) = Cf(1,t,t)

a) Esto implica que que se ven afectados de igual manera

cada parte del capital.
4. Equivalente: Si f (C,t,t) = f (C,t',¢') =C

1.3.2. Redimiento y tipo de interés.

En la figura 1.1 (Capitalizacién), puede apreciarse que el capital

Cs es mayor que el capital ;. La forma en la que se mide esta

M.O.F 21 I. Pernas



1.3. LEY FINANCIERA.

deferencia, es el rendimiento de la operacion. Una posible expresion

para esta diferencia la tenemos en la siguiente expresion:

7(]2—017@_
r= e =G 1 (1.1)

Existe otra posible expresion, que es el rendimiento ballena:

r=—2_d_7_ 2 (1.2)

Como se verd mds adelante, la expresion 1.1, aun que resulta
muy simple, ttil y es intuitiva, tiene como inconveniente que no
permite la adicion directa de los tipos de interés, al componer ope-

raciones. Para solventar este problema se puede definir como rendi-

r=1In (Cl> (1.3)

Las diferencias entre rentabilidades pueden observarse en la fi-

miento:

gura 1.4, para valores pequefios de rentabilidad, que suelen ser los
habituales, ambas expresiones tienen un error muy por debajo de

valores representativos.

M.O.F 22 I. Pernas



1.3. LEY FINANCIERA.

— 1+
8 F .

1.6 | ]

Cy/Cq

14 | _

1.2 | 4

1 L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

Figura 1.4: Diferencia entre tipos de rentabilidad.

Se puede definir el tipo de interés como el rendimiento por uni-
dad de tiempo, cominmente se indica como tanto porciento en un

plazo (10 % anual, 5 % trimestral, etc.), esto es:

r

T At

Ejemplo 1. Si una inversion de 1000 € durante 2 aiios, ha retor-

i
nado 1250 € tras este periodo, entonces:
El rendimiento de la operacion (suponiendo Logaritmica) seria:
r = In (1250/1000) = 22,31 %
El rendimiento de la operacion (segtin la expresion 1.1) seria:

r = (1250—1000)/1000 =25%

M.O.F 23 I. Pernas



1.4. PROBLEMAS.

El tipo de interés de la operacion simple anual®: i = 25%/2 =
12,5 %.

1.4. Problemas.

Problema 1. Dadas las leyes financieras C' = f (C,t';t) = C x
(140,07 x (' =), yC' = f(C,t,t) = C x0T =) dop-
de t' y t estan medidos en afios, calcular las siguientes proyecciones
financieras:

1000 € ahora, dentro de 3 meses

2000 € ahora, dentro de 7 meses

1500 € ahora, en un afio y medio

800 € ahora, dentro de dos trimestres.

Solucién:

Para el caso de la primera expresion para la capitalizacion:

C=1000€,(t' —t)== ' =1000(1+0,072)
C=1200€,(t' —t)==L ' =1200(1+0,07%)
C=1500€,(t —t) =15 €' =1500(1+0,071,5)
C=800€,(t—t)=23  C"'=800(1+0,073)

Para el caso de la segunda expresidn para la capitalizacién:

*Mis adelante se explica este punto.

M.O.F 24 I. Pernas



1.4. PROBLEMAS.

= 1000€, (' —t) =3  C'= 1000690715
C=1200€,( —t) =1 ' =1200e"""5
C=1500€, (' —t) =1,5 €' =1500e"0715
C=800€,(t' —t)= % ' = 80020715

M.O.F 25 I. Pernas



Capitulo

Capitalizacion.

2.1. Introduccion.

Con objeto de de calcular el valor del dinero a una fecha futura

se aplican las siguientes leyes de capitalizacién:

1. Capitalizacién simple: Por lo general para operaciones de has-

ta un ano.

2. Capitalizacion compuesta: Para operaciones de més de un

afo.

3. Capitalizacién continua: Suele usarse como medio para ope-
rar con tipos de interés equivalentes de forma sencilla y como

base para capitalizar productos como futuros.

La capitalizacién consiste en proyectar los capitales desde una fecha
inicial hasta otra final para obtener el valor del capital a esa dltima

fecha dada una tasa de interés.

26



2.2. CAPITALIZACION SIMPLE.

~+

Figura 2.1: Capitalizacién.

Por motivos de convencién segun el plazo en el que transcurre
la operacidn se usan diferentes expresiones de capitalizacién. Como
se verd mas adelante, en esta misma seccion, siempre se pueden

calcular tipos equivalentes entre las diferentes expresiones.

2.2. Capitalizacion Simple.

Gy
ro”
c o
T
N

} t
Figura 2.2: Capitalizacién Simple.

Para operaciones de menos de un afio se aplica capitalizacién

simple:

Cr=Ci(1+r-t) 2.1)

Donde:

= (y: Es es capital a fecha fin.

M.O.F 27 I. Pernas



2.2. CAPITALIZACION SIMPLE.

= (;: Es el capital inicial.

= 7: Es el tipo simple, que suele expresarse en %, y aplica a

plazos, como mensual, trimestral, semestral, anual, etc.

= {: Es el plazo adecuado a la expresion del tipo de interés 7.
Esto es, si r es trimestral, ¢ deben ser trimestres, si r es anual,

t deben ser afios o fracciones del mismo.

Aunque, de forma general se aplica a operaciones cuya duracion es
menor al afio, no es incorrecto usarlo para plazos mayores si asi se

indica. A continuacién se proponen una serie de ejemplos:

Ejemplo 2. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al

5% anual simple durante 1 afio.

Aplicando la expresion 2.1 se tiene:

Cy=1000(1+0,05-1) = 1050€

Ejemplo 3. Calcular el valor final de una inversion de 1000 al 5 %

trimestral simple durante 1 ario.

En este caso se debe prestar atencién a que el tipo es trimestral
simple, por lo que aplica la férmula 2.1, pero el plazo no se expresa
en los mismos términos, ya que se indica 1 afio, que no son trimes-
tres. Para que las unidades cuadren se debe pasar el tiempo de un

afio a trimestres (x4)

1Y ——A4T

Cy =1000 (1 +0,05-4) = 1200€
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2.3. CAPITALIZACION COMPUESTA.

Ejemplo 4. Calcular el valor final de una inversion de 1000 al 5 %
anual simple durante 1845 dias teniendo en cuenta que los aiios
tienen 360 dias.

En el siguiente apartado se aborda el tema de las bases, por tan-
to se da por bueno el dato de que un afio tiene 360 dias y se aplica
el mismo mecanismo que antes, se pasa el plazo a una unidad cohe-

rente con el modo de expresar el tipo de interés, esto es, a afios.

360d —— 1Y

1845d —— 7Y

1845
Cy = 1000 <1 + 0,05 - 360) =1256,25€

2.3. Capitalizacion Compuesta.

Figura 2.3: Capitalizaciéon Compuesta.
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2.3. CAPITALIZACION COMPUESTA.

Para operaciones de més de un afio se aplica capitalizacién com-

puesta:

Cr=Ci(1+r) (2.2)

Se basa en la reinversion de los intereses, que una vez pagados
pasan a formar parte de la masa de capital invertido para el siguiente
periodo pagadero.

Donde:

= (y: Es es capital a fecha fin.
= (;: Es el capital inicial.

= 7: Es el tipo simple, que suele expresarse en %, y aplica a

plazos, como mensual, trimestral, semestral, anual, etc.

= ¢: Es el plazo adecuado a la expresion del tipo de interés 7.
Esto es, si r es trimestral, ¢ deben ser trimestres, si r es anual,

t deben ser afios o fracciones del mismo.
A continuacién se proponen una serie de ejemplos:

Ejemplo 5. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al

5% anual compuesto durante 1 aiio.

Aplicando la expresion 2.2 se tiene:

Cy =1000(140,05)'=1050€
Ofrece el mismo resultado que el ejercicio 2

Ejemplo 6. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al

5% trimestral compuesto durante 1 ario.
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2.4. BASES Y CONVENCIONES DE CALCULO.

En este caso se debe prestar atencién a que el tipo es trimestral
compuesto, por lo que aplica la férmula 2.2, pero el plazo no se
expresa en los mismos términos, ya que se indica 1 afio, que no son
trimestres. Para que las unidades cuadren se debe pasar el tiempo de

un afo a trimestres (x4)

1Y ——A4T

Cy =1000 (1 +0,05)* =1215,51€

Ejemplo 7. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al
5% anual compuesto durante 1845 dias teniendo en cuenta que los

afios tienen 360 dias.

En el siguiente apartado se aborda el tema de las bases, por tan-
to se da por bueno el dato de que un afio tiene 360 dias y se aplica
el mismo mecanismo que antes, se pasa el plazo a una unidad cohe-

rente con el modo de expresar el tipo de interés, esto es, a afios.

360d —— 1Y

1845d ——= 7Y

C = 1000 (1 4 0,05) 50 = 1284,09€

2.4. Bases y convenciones de calculo.

Hasta el momento se ha en las férmulas de capitalizacién y des-
cuento se ha hecho la suposicién, para el cdlculo del Cy, que el tipo

de interés y el plazo estaban en unidades coherentes, esto es:
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2.4. BASES Y CONVENCIONES DE CALCULO.

= Si el tipo es anual, el plazo se expresa en afios.
= Si el tipo es diario, el plazo se expresa en dias.

= Si el tipo es semanal, el plazo son semanas . . . y asi de forma

coherente.

En los mercados financieros el tipo, de forma habitual, se expresa en
forma anual, si bien segtin el producto y la localizacién geografica
el “Afo Financiero” se expresa de diferente forma. En muchos ca-
so0s, la duracién de una inversién es menor a un afio, o simplemente
tiene una duracién que resulta ser una cantidad de “FRACCIONES
DE ANO”.

Suponga una inversién cuya duracién es de 15 meses, ;cuantos
afios financieros son 15 meses? Depende de la base de célculo que
se convenga en la inversion.

Para calcular la faccién de afio a la que corresponden 15 meses,

se podria usar la siguiente expresion:

AT
FA=
Base

Donde:

AT Es el plazo de la inversién medido en dias, esto es, los 15
meses pasados a dias.

Base: Es el nimero de dias de un afio.

El primer problema a resolver consiste en ver cuantos dias hay
en los 15 meses, /se contabilizan los meses como 31 dias? ;de 30?
,se cuentan los dias justos?.

El segundo problema consiste en acordar el nimero de dias que
hay en un afio ;3657 ;3667.

Para resolver ambos problemas se definen una serie de conven-

ciones que deben especificarse en los contratos de los productos
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2.4. BASES Y CONVENCIONES DE CALCULO.

|FA=N/p[ N | D
Act/360 Fy — F; 360
ACt/365 Ff — F; 365
30/360 Asg 360
Act/ Act Fy — F; | {366 <+ 365}

Cuadro 2.1: Convenciones de bases de calculo.

financieros. Las principales convenciones son las recogidas en el
cuadro 2.1.

Es necesario hace una puntualizacién para el cédlculo de meses
en la base 30/360, el numerador es el plazo en meses de 30 dias, por

lo que se puede calcular con la expresion:

Ago (Fy, Fy) = 360 (Yy — ;) 4 30 (My — M;) + (Dy — D;)
(2.3)

Ejemplo 8. Calcular la fraccion de aiio para una convencion 30/360
para una inversion que comienza el 1/1/2010 y termina el 15/12/2016.

En este caso:

Aso (Fp, F) = 360(2016 — 2010) 4 30 (12 — 1) + (15 — 1)
Aso (Fp, F) = 2504

Luego la fraccion de afio serd:

2504
360

El uso y correcta determinacién de una convencion resulta im-

F sy = = 6,9556 aiios

portante, ya que en operaciones con nominales importantes, la dife-

M.O.F 33 I. Pernas



2.4. BASES Y CONVENCIONES DE CALCULO.

rencia en cantidades finales puede resultar importante.

Ejemplo 9. Suponga que ha conseguido un préstamo de “A”, de
1000000 € de nominal que comienza el 1/2/2010, y termina el
17272015, a un 5 % anual con pago de nominal e intereses a ven-
cimiento, siendo el convenio Act/365, suponga que ha conseguido
prestar este dinero a “B” durante el mismo plazo y con el mismo
tipo. Si pudiera acordar con ésta iiltima contrapartida el convenio
que mds le beneficia ;cual elegiria Act/365 ¢ Act/3607

Para ver qué es mejor, habrd que calcular el valor de lo que se
debe reembolsar a “A” al final del periodo. Entre el 1/2/2010 y el
1/2/2015 hay 1826 € dias.

Como el convenio es Act/365:

1826

FA, = —2 — 50027
A7 365

C4 = 1000000 € (1+5 %)% = 1276452,17€

Para el caso de “B”, en caso de Act/365 la cantidad a recibir

serd la misma, y por tanto esta operacion no lleva ningiin beneficio:

1826
FAp=—— = 2
B = 555 95,0027

CF =1000000€ (1+5%)>"*" =1276452,17 €

B A
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2.4. BASES Y CONVENCIONES DE CALCULO.

Si se usa la base Act/360:

1826
FAp=—— = 22
B 360 5,07

Cf = 1000000 € (1+5%)>°™* = 1280786,77€

AC=Cf —Cf =43346

Por tanto el simple hecho de seleccionar una base diferente ha-
ce que la operacion, que desde el punto de vista de flujos parece
ajustada, cuando se calculan los importes finales distan de ser igua-
les. Por tanto, parece logico y preferible tomar dinero prestado en

base Act/365 y prestarlo en base Act/360.

Cuando se requiere hacer conversiones de tipos de interés entre

las diferentes convenciones se pueden usar las siguientes expresio-

nes:

360
) = 9365 —— 2.4
1360 1365 557 (2.4)
365
365 = 1360 o 2.
1365 1360355 (2.5)
(Fy — F}) 360

' = 35—~ oo 2.6
130/360 U305 5 (F;. F) 365 (2.6)
Cuando se negocian ciertos productos en el mercado, salvo que
de forma particular se acuerde otra cosa, existen estindares usados,
que dependen del mercado (ligado a la divisa en la que opera), y al

producto, asi se puede tener la siguiente distincién[3]:
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2.5. TIPOS DE INTERES NOMINALES Y EFECTIVOS

Grupo Producto \ Divisa \ Convencion ‘
Depésito | EUR
Money Market | Letras EUR Act/360
Repo EUR

Bond Market Bono EUR Act/ Act
Swap Market IRS EUR | Flot.: Act/360
Fija: 30/360

Cuadro 2.2: Convenciones por producto.

2.5. Tipos de interés nominales y efectivos

En una operacioén financiera, la frecuencia en la que se acuerda
que se realicen los pagos, es fundamental, por ejemplo, se puede
acordar un dep6sito de 100€ a un afio al 3% de interés nominal
con pagos semestrales, esto implica que a lo largo de la operacién

los momentos de pago son los siguientes:

6
Cs1 =100 <1 + 3%12) =101,€

Al final del segundo periodo:

6
Cs2 = 101,5 <1 + 3%12> =103,0225€

Si por otro lado hay una oferta competitiva de otra entidad que
paga un 3 % nominal pero con frecuencia de pagos anual, podria
parecer que ambos son equivalentes, y que darfa igual invertir en
uno que en otro, pero no es asi ya que para poder comaprarlos ha-
brdi que calcular el interés efectivo anual en base a los capitales
finales/iniciales.

Para el primer caso:
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2.6. REPASO ALGEBRA.

103,0225€ = 100€ (1 + re1) — 7e1 = 3,0225%

Para el segundo caso es el 3%, por lo que se puede concluir
que para un mismo tipo nominal, una mayor frecuencia de pagos de

interés generard un mayor tipo de interés efectivo.

2.6. Repaso Algebra.

A continuacion se revisan las siguientes propiedades:

Para Logaritmos.

In (%) = aln (z) 2.7)
In(e)=1—In(e”) =zln(e) =z (2.8)
In (ab) = In (a) + In (b) 2.9)

In (%) — In(a) — In () (2.10)
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2.7. PROBLEMAS

2.7. Problemas

2.11)

2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Problema 2. Con un tipo de interés del 0,5 % mensual, calculad el

valor final de invertir 10 000 € euros a un aiio y medio bajo los dos

tipos de capitalizacion.

Si el tipo es el 0,5 % mensual, y el periodo es de 1,5 afios, en-

tonces 1,5 - 12 = 18 meses. Por tanto:

» Capitalizacion simple:

Cy=10000-(1+0,5%-18) = 10900€

= Capitlizacién compuesta:

Cy =10000- (1+0,5%)'® = 10939,29€
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2.7. PROBLEMAS

Problema 3. Calcular cuanto tiempo tengo que mantener una in-
version de 10000 € para doblar a un 0,4 % mensual bajo las dos

leyes de capitalizacion vistas hasta el momento.

Para doblar la inversién de C; = 10 000<€ hay que llegar a un
capital final C'y = 20000 €.

» Capitalizacion simple:

1) = 250 meses ~ 21 anos

1 20000
~0,4% \ 10000

= Capitalizaciéon compuesta:

Cf = C; (1 —i—?”)t

— = (1+7“)t
m(E) = tmatr
(&) (1+7)

In (g—’:)

t =
In(1+r)

In (%5560)

= ———>2" =173,63 =~ 14,5 an
I (1+0,4%) ,63 meses ,banos

Problema 4. Buscad las siguientes igualdades en la tabla:
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2.7. PROBLEMAS

| | Meses | Trim. | Sem. | Afios |

Problema 5. Calcular el tiempo al que se tiene que mantener 8 000 €

al 5% anual compuesto para ganar 5000 €.

Al obtener 5000 € de beneficio se estd recuperando un capital
final de C'y = 8000€ + 5000€ = 13000 €. El capital inicial es
C; = 8000<.

Siendo capitalizacién compuesta entonces:

C; = Ci(1+r)

= (1+7)
W(©) = enaen

. In (%{)

In(1+r)
In ( 18300(?00)
— 18000/ _ 995 af
(1 +5%) ,95 anos

Problema 6. Calcular el valor final de 100 € invertidos al 4 %

anual durante 4 afios en tipo simple.
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2.7. PROBLEMAS

La expresion a usar sera:

C; 100€
Cr=Ci(l+7r-)¢r 4%
t 4

Cp=100(14+4%-4) = 116€

Problema 7. Calcular el tipo de interés que proporciona 10 euros
de intereses sobre 100 de capital inicial con capitalizacion com-
puesta de pagos mensuales al final de 2 afios (como en una cuenta

remunerada mes a mes).

Se han conseguido 10 € en concepto de intereses, por lo que el
Cy =110€, C; = 100 €, el tiempo han sido dos afios (24,,eses) ¥

como se han conseguido de forma mensual:

Cf:Ci(l—i-T'm-tm)
1 Cf
= ()

1 /110
110 = 100 (1 + 24rm) = rm = 57 (100 - 1) = 0,4167%

Problema 8. Entre las bases Act/360 y Act/365, ;cudl preferimos

para una inversion? ;y cudl para un préstamo?
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2.7. PROBLEMAS

Problema 9. Calculad el importe de intereses que genera un depo-
sito desde 1 de marzo hasta el 15 de agosto del mismo aiio, para
un importe de 10.000 euros y un tipo anual del 4 %, bajo las bases
30/360, Act/360 y Act/365.

Primero las Fracciones de Afio, teniendo en cuenta que el afio

esel mismo y = yy = y;:

= 30/360: Ad = 360 (yr —yi) +30(8 —3)+ (15— 1) = 164d
por lo que la F'A = 164/360 = 0,4556y

m Act/360 y Act/365:

o Ad =167
O Actf360 = 167/360 = 0,464y
& Act/ze5 = 167/365 = 0,457y

Entonces usando la expresion de capitalizacion simple (al ser inver-

siones a menos de una afo y que no se dice lo contrario).

= 30/360 = Cy = 10000 (1 +4% - 0,4556) = 10182,22€
o Intereses: Z = 10182,22 — 10000 = 182,22€

n Act/360 - Cp = 10000 (1 +4% - 0,464) = 10185,56 €
o Intereses: Z = 10185,56 — 10 000 = 185,56 €

» Ate/ses — Cp = 10000 (1 +4% - 0,457) = 10183,01 €

o Intereses: Z = 10183,01 — 10000 = 183,01 €
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2.7. PROBLEMAS

Problema 10. Calculad el importe de intereses que genera un prés-
tamo de 5.000 euros desde 15 de abril y hasta el 27 de octubre
del mismo ario, a un tipo anual del 3.2 %, bajo las bases 30/360,
Act/360 y Act/365.

Problema 11. Calculad el niimero de aiios bajo los modelos Act/360,
30/360 y Act/365 de los siguientes conjuntos de dias:

1. 180 dias.

2. Del 1 de marzo de 2009 al 5 de abril de 2009.

3. Del 1 de marzo de 2009 a 7 de mayo de 2010.
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Capitulo

Capitalizacion Continua y

Composicion.

3.1. Capitalizacion Continua.

Cy
e
c Ci//
T
T

} t
Figura 3.1: Capitalizaciéon Continua.

De la expresion de rendimiento logaritmico se puede despejar el

capital final en funcién del inicial:
02 = C’lei

44



3.1. CAPITALIZACION CONTINUA.

Esta expresion es vdlida para un tipo de interés continuo que
aplica para el periodo de tiempo {t; — t2}. Para un rendimiento
r que aplica en un intervalo de tiempo At, por ejemplo r anual

implica At en afios, se puede generalizar como:

Cf = Cier 3.1)

Se basa en la reinversion de los intereses, que una vez pagados
pasan a formar parte de la masa de capital invertido para el siguiente
periodo pagadero.

Donde:

= (y: Es es capital a fecha fin.
= (;: Es el capital inicial.

= 7: Es el tipo simple, que suele expresarse en %, y aplica a

plazos, como mensual, trimestral, semestral, anual, etc.

= {: Es el plazo adecuado a la expresién del tipo de interés 7.
Esto es, si r es trimestral, ¢ deben ser trimestres, si r es anual,

t deben ser afios o fracciones del mismo.

Una de las principales ventajas que tiene el uso de la capitalizacién
continua es la capacidad de sumar directamente las rentabilidades
en el tiempo.

Una forma de relacionar la capitalizacién continua con el resto
se puede razonar como la composicion de capitalizacién periddica,
con un periodo de pago que tiende a cero. Por lo tanto:

Suponga un tipo de interés anual r, que se paga M veces al
afo, en un periodo ¢ = 1 de tiempo el tipo de interés serd /M y se

conseguira un capital final:
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3.1. CAPITALIZACION CONTINUA.

Cy=Co(1+1)

En un segundo periodo ¢ = 2, como r se paga 2 veces:

Cp = Co (1+g)2

Para un periodo genérico t = M:

¢ = Co (1+&)M

Si M tiemde a ser grande (M — 00), que es 1o mismo que decir
que se paga el tipo de interés de forma continua en el plazo de la

inversion, entonces, M/r — oc:

C 1\ N\
f
=11+ - = 1+
Co ( M) < M)
_ M
lim / lim 1+i '
M 0 CO - %Hoo %
: M: r
1 ™
= lim l—f—ﬁ
M_, s

Por la deficion de nimero e:

1 n
lim <1 + ) =e
n—o00 n

Entonces:
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3.1. CAPITALIZACION CONTINUA.

T

M

=| I 1+ =
[ I A -

T

e

Aunque la formaulacién de la capitalizacién continua es atrac-

tiva por su simplicidad, y propiedades, los tipos de interés que se

cotizan y se usan en mercado o en operaciones financieras, son sim-

ples, o compuestos, siendo esta capitalizacion continua una trasn-

formacién artificial del tipo, para expresarlo de esta forma tan con-

veniente.

Para ilustrar el caso se propone el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10. Se desea calcular la rentabilidad de invertir 1 € du-

rante 10 aiios a un 3 % anual compuesto y reinvertirlo posterior-

mente durante 3 aiios a un 5 % anual compuesto.

Para ello se tiene el siguiente esquema:

Con lo que el 1 € invertido se convierte en:

Cr=1-(1+0,03)"-(1+0,05)?>=156€
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3.1. CAPITALIZACION CONTINUA.

. - . . . C
La rentabilidad en los 13 aiios de inversion serd ri3y = ﬁf —
K

_ 1,56
L=

siguiente expresion:

— 1 = 56 % luego al afio se tendria que despejar r en la

Cr=Ci(1+7)! =156=1-(1+7)"

r= %¥/156—-1—r=2348%

Si se indican rentabilidades continuas, entonces se pueden su-

mar de forma directa, esto es:
Cp = 1-D0310. (0,053 _ (034015 _ (045

Aplicando el mismo principio que en el caso de capitalizacion

compuesta para obtener la anual:

Cf — vt — ery-13 — 60’45

0,45
" T3

De forma resumida, para el caso de continuas se podria simpli-

= 3,46 %

ficar mediante sumas, productos y fracciones (nada de raices):

7111+ 12 -ta
t1 + 12

Se realizan los ejercicios con capitalizacién continua:

Ty =

Ejemplo 11. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al

5 % anual continuo durante 1 aiio.

Aplicando la expresion 3.1 se tiene:
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3.1. CAPITALIZACION CONTINUA.

Cy = 1000e*%! = 1051,27€

Ejemplo 12. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al

5% trimestral continuo durante 1 afio.

En este caso se debe prestar atencién a que el tipo es trimestral
compuesto, por lo que aplica la férmula 3.1, pero el plazo no se
expresa en los mismos términos, ya que se indica 1 afio, que no son
trimestres. Para que las unidades cuadren se debe pasar el tiempo de

un afio a trimestres (x4)

1Y ——4T

Cy = 1000e*%* = 1221,40€

Ejemplo 13. Calcular el valor final de una inversion de 1000 € al
5% anual compuesto durante 1845 dias teniendo en cuenta que los

afios tienen 360 dias.

En el siguiente apartado se aborda el tema de las bases, por tan-
to se da por bueno el dato de que un afio tiene 360 dias y se aplica
el mismo mecanismo que antes, se pasa el plazo a una unidad cohe-

rente con el modo de expresar el tipo de interés, esto es, a afios.

360d —— 1Y

1845d —— 7Y

Cy = 1000e>%5 50 = 1292,08€

M.O.F 49 I. Pernas



3.2. COMPOSICION DE CAPITALIZACIONES.

Si se comparan los resultados de los ejercicios anteriores pa-
ra los diferentes tipos de capitalizacién, se puede observar el com-
portamiento de las diferentes expresiones, si comparamos de forma
continua en el tiempo, como se muestra en la figura 3.2, se puede

llegar a las siguientes conclusiones.

= La capitalizacion continua siempre serd mayor que el resto.

= [a compuesta da peor resultado para periodos menores al afio

pero mejores que la simple para periodos superiores al afio.

= En el afio, simple y compuesta dan el mismo resultado.

Plazo

Figura 3.2: Comparacién de modos de capitalizacion.

3.2. Composicion de capitalizaciones.

Cuando sobre una inversién se aplican diferentes capitalizacio-

nes en plazos sucesivos, es posible calcular el valor final de la in-
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3.2. COMPOSICION DE CAPITALIZACIONES.

versién componiendo las capitalizaciones. Suponga que dispone de
un capital Cy y que se invierte durante un periodo Aty expresado
en afios, a un tipo simple anual r;, posteriormente se invierte un

periodo Aty expresado en afios, a un tipo de interés compuesto 2.

Entonces a final del primer periodo se tiene un capital interme-
dio C}, tal:

C,=0Cy (1 + TlAtOl)

El capital C, se reinvierte de tal manera que el valor final de la

inversion sera:

Cp=Cy (1+1)>"

Sustituyendo en esta tltima expresion se tiene:

Cf ey CO (1 —|— TlAtol) (1 + T2)At12

Y asi sucesivamente segtin la reinversion.
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3.3. PROBLEMAS.

3.3. Problemas.

Problema 12. Calcular el valor final de 300 euros invertidos al 3 %

anual durante 4 afios en tipo continuo.

Aplicando la expresioén 3.1:

C; 100€
Cr=Cie"'{r 3% —Cp=100e>"*=33825€
t Ay

Problema 13. ;Cudnto tengo que invertir al 4 % continuo anual

para obtener dentro de 10 afios un importe final de 100 euros?

De la expresion 3.1 se despeja el capital inicial:

C;=Cpe™"" — C; = 100e* %10 = 67,03€

Problema 14. Demostrad que un 3 % continuo semestral es equi-
valente a un 6 % anual. Sacad una propiedad general de los tipos
de interés continuos. ;Hay alguna otra forma de capitalizacion que

cumpla esa misma propiedad?

Se puede resolver de forma explicita o de froma explicita (para

un plazo de 1 afio):
Cf — Cies %-2T

Cy = CieS 7Ty

Si han de ser equivalentes:
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3.3. PROBLEMAS.

Cf — C.eB%'sz — 066%Ty
- K3 - K3

B2 _ 6%y

3%-2T, =3%- T,

Problema 15. Si un depdsito a tres aiios me ofrece un 3 %, un 4 %y
un 5 % sucesivamente para cada uno de los arios, y deposito 1.000
euros, ;cudnto recibiré al final? Compararlo con uno que ofrezca

un 4 % anual para los tres arios.

Suponiendo que por convenio los tipos de interés son compues-

tos anuales. Se puede componer las capitalizaciones:

3% 4% 5%
/m\l/ly\«l/m
O I I O

C'=Ci(1+3%)"

C"=C"1+4%) =Ci(1+3%) (1+4%)

Cr=C"1+5%)=Ci(1+3%) (1+4%) (1 +5%)

Cp=1124,76€

Un depésito al tipo de interés del 4 % para un plazo de 3 afios y

un capital inicial de 1 000 €:
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3.3. PROBLEMAS.

Cy=1000(1+4%)*
Cp=112486€

Problema 16. Tenemos un producto de dos aiios que por 10.000
euros, nos ofrece un primer mes al 7 % compuesto anual y después,
y hasta terminar los dos aiios, un tipo del 3 % anual compuesto.

¢ Cudnto recibimos al final de estos dos afios?

Es cuestiéon de componer capitalizaciones:

7% 3%

S Im\ 23m
o | o
C; C’ Cy

2

Cr=C'(1+4%)7 = C; (14 7%)1

‘ =

(1+3%)1

M

1 23
12

C;=10000€- (1+7%)12 (14 3%)

C; =10642,70€

Problema 17. Una cuenta remunerada nos ofrece un tipo anual
compuesto de bienvenida de un 5 %, pero sélo durante los 5 pri-
meros meses. Después, su tipo de remuneracion es del 2 % anual
compuesto. Si mantenemos 3.000 euros durante 4 afios completos,

bajo esta remuneracion, ;cudl serd el capital final?

El esquema de la operacion es el siguiente:
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3.3. PROBLEMAS.

r1=5% ro=2%
T Tl
o } o
C; C’ Cy

Con esto aplicando capitalizacién compuesta:

¢ = Ci(l+r)"

Cp = C'(1+m)"

C; = Ci(1+r)" (1+mr)"
Sustituyendo:
43
12

O =3000€(1+5%)7 (1+2%)

Cf = 3286,75€
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Capitulo

Leyes de Descuento.

4.1. Introduccion.

El descuento es la operacidn contraria a la capitalizacién, es-
to es, mueve capitales desde una fecha futura hasta una presente o
pasada. Los posibles tipos de descuento existentes son mds de los
contemplados en este libro. Si se han indicado tres tipos de capita-

lizacidn, existen tres tipos de descuentos equivalentes:
CW

1. Descuento Comercial (un clasico).

~

Figura 4.1: Descuento.

a) Simple.

b) Compuesto.

56



4.2. DESCUENTO COMERCIAL.

2. Descuento Racional

a) Simple: Para operaciones de hasta un afio.

b) Compuesto: Para operaciones de mds de un afio.

3. Descuento continuo.

4.2. Descuento comercial.

Usa un tipo de descuento d, en lugar de un tipo de interés.

Formulacion para descuento comercial simple:

C; = Cy (1 — d-At) @.1)

Formulacién para descuento comercial compuesto:

Ci=Cy(1—d)™ (4.2)

4.3. Descuento racional.

4.3.1. Descuento Simple.

Descontar consiste en traer a valor, por ejemplo, presente un

capital futuro dado un tipo de interés.
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4.3. DESCUENTO RACIONAL.

’f‘///
-
c o
T
e~
I | t

Figura 4.2: Descuento Simple.

Para operaciones de menos de un afio se aplica capitalizacién

simple:
Cr = C;P(0,t) = (lfit) (4.3)
0 P(0,t) ¢
{ ; ; t
Donde:

= (y: Es es capital a fecha inicial.
= (;: Es el capital inicial en fecha futura.

= P (0,t): es el “factor de descuento”, que en este caso es sim-

1
14-rt

ple, por tanto P (0,t) =

= 7: Es el tipo simple, que suele expresarse en %, y aplica a

plazos, como mensual, trimestral, semestral, anual, etc.
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4.3. DESCUENTO RACIONAL.

= ¢: Es el plazo adecuado a la expresion del tipo de interés 7.
Esto es, si r es trimestral, ¢ deben ser trimestres, si r es anual,

t deben ser afios o fracciones del mismo.

Para evidenciar la importancia de este concepto se presentan algu-

nos ejercicios:

Ejemplo 14. Calcular el capital a invertir al 3 % simple anual hoy
si se desea disponer de 10000 € dentro de 12 meses.

Para ello se parte del siguiente esquema:

59, _10000€

¢ Zf/ 1y
|/_\|
| | t

Con lo que z = 1197057 = 9708,74€

Ejemplo 15. Calcular el valor presente de 1 000 € dentro de 6 me-

ses, con un tipo del 5 % anual simple.

El esquema es similar al del ejercicio anterior, si bien aqui se

juega con los plazos.

1000€

r= = = 975,61 €
140,055

Ejemplo 16. Calcular el valor actual de las inversiones del esque-

ma 4.3 suponiendo descuento racional simple.
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4.3. DESCUENTO RACIONAL.

5%
|- - - - 25— - - 15Ke
3%
| | | % t
2Y v
[ —— 20K€

Figura 4.3: Inversiones ejercicio 16

Para poder sumar los importes es necesario llevarlos hasta el
momento del tiempo x, para ello se deben descontar los flujos y

traerlos a valor presente.

10000
Ki=————  —9708,74€
" 140,031 ’
15000
140,05 18
20000
= _17543.86€
5T 140,072 ’

K = Ki+Ky—Kj
K = 9708,74 4+ 13953,49 — 17543,86 = 6118,37€
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4.3. DESCUENTO RACIONAL.

4.3.2. Descuento compuesto.

Figura 4.4: Descuento compuesto.

Para operaciones de mds de un afio se aplica descuento com-

puesto:
Cp=CiP (0,1) = 55 (4.4)
0 P(0,t) 3
i ; | t
Donde:

= (y: Es es capital a fecha inicial.
= (;: Es el capital inicial en fecha futura.

= P(0,1): es el “factor de descuento”, que en este caso es com-

1

puesto, por tanto P (0,t) = T
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4.3. DESCUENTO RACIONAL.

= 7: Es el tipo simple, que suele expresarse en %, y aplica a

plazos, como mensual, trimestral, semestral, anual, etc.

= ¢: Es el plazo adecuado a la expresion del tipo de interés 7.
Esto es, si r es trimestral, ¢t deben ser trimestres, si r es anual,

t deben ser afios o fracciones del mismo.

Ejemplo 17. Calcular el valor actual de las inversiones del esque-
ma 4.3 suponiendo descuento racional segiin plazo, si los tipos se
han expresado segiin convenio (anual simple para operaciones has-

ta 12M y anual compuesto para operaciones de mds de 12M).

Al igual que en el ejercicio 16, se deben descontar los importes de
los flujos, pero ahora se aplican los descuentos segin el plazo:
Para el primer flujo se usa descuento simple, ya que la operacién

es de 12 meses.

~ 10000
- 140,03-1

Para el resto hay que usar descuento compuesto, ya que las ope-

Ky =9708,74€

raciones son de mas de 12 meses.

1
+0,05)1
2
K3 = (1_5)(())0007)2 = 17468,77€

K = Ki+Ky—K;3
K = 9708,744+13941,43 — 17468,77 = 6 181,40 €
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4.4. DESCUENTO CONTINUO.

4.4. Descuento continuo.

7'//
c Cf-’//T
|
T~
i i t

Figura 4.5: Descuento continuo.

De forma similar al resto de descuentos anteriores, este descuen-
to, permite obtener el valor presente de un flujo futuro!, con el tipo

de interés expresado en su forma continua.

Cf =C;P (0, If) = Ciefrt 4.5)

Donde:
= (y: Es es capital a fecha fin.
= (;: Es el capital inicial.

= P (0,1): es el “factor de descuento”, que en este caso es con-

tinuo, por tanto P (0,t) = e~ "

"En realidad permite calcular el valor a una fecha dada anterior a la del pago o
cobro del flujo.
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4.5. PROBLEMAS.

= 7: Es el tipo simple, que suele expresarse en %, y aplica a

plazos, como mensual, trimestral, semestral, anual, etc.

= ¢: Es el plazo adecuado a la expresion del tipo de interés 7.
Esto es, si r es trimestral, ¢t deben ser trimestres, si r es anual,
t deben ser afios o fracciones del mismo (ya que estamos en

operaciones de hasta un afio).

4.5. Problemas.

Problema 18. Calcule:

a) Descontar sobre 1 000 € una tasa de descuento del 5 % anual
durante 6 meses, con descuento comercial (simple)

b) Descontar sobre 1000 € un tipo de interés del 5 % anual
durante 6 meses, con descuento racional simple y compuesto. Com-

parad los resultados.

Para el primer caso:
6
Cy =1000 (1 — 5%12> =975€

Para el segundo caso:

Cp=1000 ———— | =975,60€
/ <1+5%162>

1
Cy=1000  ——— | =975,90€
(14+5%)12

Problema 19. Calcular el tipo de descuento anual compuesto equi-

valente del problema anterior (caso a)
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4.5. PROBLEMAS.

SiCy=975€y Cy = 1000€, como la ecuacién de descuento

compuesto (entendemos descuento no racional):

975€ = 1000 (1 — d)*/*2

975 \ ' /°

Problema 20. Descontar sobre 500 € un tipo de interés del 4 %
semestral durante 3 meses, con descuento simple (racional).

Solucién:

Cy =500 =490,19€

(1+4%3)

Problema 21. Descontar sobre 700 € un tipo de interés del 0,40 %

mensual durante 6 meses, con descuento (racional) compuesto.

Soluciodn:

1
Cr = 700—6 = 683,43€
(1+0,40 %)
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Capitulo

Equivalencias de tipos y

capitales.

5.1. Introduccion.

En lecciones anteriores se ha detallado la forma en la que capita-
lizar o descontar capitales. Se han explicado tres formas de hacerlo,
de forma simple, compuesta o continua. Los resultados son diferen-
tes, al capitalizar de diferente forma para un mismo tipo y plazo,
esto es, un 5 % anual simple no es lo mismo que un 5 % anual com-
puesto, y ambos son diferentes de un 5 % anual continuo, para una

inversion de, por ejemplo 2 afios.

Suponga que va a capitali- _Cf
. . i -
zar un cierto capital C;, duran- Phe
te un plazo ¢, aplicando capi- (o= i2

talizacién simple y compuesta,

de tal manera que ambas dan | |

66 Figura 5.1: Equivalencias



5.2. TIPOS EQUIVALENTES.

como resultado un capital final,
igual Cy. Esta claro que los ti-
pos de interés en cada capitali-
zacion no serdn iguales, sino equivalentes, ya que son tipos equiva-
lentes aquellos que dado un capital C}, tras un plazo ¢, llevan a un

mismo capital final C}.

5.2. Tipos equivalentes.

En todas las formulaciones de capitalizacién o descuento vistas
hasta este punto, aparece C'y y C; por lo que dado un tipo para una
forma de capitalizar, y sabiendo que Cy y C; son constantes, se
puede obtener un tipo equivalente en otra forma de capitalizar, o

bien en la misma pero en otra base de pagos. En detalle:

1. Existe una forma de obtener tipos equivalentes entre diferen-

tes formas de capitalizacion.

2. Existe una forma de obtener tipos equivalentes para una mis-
ma forma de capitalizacidn pero diferente calendario de pa-

gos.

Para realizar el cambio entre los diferentes tipos de interés se parte
de las ecuaciones 2.1, 2.2, 3.1, y se igualan al asumir que se par-
te y se llega al mismo capital, esto es, que Cy y C; se mantienen
constantes.

Dados Cy y C; para un tipo 7, simple anual, el equivalente en

tipo 7. anual compuesto seria:

Cp=Ci(1+rst) «— Cp=Ci(1+7,)
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5.2. TIPOS EQUIVALENTES.

I4rt=04r) sre=vI+trig—1

Dados Cy y C; para un tipo 7, simple anual, el equivalente en

tipo r anual continuo serfa:
Cf = C; (1 —|—T‘St) — Cf = CieTet
In (1 + r4t)

t

Por tltimo, dados Cy y C; para un tipo 7. compuesto anual, el

14+rg=e"—r, =

equivalente en tipo r, anual continuo seria:

Cr=Ci(1+r) +— Cp=Cie’!

(1+7r.) = e
ret = t-ln(147.)
re = In(l4r.)

Para realizar el cambio entre calendarios de pagos se trata de
jugar con el término ¢ de las expresiones 2.1, 2.2, 3.1, asumiendo

que Cy y C; se deben mantener constantes.

Ejemplo 18. Calcular el tipo mensual simple ry,s dado un tipo rys
simple anual.

Cr=Ci(1+1rys- Anos) «— Cy = C; (1 + 15 - Meses)
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5.2. TIPOS EQUIVALENTES.

Y
(14 rys - Anos) = (1 + s - Meses) — rps = Tysf

Supongamos una inversién de duracién 1 afio:

Ejemplo 19. Calcular el tipo anual simple equivalente a un 5 %

simple trimestral.

Suponga una inversiéon C; durante 1 aflo, que son 4 trimestres.

Al finalizar el plazo el capital C; invertido se ha convertido en
Cy=C;(1+0,05-1)

Estos capitales invertidos al tipo simple anual deben ser los mis-

mos, por lo que:

Cr=Ci(147-1)«— C;=Ci(1+0,05-4)

r=02=20%

Ejemplo 20. Calcular el tipo diario simple equivalente a un 3 %

compuesto semestral.

Suponga una inversion de un capital C; durante 1 afio (2 semes-
tres).

Para el tipo compuesto:

Cy = C;(1+0,03)

Para el tipo simple diario:

Cy = Ci(1+r-365)
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5.2. TIPOS EQUIVALENTES.

1+ 3651 = 1,032 = r =0,02%

Ejemplo 21. Un deposito que paga el 5 % anual simple durante 2
meses y después un 2,5 % durante 2 aiios, ;jcual es el tipo anual

compuesto equivalente de la operacion?.

Suponga que se invierten 1 000 € en este producto. Primero se
calcula el valor final de la inversion pasados los 2 afios y 2 meses.
Notese que la primera parte de la inversion se capitaliza de forma
simple por tener 2 meses de duracidén, mientras que la segunda se
capitaliza de forma compuesta al ser una inversién de mas de un

ano.

2
Cy =1000 (1 +5 %12> (1+2,5%)% =1059,38€

5% 2,5%
m | m
[e) I (e
1000€ 1008,33€ 1059,38€

Ahora se dispone de C; = 1000€ y de C'y = 1 059,38 € siendo
el plazo de 2 afios y 2 meses, esto es 26 meses, o lo que es lo mismo
26/12 afos.

Con esto aplicando la expresion 2.2, se tiene:

1059,38 = 1000 (1 + 7)1 — 7 = 2,70%

5% 2,5%

SN
2

1000€ o 1059,38€

(¢] e}
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5.3. TAE Y TIN.

5.3. TAEy TIN.

A partir del afio 1990 el Banco de Espaiia, en adelante BdE,
obliga a publicar a las entidades de crédito y cajas de ahorro, el
indice TAE, junto a los productos que comercialicen. Esto se indi-
ca en la norma 8/ 1990 sobre “Transparencia de las operaciones y
proteccion de la clientela”. Y tiene un sentido de ayudar a la clien-
tela a comparar el posible rendimiento/coste de las operaciones que
van a contratar, con el fin de poder seleccionar, para un mismo tipo
de producto (por ejemplo préstamos personales) entre entidades, o
entre productos similares de una misma o diferentes entidades de

crédito (por ejemplo depdsitos).

Definicion 1. Se define TAE como la Tasa Anual Equivalente o
Efectiva. Es un tipo anual compuesto, por lo que se rige por la ex-
presion 2.2 para capitalizar y para descontar, por su correspondiente

descuento racional compuesto.

Asi la TAE ofrece una visién homogénea de tipo anual que abs-
trae al cliente final de las comisiones, puesto que las incluye dentro
del propio célculo, por ejemplo comisiones de apertura, de cancela-
cién, de amortizacion anticipada (para préstamos). Pero no incluye
los gastos en actos juridico documentales (notarios, pasantes, corre-
durfas y demds animales de compaiiia), ni los de seguros o garantias,

ni corretajes o impuestos.

Definicion 2. Se define TIN, o Tipo de Interés Nominal, como el
tipo simple anual equivalente de la operacién, por lo que se rige por
la expresion 2.1, para capitalizar y para descontar, por su correspon-

diente descuente racional simple.

Se puede establecer una relacion entre ambos, de forma general
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5.3. TAE Y TIN.

teniendo en cuenta una frecuencia de pagos anual (Nimero de veces

que se cobra intereses en un afio), f.

1+ TAE = (1+¥)f (5.1)

Ejemplo 22. Suponga un deposito de 1000 € a 6 meses con un tipo
nominal anual del 5 % y suponga un depdsito de 1000 € a 6 meses
conun 5 % TAE. ; Qué TIN tiene este uiltimo depdsito? ; Que retorno

se obtendria de ambos al final del depdsito?

Si se tiene un TAE del 5% y un depdsito de 6 meses, el TIN

correspondiente se obtendria de la expresion 5.1, asi:

TIN ) ?
1+5%= <1+2> — TIN =4,94%
Para el primer depdsito se tendria un C'y = 1000 (1 +5 %%) =
1025 € luego el retorno es de 25 €.
Para el primer depésito se tendria un Cy = 1000 (1 + 5 %)% =
1024,7 € luego el retorno es de 24,7 €.

Ejemplo 23. Calcular el TIN correspondiente al TAE del 2 %, 3 %,
4%, 5 %, 6 %, 8 Yo, 10 %, 12 %, 15 %y 20 %, para frecuencia anual,

semestral, trimestral y mensual.

Aplicando de forma recurrente la expresion 5.1, para los TAE
del enunciado, se obtiene el cuadro 5.1 de resultados.
Notese que el TIN es siempre menor que el TAE cuando aumen-

ta la frecuencia de pagos.
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5.4. SUSTITUCION DE CAPITALES.

Freq. Y S T M
TAE f=1 f=2 f=3 f=4
2,00 % 2,00 % 1,99 % 1,99 % 1,98 %
3,00 % 3,00 % 2,98 % 2,97 % 2,96 %
4,00% | 4,00% 3,96 % 3,94 % 3,93 %
5,00 % 500% | 494% | 491 % 4,89 %
6,00 % 6,00 % 5,91 % 5,87 % 5,84 %
8,00 % 8,00 % 7,85 % 7,77 % 7,72 %
10,00 % | 10,00 % 9,76 % 9,65 % 9,57 %
12,00% | 12,00% | 11,66% | 11,49% | 11,39 %
15,00% | 15,00% | 14,48 % | 14,22 % | 14,06 %
20,00% | 20,00% | 19,09% | 18,65 % | 18,37 %

Cuadro 5.1: Ejercicio 23

5.4. Sustitucion de capitales.

Este tipo de operacion financiera consiste en tomar una serie de
flujos futuros y sustituirlo por otro u otros flujos en un momento
del tiempo determinado. Con este tipo de operativa se puede agru-
par capitales futuros o desdoblar un capital concreto en otros que
devengan en diferentes momentos del tiempo.

En todo momento los capitales calculados deben ser financiera-
mente equivalentes.

De lo anterior se deduce que para poder determinar los capitales,
tiempos de devengo, o tipos aplicados, se valoran todos los flujos en
un mismo instante del tiempo (por ejemplo Hoy) y se establece que

deben ser iguales.
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5.4. SUSTITUCION DE CAPITALES.

Figura 5.2: Sustitucion de capitales

Equivalencia en valor presente (C; descontado se denota como
C):
C;=Cr+C5

Si detallamos la expresion anterior se tiene:

C.P (0,751;) =C1P (O,tl) + CyP (O,tg)

Donde P (0, t,,) es el factor de descuento de t,, a Hoy.
Si se supone convenio de capitalizacion/descuento simple se

tendra:

C: O n Co
1+""xt33_1+7“1t1 14 rotq

Si se supone convenio de capitalizacion/descuento compuesto

(5.2)

se tendra:

c, O N Cs
(1+r)"  Q4+r)"  (1+r)?

(5.3)

M.O.F 74 I. Pernas



5.4. SUSTITUCION DE CAPITALES.

Puede darse el caso que uno de los capitales devenga antes de un
aflo, por lo que estos capitales tendran descuento simple, mientras
que si el capital devenga después de un aflo, se tendrd descuento
compuesto.

Suponga que en el esquema 5.2, ¢; es menor que un afio, y que

tz, y t2 son mayores que el afio, entonces:

C C C
L = (5.4)
(I4+ry)= L14+rits  (141r9)"
Compuesto Simple Compuesto

Para un caso més general:

Cc.P (O,tx) =C1P (O,tl) + CyP (O,tz) +...+C,P (O,tn)

CoP(0,t;) =Y CiP(0,1;)
1=1

Donde P (0,t;)y P (0,t;), serdn factores de descuento simples
o compuestos en funcién de cuando toque su pago. De todas for-
mas segin lo explicado en este mismo capitulo, siempre se puede
encontrar un tipo compuesto equivalente al simple y dejar la expre-
sién anterior en términos de descuentos compuestos.

En las expresiones 5.2,5.3 y 5.4 se tienen como incégnitas: C,
tz, T2. Asi fijados dos de los tres se puede encontrar el restante. Por

tanto se pueden distinguir los siguientes casos:

1. Capital equivalente: Dado ¢, r,, se trata de calcular el capital

C, equivalente.

2. Vencimiento equivalente: Dado C., r,, se trata de encontrar
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5.4. SUSTITUCION DE CAPITALES.

el tiempo ¢, en el que devenga el pago.

3. Tipo de equilibrio: Dado C,, t,, se trata de encontrar el tipo

de interés r, de equilibrio.

Ejemplo 24. Suponga que usted debe abonar las cantidades de
2000€, 5000 €, y 10000 €, dentro de 2, 4 y 8 meses respectiva-
mente. Acuerde un capital equivalente a abonar dentro de 11 meses

si el tipo aplicado a la operacion es el 5 % anual simple.

Ch Cs C3 Cy

I I .

| | | | "
[ l l |
Hoy t1 t2 t2 ta

—+o

Donde:
(C1,t1,71): Son 2000€ en 2 meses al 5 %
(Co,ta,72): Son 5000€ en 4 meses al 5%
(Cs,t3,73): Son 10000<€ en 8 meses al 5 %
(Cyyty,rz): Son 777€ en 11 meses al 5 %

En todos los casos se tiene un periodo menor a un afio, por lo que el
convenio es el de descuento simple.

Por capitales equivalentes:

G _ G G Gy
14+rpty, 14rt; 14rots 1+ rsts

Cp = (1+raty) ( G s Cs )

1+7”1t1 + 1+T2t2+ 1+T3t3
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o <1+5(711) 2000€  5000€ _ 10000€
= 00—
¢ 12)\1+45%% 1+5%5 14+5%>

|C, = 17338,79€

Ejemplo 25. Suponga que usted debe abonar las cantidades de
2000€, 5000 €, y 10000 €, dentro de 2, 4 y 8 meses respectiva-
mente. Acuerde el momento de pago si el tipo aplicado a la opera-
cion es el 5 % anual simple y el capital que se desea abonar es de
17000 €

Cy Co Cs Cy

R

Hoy t1 to to tr

—+o

Donde:
(C1,t1,71): Son 2000€ en 2 meses al 5 %
(Co,ta,72): Son 5000€ en 4 meses al 5%
(Cs,t3,73): Son 10000<€ en 8 meses al 5 %

(Cyyty,r2): Son 17000€ en ?? meses al 5 %

C _ G G G
147ty 14mty  14roty 1413ty

Ca

1+ryty =
C1 + Co + Cs
14+rity 1+rato 1+4+rsts
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1 C
ty = — - -1

r
I <1+T1t1 + 1+T2t2 + 1+T3t3>

1 17000€
te = —c ~1
5% <2000€ 4 5000€ 10000@)
4+5%15 = 14+5%75 @ 1+5%<5

’tz = 0,508 anos = 6,1 meses‘

Ejemplo 26. Suponga que, por motivo de la recepcion de material
de importacion, debe hacer frente a los siguientes pagos: 500 000 €
dentro de 18 meses, 750 000 € dentro de 2 aiios, 1 000 000 € dentro
de 5 aiios. Debido a que para su tesoreria resulta beneficioso, ha
acordado cambiar estos pagos por otros dos pagos equivalentes de
igual importe C dentro de 1 aiio y dentro de 3 afios. Calcule el
importe C de dichos pagos si la curva de tipos es la indicada en la

siguiente tabla.

’ Plazo ‘ Tipo H Pagos ‘
ly 2,00 % C
18m | 2,25% C1 =500000€
2y 3,00% Cy =750000€
3y | 4,50% C

Sy 5,50% || C3 =1000000€

El esquema de pagos es el siguiente:
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C 4 Cy C Cs
A N I I
% | | { i } t
Hoy 1, 18m 2y 3y 5y

La ecuacidn de equivalencia serd el equilibrio en valor presente
de los flujos antiguos frente a los nuevos. Por lo tanto lo primero
serd obtener el valor presente de los flujos.

Para el caso de los flujos antiguos V*:
VX =C1P(0,t1) + C2P (0,t2) + C3P (0, t3)
Donde:

C1, 9, Cs: Sonrespectivamente 500 000€, 750 000 €, 1 000 000 €.

P (0,t1): Es el factor de descuento desde ¢t; = 18,,, hasta hoy,
bajo un tipo de r1g,, = 2,25 %. Es descuento racional

compuesto puesto que el plazo es mayor a un afio.

P (0,t2):  Es el factor de descuento desde to = 2,, hasta hoy, bajo
un tipo de 72, = 3,00 %. Es descuento racional com-

puesto puesto que el plazo es mayor a un afio.

P (0,t3): Esel factor de descuento desde 3 = 5, hasta hoy, bajo
un tipo de r5, = 5,50 %. Es descuento racional com-

puesto puesto que el plazo es mayor a un afio.

Como todos son descuento racional compuesto la expresion seria:

1 1 1
+ +

Vy=C o .
(1 —&-Tlgm) (1 +T5y)

a
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500000€ | 750000€  1000000€
(1+2,25%)"2  (14+3,00%)* (1+5,50%)°

*
a

] V¥ = 483 587,46 € + 706 946,93 € + 765 134,35 € \

Vi = 1955668,74€]

Para el caso de los flujos nuevos V7

Vi =C-P(0,ty) + C-P(0,t,)
Donde:
C: Capital que se desea calcular.

P(0,t;): Eselfactor de descuento desde ¢, = 1, hasta hoy, bajo
un tipo de 71, = 2,00 %. Es descuento racional com-

puesto puesto que el plazo es a un afio.

P(0,ty): Eselfactor de descuento desde ¢, = 3, hasta hoy, bajo
un tipo de r3, = 4,50 %. Es descuento racional com-

puesto puesto que el plazo es mayor a un afio.

Por tanto:

1 1
VE=C +
((Hm)tz (1+r3y)ty>

1 1
V¥=C
" ((1+2,00%)1+(1+4,50%)3>
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V¥ =1,8566C

Como ambos deben se capitales equivalentes entonces:

V*:V*

n a

1,8566C = 1955668,74€

Por tanto:

|C =1053309,95€]

5.5. Matematicas de las Cuentas Corrientes.

Se va a suponer el caso mds general, que son las cuentas co-
rrientes bancarias, que son contratos entre una entidad financiera
una persona (fisica o juridica). Las cuentas corrientes pueden ser de

dos tipos:

) De Depésito
Cuentas Corrientes
De Crédito

En ambos casos el cliente adquiere un producto bancario en el
que se realizan apuntes de ingreso de dinero en cuenta, y apuntes de
retirada de fondos de cuenta.

En la cuenta corriente de depoésito el cliente ingresa fondos en
cuenta y los retira cuando los necesita de forma inmediata. Cabe
la posibilidad (y es muy habitual) de que el contrato de cuenta co-

rriente, permita retirar mas fondos de los que se dispone, dejando la
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cuenta en negativo', hasta una cierta cantidad que se suele indicar
en el contrato.

En la cuenta corriente de crédito, la entidad financiera concede
al cliente una cantidad de dinero a crédito que éste va disponien-
do (retirando) o reponiendo (ingresando). La cantidad médxima de
dinero que se dispone en cuenta (el crédito) se ajusta en el contrato.

En cuanto a los intereses aplicados por el dinero se tienen las

siguientes opciones:

. Fondos > 0  r.
Deposito
. Fondos <0 74
Tipo de C.C.
o Dispuesto < Limite 1,
Crédito
Dispuesto > Limite 7.

En la cuenta corriente de depdsito cuando los fondos son ma-
yores que cero, el tipo aplicado serd r.., distinto del tipo aplicado
cuando los fondos son menores que cero, que es cuando se aplica el
tipo para descubiertos 7.

En la cuenta corriente de crédito se aplica un tipo 7. cuando la
cantidad dispuesta por el cliente es inferior al limite de crédito, y
un tipo de interés r.; cuando la cantidad dispuesta por el clientes es

superior al limite de crédito de la cuenta.

5.5.1. Liquidacion de cuentas corrientes de depdsito.

En ciertas fechas durante el afio, sobre la cuenta corriente se
hacen cierres y se pagan los intereses correspondientes, pero como

en la cuenta se ha hecho una serie de entradas y de salidas, el saldo

'Dejando la cuenta en “mimeros rojos”.
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sobre el que calcular los intereses no resulta obvio a primera vista,
es por esta razén por la que se utiliza el método de saldos.

El tipo de capitalizacién que se aplica a estas operaciones es
claramente simple con base Act/365.

Para aplicar el método de saldos se sigue los siguientes pasos:

1. Se toman los apuntes desde la udltima fecha de liquidaciéon
hasta la siguiente, y se calculan los saldos tras realizar cada

uno de los apuntes.

2. Se calculan los dias entre apunte y apunte, asi como entre el

dltimo apunte y la fecha de liquidacioén.

3. Con estos dias y los saldos se puede apuntar la cantidad en
intereses devengados.
ta — 11
365

En caso de que la cuenta esté en descubierto los intereses se

Int = Saldo(, y4,) X Tec

apuntan en negativo.

Note que es necesario tener en cuenta que a los intereses hay
que quitarle la parte de impuestos asi como las comisiones si es que
existen. Asi la diferencia entre los intereses menos los impuestos y
menos los gastos, es la liquidacién de intereses en la cuenta.

Véase el siguiente ejemplo:

Ejemplo 27. Se tienen los siguientes movimientos en una cuenta

corriente.
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’ Fecha ‘Concepto

Cantidad \ Sentido

12-May | Nomina 40000€ +1
14-May | Cobro Cheque 10000 € +1
30-May | Liquidacién Tarjeta | 60 000€ -1
11-Jun | Ingreso Efectivo 15000€ +1
30-Jun

Las condiciones de la cuenta corriente son las siguientes:

= Interés anual de la cuenta: 6 %

= Comisién por descubierto: 0,2 % sobre el saldo en descubier-

to.

= Intereses de descubierto: 12 %

m Comisiones: 12 €

= Impuestos sobre intereses: 15 %

= Fecha de cierre 30/6.

Con estos datos se puede calcular la tabla de saldos correspondiente:

Intereses
Fecha Concepto Cantidad Comis.
Saldo Dias Acr. Descub.
12-May Nomina 40000 € 40000 € 2 13,15 € 0,00€ 0,00€
14-May Ingr. 10000€ 50000 € 16 131,51 € 0,00€ 0,00€
30-May Visa 60000 € —10000€ 12 0,00€ —39,45€ —20,00€
11-Jun Ingr. 15000€ 5000€ 19 15,62 € 0,00€ 0,00€
30-Jun Total: 160,27 € —39,45€ —20,00€
Total: 100,82 €
Impuestos: —15,12€
Gastos: —12,00€
Liquidacién: 73,70 €
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Ejemplo 28. Se tienen los siguientes movimientos en una cuenta

corriente.

Fec. Oper | Fec. Valor | Concepto Cantidad ‘ Sentido ‘
9-mar 10-mar | Alquiler 3000€ -1
19-mar 20-mar | Premio 10000€ +1
29-mar 30-mar | Nomina 6000€ +1
09-abr 10-abr Liq. Tarjeta | 150000 € -1
17-abr 18-abr Ing.Cheque | 30000€ +1
30-abr 30-abr

Las condiciones de la cuenta corriente son las siguientes:

» Interés anual de la cuenta: 1 %

Comisiones: 0€

Fecha de cierre 30/4.

Intereses de descubierto: 12 %

Impuestos sobre intereses: 15 %

Comisién por descubierto: 2 % sobre el saldo en descubierto.

Con estos datos se puede calcular la tabla de saldos correspondiente:

M.O.F.
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Intereses
Fecha Concepto Cantidad Comis.
Saldo Dias Acr. Descub.
10-mar Alquiler 3000€ —3000€ 10 0,00€ —9,86 € —60,00€
20-mar Premio 10000€ 7000€ 10 1,92€ 0,00€ 0,00€
30-mar Nomina 6 000€ 13000€ 11 3,92€ 0,00€ 0,00€
10-abr Visa 150000 € —2000€ 8 0,00€ —5,26 € —40,00€
18-abr Cheque 30000€ 28000 € 12 9,21€ 0,00€ 0,00€
30-Jun Total: 15,04 € —15,12€ —100,00€
Total: 100,08 €
Impuestos: —2,26€
Gastos: 0,00€
Liquidaciéon: —102,34€

5.6. Problemas.

Problema 22. Buscar el tipo de interés compuesto trimestral que
es equivalente a aplicar a un capital de 110 euros un tipo simple

anual del 5 % durante un aiio y medio.

Solucion:

Primero se obtiene el capital final al que se llega por medio de

Cp=Ci(1+rT)=110(1+5%1,5) = 118 25€

Con ello se puede despejar el equivalente de la formula de capi-

talizacion compuesta (ecuacién 2.2). Por tanto:

Cr = Ci(L+7)""™ 11825 = 110 (1 + )7
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1
118,25\ ¢
= ’ —-1=1,213
E ( 110 ) 3%

Problema 23. Calculad la tasa de descuento compuesta (descuen-
to comercial compuesto) que equivale a un tipo de interés del 5 %
anual bajo la ley de descuento racional simple, para un periodo de

3 meses.

Solucién:
Por tipos equivalentes siendo la férmula de descuento comercial
compuesto,
Cr=Ci(1—d)"

Y la del descuento racional simple:

1
Cr = Ci(1 +1T)

Por tanto por tipos equivalentes se tendra que:

1

T _
(1=d)" = (1+7T)

1 YT = 3/12
d:1—<> —d=4,8476%
( ) r= 5%

Problema 24. Un producto nos duplica el capital en tres afios.
¢ Cudl es su tipo anual equivalente simple? ;y compuesto? ;jy con-

tinuo?

Solucién:
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Simple:

Cr=Ci(1+1T)—=2=(1+3r) =>r=33%

Compuesto:

Cr=Cr(l+r)l =2=(014r) =r.=2"-1=2%

Continuo:

1
CF:C[GTT—)2:€3T—)T:§ID(2):23%

Problema 25. Nos ofrecen un producto que paga un 5 % compuesto
anual pero durante solo 6 meses, y después, para una aiio y medio
adicional, nos paga un 2 % compuesto anual. Calculad el tipo sim-

ple trimestral equivalente.

Supongamos que se invierten C; = 1 000 € entonces:
Cr=1000(1+5%)"2(1+2%)"°

Cy=105559€

Para el equivalente el tiempo total de inversion es de 2 afios, por

tanto:
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1 055,59 1
szci(1+TT'4-2)—>TT: (— >

1000 8

7 =0,3769 %

Problema 26. Comparad los siguientes productos: un depdsito a
seis meses que paga un 1 % mensual compuesto, un depdsito que
dura dos afios y por cada 100 euros te paga 125 al final de esos
dos afios. ;Cudl de los dos tiene un mayor tipo compuesto mensual

equivalente?

Problema 27. Calcular el TAE y el Nominal de los problemas an-

teriores.
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Capitulo

Flyjos - VA - VE

6.1. Esquemas de flujos financieros.

Una operacién financiera, puede ser una sucesion de pagos y co-
bros, distribuidos en el tiempo. Resulta muy conveniente representar
estos flujos de capital en el tiempo, por medio de esquemas de flujos

financieros.

En estos esquemas, las fle- bt t3

chas se distribuyen de derecha a TCQ TCA;

izquierda, seglin acontezcan en | |

su momento. El sentido de la . l
1

flecha marca el sentido del flu- -

jo, por lo que flechas hacia aba- to 2

jo implican pagos que se reali- Figura 6.1: Flujos

zan (dinero que sale), mientras

que las flechas hacia arriba indican cobros (dinero que entra). Esta

representacion resulta muy Util para representar operaciones senci-
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llas, y esquemas orientativos, si bien resulta de poca utilidad en caso
de operaciones con muchos pagos a lo largo del tiempo.

Para operar con los diferentes capitales, como por ejemplo par
netear cantidades, es necesario que estén ubicadas en el mismo mo-
mento temporal. Para ello se pueden aplicar las leyes de capitaliza-

cion / descuento.

De esta forma en la figura se puede hacer que:

Cr=C'— Oy = (Céies _ ges> —c

6.2. Valor Presente - VA < PV

VA es acrénimo de valor actual, también conocido como PV
(en inglés “Present Value”). Es la suma del valor actual de todos los
flujos de una inversién o proyecto. Para calcular este valor hay que
descontar a fecha de hoy todos los flujos futuros.

Se suele identificar con el coste o precio equivalente al conjunto
de flujos que refleja, valor actual o también MTM.

Uno de los puntos mds importantes es la tasa de descuento de los
flujos. Aunque de forma habitual se usa la misma en todos los pla-
zos, puede resultar necesario ajustar las tasas al coste de “funding”

necesario para mantener la inversién.
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Suponga dos proyectos (“A”, y “B”) en los que hoy hay que
invertir 2000000<€, a partir de este momento cada uno tiene un
flujo diferente de retornos. Para poder comparar ambos, un buen
principio puede ser obtener su VA, para determinar qué proyecto
interesa mds (al menos en cuanto a retorno). Suponga que los flujos

se pueden descontar a un 3 % anual.

2y
/\
o 18m o
/_\
+ o o
~— 2,1M€
ly T100k€ T100k€
| | |
T l | | t
2ME
o
(2) “A”
2y
/\
(o) 18m (o)
//_\
4+ o o
~__— 1,1M€
ly T600k€ TGOOk@
| | |
T l | | t
2ME

(b) “B”

Figura 6.2: Proyectos

En el caso del proyecto “A”:
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10° N 10° N 2,1-106
1+3%)"  (1+3%)'7*  (1+3%)

VAN, = —210% +

VAN, = —2000000 + 97087 + 95663 + 1979 451,40

VAN, = 172201,82€

En el caso del proyecto “B”:

6-10° N 6-10° N 1,1-108
1+3%)"  (1+3%)"2 (1+3%)

VANg = —2:10% +

VANp = —2000000 4 582 524,27 + 573 978,22 + 1 036 855,50

VANp =193357,99€

Este resultado indica que el proyecto “B”, es financieramente
mejor que el proyecto “A”. Ademds en el proyecto “B” los flujos de
caja hacen que se devuelva el dinero antes en el tiempo en mayor
volumen, lo cual es preferible a esperar a recibir el nominal final

como ocurren en el proyecto “A”.

Nétese que en la formulacion para la obtencién del VAN

se puede observar una repeticién de sumas de flujos por des-
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cuentos. Esto es (suponiendo uso de tipos compuestos):

Fy F F;
VAN; = Froy + — + 2 4+ —
' P M)t (L) (147
Si llamamos Factor de Descuento a ———, y lo deno-
(1"'”1') ‘

tamos por F'D;, o como asi se denota en mucha literatura,
P (0,t;). Este P (0,t;) es el fector de descuento desde el tiem-
po hoy hasta el tiempo ¢;.

P(0,tn)
0 P(0,t;) t tn
{ | ; t
Hoy
Entonces se puede escribir el VAN como:
VAN; = Fuoy+ Fi,-P(0,t1) + F,-P (0,t2) +
+...+ F,,-P(0,t,)
O bien:
VAN; = Froy+ Fy-FDy, + Fy,-F Dy, +

+...+F, FD,,
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De forma compacta:

VAN; =Y Fi-P(0,t;)
=0

n
VAN; => Fi-FD;
=0

Donde:

F;: Flujo de dinero en tiempo t;.

Por tanto si a cada plazo se tuviera diferente tipo de interés,
cada uno de los r; seria diferente, lo cual es normal, puesto que
a un afio se dar4 cierto tipo de interés y a dos afios otro!, y asf
sucesivamente.

Es importante recalcar que dado un factor de descuento
(factor P (0,t) al plazo t), se puede obtener un tipo de interés
que se conoce como tipo cupén cero, en caso de plazos supe-

riores a un afio, usando capitalizacién compuesta:

1 1 B

P(O,t) = m —Tz0 :‘BEZ <P(0,t)>

Estos tipos de interés tienen una gran importancia ya que
su aplicacién directa es la de obtener el tipo a plazo sin pagos
intermedios. Una forma de interpretarlo, es el tipo al que debe
descontarse un euro para tener hoy P (0,¢). O bien, representa
la cantidad ‘B a invertir hoy de tal manera que en t = 1" se
tiene 1 €.

El uso de los tipos cupdn cero, o factores de descuento (en

realidad ambas cosas son lo mismo), en el calculo del valor
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actual de flujos futuros simplifica mucho el cdlculo (si bien es
necesario cierta tecnologia adicional para el cdlculo de tipos o
factores intermedios mediante técnicas de interpolacion). Véase

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 29. Suponga que tiene un producto que dentro de un
afio le paga 10000 €, dentro de dos arios 15000 € y dentro de
tres aiios 20000 €. Si los tipos cupones cero son a un aiio el
4,00 %, a dos afios el 5,00 %, y a tres afos el 6,00 %, el valor
del activo se puede calcular a partir de los factores de la tabla

6.1 como suma y productos de factores de descuento y flujos.

3
VP=> fiP(0t)
=1

VP = 10000 -0, 961538462
+15000 - 0, 907029478
420000 - 0, 839619283

= 40013,21€

| 3 | P0OT) |
4,00% | 0,961538462
5,00% | 0,907029478
6,00% | 0,839619283

W[ N =] =]

Cuadro 6.1: Tipos ZC y FD’s Ejemplo 29.

La potencia de los factores de descuento radica en que una

vez determinados a la fecha en la que se produce el flujo de

M.O.F.
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dinero, se puede descontar de forma directa. Note el lector que
los factores de descuento provienen de curvas de tipos de interés
cupon cero, que deben estar en la misma divisa que los flujos
a descontar. Por tanto para encontrar valores actuales en €, es
necesario usa las curvas de tipos de interés en la misma divisa

€.

6.3. TIR

TIR/YTM (Tasa Interna de Retorno/Yield To Maturity) es el ti-
po de interés con el que se descuentan los flujos de una inversion,
tal que el VAN es cero.

Este cédlculo hace una presuncion bastante dudosa, y es que su-
pone que es posible reinvertir los intereses a la propia TIR. Esto no
es del todo cierto, ya que los tipos de interés tienen cierta volatili-
dad que hace casi imposible esta presuncion, si bien los resultados
relativos de TIR, permiten comparar inversiones equivalentes, como
por ejemplo bonos, proyectos, etc.

Suponiendo una inversién en la que hay que desembolsar un
nominal /N, que paga una serie de intereses anuales Cj;, y que a

vencimiento retorna el una cantidad Q):

VAN TCi TCi 1Q+0n

| | |
| i i t
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Como la inversion debe dar neto actual cero:
N — VAN =0

G Q
VAN = -+ —
d ; 1+r) (147

~ G Q _
N (Z Qv (HT)") -

=1

- Q
N_Z L

1+7’

En notacién compacta usando factores de descuento:

n
N =Y CiP(0,t;)+ Q-P(0,tn)
i=1

Para obtener la tasa r, TIR hay que despejar el valor en la ecua-
cién no lineal, este proceso es complejo cuando hay varios flujos
por lo que resulta necesario el uso de herramientas de cdlculo nu-
mérico como “buscar objetivo” en MS Excel o la bisqueda de ceros
en Matlab.

Ejemplo 30. Suponga una oportunidad de inversion con un plazo
de 10 aiios, por la que hoy deberia pagar 1075000 €, que le paga
cupones anuales de 35000 € (3,5 %), finalizado el plazo se le retor-
na el dltimo cupon y un capital de 1 000 000 €. Calcule la TIR/YTM

de esta inversion.

La expresion a resolver seria:

N —VAN; =0
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N =1075000€

10

35000 1000000
VANg =Y -+ =
— (1+7r)" (147

| vany [ N-vANg]
35% | 1000000€ | 75000€
3% | 1042651€ | 32349€

2,637% | 1075000€ 0€

Por tanto la TIR de esta inversion es de un 2,637 %.

6.4. Problemas.

Problema 28. Del siguiente esquema de flujos: pagar 100 a un ario,
cobrar 400 dentro de 3 aiios, pagar 220 dentro de 5 afios, con un

tipo de interés del 2 % anual

1. Calcule PV, FV

2. Si retrasamos todos los pagos y los cobros un afio, ;cémo se
modifica el PV?

Si se tiene un tipo de interés del 2 % anual compuesto (no se indica
otra cosa y la operacion es para mds de un afio se considera como
compuesto) para todos los plazos, se puede obtener los factores de
descuento a esos plazos:
Para el factor de descuento:
PO.T)=
(I+7)
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‘T | F| VP |
1 [ 2% | 0,9804 | -100 | -98,04
2% | 09423 | 400 | 376,93
2% | 0,9057 | -220 | -199,26
Total 79,63

PV =179,63€

El valor futuro viene como FV = PV - (14 r)”

FV =7963-(14+2%)" =87,92€

Si cambian los afos:

‘T| r | FD| VP |
2[2% [ 09612 | -100 | -96,12
2% | 0,9238 | 400 | 369,54
6| 2% | 08880 | -220 | -19535

Total 78,07

El valor futuro viene como FV = PV - (14 r)”

FV =78,07-(142%)° =87,92€

Problema 29. ; Cudl de las siguientes opciones es mejor, suponien-

do un tipo de interés del 2,5 % anual? ;por qué?

1. Cobrar 1200 euros dentro de 4 afios

2. Cobrar dos pagos de 615 euros a realizarse el afio 3 y el afio 5
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3. Cobrar 200 euros ahora 'y 1075 dentro de 3 afios

4. Cobrar 1250 euros dentro de cinco afios y medio

Para el caso 1:

'T| r | FD | F | VA® | Up-Front | VA(F+U) |
|4 250% | 09060 | 1200 | 108714 | 0 | 1087.14 |
Para el caso 2:
T| r FD | F | VA(F) | Up-Front | VA(F+U) |
3] 2,50% | 09286 | 615 | 571,09 0 571,09
51 2,50% | 0,8839 | 615 | 543,57 0 543,57
Total 1114,66
Para el caso 3:
T| FD | F | VA®F) | Up-Front | VAGF+U) |

] 3 \ 2.50% | 09286 \ 1075 \ 998,24 \ 200 \ 1198.24 \
Para el caso 4:

' T| r | FD | F | VAP | Up-Front | VA(F+U) |
] 55 \ 2,50 % \ 0,8730 \ 1250 \ 1091,26 \ 0 \ 1091,26 \

Problema 30. Tengo un pago de 1000 euros dentro de 5 arios. Si

suponemos un tipo de interés del 3 % anual,

1. (de cudnto tienen que ser dos pagos iguales, a producirse en

el afio 4 y 6, que equivalga al existente?

2. Si fijo un pago en el afio 4 de 400 euros, ;de cudnto tendrd

que ser el pago del afio 6?

3. Si quiero cancelar la deuda ahora mismo, ;cudnto tendria que

pagar?

Solucioén:
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Un pago 1000€ dentro de 5 afios, al 3% tiene que tener el
mismo valor actual que los pagos iguales C' dentro de 4 y 6 afos:

1000 C C

= +
(14+3%)° (14+3%" (14+3%)°

862,61€ =1,7259C — C = 499,78 €

Si se fija un pago de 400 euros el afio 4 entonces el valor actual

de los 1000 euros el 5° afio debe ser igual al valor actual de los otros

pagos:

1000 400 C

= +
(14+3%)° (14+3%* (1+3%)°

862,61 € = 355,39€ 4 0,8374C — C = 605,64 €

En caso de querer cancelar el pago de 1000 euros dentro de
cinclo afios ahora mismo, se deberia pagar el valor presente de estos
1000 euros que son:

1000

A= ———- =8062,61€
(14+3%)

Problema 31. Un proyecto financiero nos ofrece unos beneficios de
5000 euros dentro de 3 aiios, 6000 euros dentro de 4 arios, y 7000
dentro de 5 afios. Para ello, nos piden invertir 15000 euros hoy. Si
los tipos de interés estdn al 3 % anual, ;Nos interesa el negocio?
(Si el tipo de interés es mayor, el proyecto nos interesa mds que

cuando estaban al 3 %?
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Solucion:

Calculamos el valor actual de los flujos futuros:

Entonces:

—15000 n 5000 n 6 000 n 7000
(1+3%)°  (14+3%)° (1+3%)* (1+3%)°

VAneto =

V Apeto = —15000 + 4 575,71 + 5330,92 + 6 038,26

V Apeto = 944,89 €

Problema 32. Si un producto a 4 aiios nos ofrece por 1000 euros
cobrar cada afio una cierta cantidad fija. ; Cudnto tiene que ser esa

cantidad si los tipos estdn al 3,5 %? ;Y si estan al 4 %?

Solucioén:

De forma genérica se tiene que calcular mediante traerlos a valor

presente:
LYo 1
1000 = - =
S oS
1000
C= s
=1 (14r)*
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100
Chosoy = —— = 272,25€
35% 7 36730 ’
100
= = 275,00€
4% 7 36298 ’

Problema 33. Calculad la TIR del proyecto del problema 28, 31 y
de cada opcion del problema 29
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Parte 11

Rentas y Operaciones
Simples
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Capitulo

Rentas y Operaciones

Simples.

7.1. Compra o Crédito.

Los modos de financiacidn que tienen las empresas, son (de un

modo muy general):

1. Participacién en el negocio: Acciones. Representa la forma
en la que el publico participa en el negocio comprando parte

del mismo.

2. Endeudamiento: La empresa puede solicitar dinero en los si-

guientes formatos.

a) Bien a una institucién de crédito (bancos o cajas). Esto

constituye un préstamo.

b) Bien a particulares por medio de la emisiéon de instru-

mentos de renta fija, como pagarés (letras si el emisor
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es un gobierno), bonos u obligaciones.

En el presente tema se centra la atencién al apartado 2 y en concreto
al 2.b. Este punto es ciertamente muy amplio y excede el objeti-
vo del presente curioso, si bien fija su atencién en los bonos como

instrumento conductor para introducir las rentas.

7.2. Bonos.

Un bono es un instrumento financiero de renta fija, es negocia-
ble en mercado (en funcién de su liquidez). Este instrumento hace
que el emisor del bono se compromete a devolver el capital a venci-
miento mas una serie de pagos intermedios, en concepto de intere-

ses, conocido por cupdn.

7.2.1. Caracteristicas de un Bono.

Las principales caracteristicas de un bono se pueden resumir en:

Emisor: [Issuser]|, es la entidad que e financia, comprometiendo
los pagos de esta deuda tanto en principal como en intereses
segun plazo y forma de pago/s. Pueden ser entidades priva-
das (empresas) o pueden ser entidades ptiblicas (gobiernos,

CCAA, ayuntamientos, etc.).

Principal: Importe total que se presta al emisor. También se le co-

noce por Nominal.

Cupoén: Pago intermedio, en concepto de intereses que si es fijo,
se refiere a un % del nominal y si es variable se refiere a un

indice de mercado como puede ser el euribor 3 meses, o algtin

M.O.F 109 I. Pernas



7.2. BONOS.

libor. El pagé de cupones se hace con cierta periodicidad, si

bien el cupén se suele expresar en tanto por ciento anualizado.

Vencimiento: [M aturity], Es la fecha en la que se termina la ope-
racidn, se cancela el bono por medio del pago del principal

mds el dltimo cupdn al inversor.

CleanPrice: Precio limpio, es el precio que se cotiza en el merca-

do, no tiene en cuenta el cup6n corrido.
DirtyPrice: Precio que incluye el cupén corrido en el mismo.

CC: Siglas de cup6n corrido, es la parte de cupén devengada y
no cobrada entre cupones. El modo de cdlculo se indica mas

adelante.

Un bono tiene un esquema de pagos como el que se indica en la

siguiente figura:

En el momento de compra del bono, se paga el precio del bono.
A lo largo de la vida del bono se pueden tener pagos de cupén in-
termedios, o bien un Unico cupén al final, en este caso el bono se
conoce como bono cupén cero! .

EL precio del bono, esto es, lo que se tiene que pagar para ha-
cerse con un bono, se corresponde con el valor actual de los flujos

de caja futuros descontados a fecha actual.

L “Zero-Coupon Bond”
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F
Fe= (I+r )T
1 TIR
n
C; N
P, = Z : + (7.1)

“~ (L+TIR)" (1+TIR)"

Usando la notacion en modo de factores de descuento:

P, =) Ci-P(0,t;) + N-P (0,t,)
=1

Donde:
TIR: Expresada en % al afio.

C;: Cupdn en pago . Se suele indicar como cupén anual, pero pue-
de pagarse en otra frecuencia, por ejemplo semenstral, por lo
que en cada pago se cobra %, en caso de pagos trimestrales

se cobraria en cada pago %, etc.
t;: Se expresa en Fraccién de Afios.
N: Principal en vencimiento.

En caso de que todos los cupones sean iguales C; = C, lo cual es

algo muy normal el cupén se puede sacar factor comun.

N

Px = - +
;(1+TIR)“ (1+TIR)™

n

1 N
Py = CE: T t
— (1+TIR)” (+TIR)™
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Suponga un bono con cupén 5 % anual, con una TIR del 3 %,

pagos anuales y 4 pagos pendientes. Entonces:

1 1 1 1 1
fo=0 ((1+T) - (1+7)? * (147r) - (1—|—7“)4>+N(1—|—r)4

Sustituyendo los valores en la expresién anterior:

P, = 57( RN S S — )
PPN H3%)  (143%)°  (143%)° ¢ (1+3%)°

+100 %———
‘1+3%)"

= (4,85% +4,71% + 4,58 % + 4,44 %) + 88,58 %

Py
P, = 107,43%

7.2.2. Cupon Corrido.

Se trata de incluir en el precio a pagar al vendedor el bono (ya
en mercado secundario), el efecto del devengo continuo del futuro
siguiente cupon.

Por tanto el precio sucio, o Dirty Price incluye este apartado

que se calcula como:

6D¢;

ce= CADCupanes

Donde:

0D¢, ,: Son los dias que han pasado desde el pago del dltimo cu-

pon hasta hoy.
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C': Es el cupdn siguiente.
ADcuypones: Son los dias que hay entre cupones.

Como puede apreciarse, lo que se estd haciendo es una pequeiia
periodificaciéon del siguiente cupdn, calculando la parte acumulada

desde el pago del cupén anterior.

7.2.3. Elasticidad y Riesgos.

En la férmula del precio de un bono (expresién 7.1) hay una
relacion directa con el tipo de interés con el que se descuentan los
flujos financieros. Este tipo de interés varia con el mercado, por
tanto hay una exposicion del valor del bono al mercado de tipos
de interés, esto es una fuente de riesgo.

El efecto de los tipos de interés sobre los precios de los bonos

es inverso, esto es:

= Si suben los tipos de interés, entonces los bonos pierden valor

(baja su precio).

= Si bajan los tipos de interés, entonces los bonos se aprecian

(sube su precio).

Existe, una relacién del precio del bono con la calidad crediticia
del emisor. Por tanto la calidad de la empresa que emite bonos, en
cuanto se refiere al pago de las obligaciones contraidas, influye en
el precio de los bonos. Un empeoramiento de la calidad del emisor

hace que los bonos pierdan valor (por lo que sube su TIR), si se
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enfoca la TIR como una tasa de interés sesgado por el riesgo, tiene
sentido que al perder el pagador calidad, y existir un mayor riesgo
de impago, los tipos de interés a los que los inversores ponen dinero,
suban.

Dadas estas circunstancias se pueden establecer ciertas canti-
dades resumen que reflejan el comportamiento de los bonos ante
cambios en los tipos de interés. Estas medidas dan una idea de la
sensibilidad o respuesta eldstica del activo ante un cambio en los
tipos.

El grado de sensibilidad entre ambas variables viene determina-
da por la extension de la vida del titulo, el nivel absoluto de los tipos
de interés y la estructura de flujos de caja del mismo. Tres principios
rigen los aspectos basicos de los activos de renta fija.

Estos son los llamados principios de Malkiel:
= El valor de un bono varia en sentido contrario al de su TIR.

= Si dos bonos dieren dnicamente en el cupdn, entonces para
una determinada variacién de la TIR, el bono de menor cupén

experimentard mayor cambio de valor.

= Para un bono dado, un incremento de TIR provoca una varia-
cién de precio menor que la provocada en sentido inverso por
una bajada de TIR de igual magnitud que la anterior. En las

proximas péginas se analizardn y probardn cada uno de ellos.

Las medidas que cuantifican la exposicidn del precio del bono a los

cambios en los tipos de interés son:
1. Sensibilidad Absoluta.

2. Duracién Modificada.
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3. Duracion.

Para poder explicar cada una hay que definir antes cémo se miden

las diferencias en precio/tipos de interés.

Variacion Absoluta Relativa
Precio Py— P PQP%lPl
Tipos | TIRy — TIR, | T
Se define:

= Duracién: Variacién relativa del precio cuando hay una varia-

cion relativa en TIR.
P, — P ~ TIRy —TIR;

(7.2)

= Duracion Modificada: Variacién relativa del precio cuando se

produce una variacién absoluta de TIR.

P,—P -
2 5 L~ _D.(TIRy — TIR,) (7.3)
1

= Sensibilidad absoluta: Variacién absoluta del precio con va-

riacion absoluta en TIR.

(Py— P,) =~ —SA-(TIRy — TIRy) (7.4)

Existen expresiones basadas en los datos caracteristicos del bono,
asi como en la estructura de pagos del instrumento:
Duracién:
n
1

D=_—_. . P A )
o ;CZ (0,t;) t; (7.5)

M.O.F 115 I. Pernas



7.2. BONOS.

Nota: t;, o también F'A;, es el tiempo desde hoy hasta el pago

del cup6n expresado en fraccion de afios.

~ D
D=1T7m (7.6)
SA=DP (7.7)

Ejemplo 31. Se analizard un Bono del Tesoro espaiiol con cupon
3,9 % anual (ActAct) y vencimiento el 31/10/2012. En este caso, cu-
pones del 3,9 % sobre el nominal de referencia. Se tomard como
fecha valor el 20 de Noviembre de 2009 con una cotizacion de mer-
cado de 105,78. Se calcularan sus medidas de elasticidad de primer
order: duracion, duracion modificada y sensibilidad absoluta.

Lo primero es obtener los datos que definen el bono:

TIR Cpn
Base | Act/Act
Fechas 3,9%
1,86 %
Dias FA Flujos VP

31.10.09 | Ultimo Cupén

20.11.09 20 | < Hoy

31.10.10 345 0,95 | 1,86% 3,90 % 3,83 %
31.10.11 710 1,95 | 1,86% 3,90 % 3,76 %
31.10.12 | 1076 295 | 1,86% | 103,90 % 98,41 %
Precio Sucio: | 106,00 %

Cup6n Corrido: 0,21 %

Precio Limpio: | 105,79 %

Precio Mercado: 105,78 %

Error: 0,01 %

Con estos datos, es posible obtener directamente la duracion:
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TIR Cpn
Base Act/Act
Fechas 3.9 %
1,86 %
Dias FA Flujos VP VP x FA
31.10.09 Ultimo Cupén
20.11.09 20 <+ Hoy
31.10.10 345 0,95 1,86 % 3,90 % 3,83 % 0,0362
31.10.11 710 1,95 1,86 % 3,90 % 3,76 % 0,0732
31.10.12 1076 2,95 1,86 % 103,90 % 98,41 % 2,8991
Precio Sucio: 106,00 % Total: 3,0085
Cup6n Corrido: 0,21 % D: 2,8381
Precio Limpio: 105,79 % D 2,7862
Precio Mercado: 105,78 % SA: 2,9536
Error: 0,01 %

Se puede realizar la comprobacién de que esto es asi estresando
el precio por medio de la TIR, para ello se obtiene lo que supone un
aumento absoluto y relativo en TIR y se obtiene el precio del bono

en esta circunstancia con la hoja de calculo anterior.

‘ Tipo ‘ Precio ‘ ‘Resultado‘

TIR 1,86 % | 106,00% | D 2,7830
TIR+1% Rel. | 2,88% | 103,05% | Dp, 2,7322
TIR+1% Abs. | 2,86% | 103,11% | SA 2,8962

Esto viene de:

103,11 % — 106,00 % _D2,86% - 1,86 %

D =~ 2.7830
106.00% 1+1.86% ’

103,11 % — 106,00 %
106,00 %

~ _D(2,86% —1,86%) — D =~ 2,7322
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(103,11% — 106,00 %) = —SA (2,86 % — 1,86 %) — SA = 2,8962

7.3. Operaciones Simples a Corto.

La operaciones simples son aquellas que tienen tnicamente dos
momentos de intercambio de efectivo, al inicio de la operacién y al
vencimiento de la misma, por lo tanto carecen de pagos intermedios.
Este tipo de operacidn suele ser a corto plazo, ya que en buena légica
operaciones sin pagos intermedios a largo plazo, implican una fuerte
confianza en la capacidad de repago de la contraparte con obligacién
de pago, y por tanto se suele limitar el plazo a 12 o 18 meses como
maximo.

El modo de operar sobre este tipo de operaciones es “al des-
cuento” por lo tanto si la operacion es sobre un importe nominal N
este se intercambia a vencimiento en ¢ = T', mientras que al inicio,
en t = 0, se intercambia el capital equivalente, descontado por el
tipo de la operacion.

Si la operacioén es a corto plazo, por lo general se suelen usar
leyes de descuento simple. En este caso segtn el tipo de operacién
financiera se aplicara el descuento comercial o el descuento racio-
nal:

Racional: )

(1 +7’%)

Donde r es el tipo de interés de la operacién, y n el nimero de

Ci=Cy -

dias de la operacion.

Comercial:
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n
Ci=Cy- (1 - d—)
e 365
Donde d es el tipo de descuento comercial, y n el nimero de
dias de la operacion.

El valor de la operacién C;, en un momento n < 7' se puede
calcular por capitales equivalentes hoy:

Co Oy Cr
E | t
\/

Hoy t:Tn t=n

En el caso de descuento comercial:

Co =0, (1—d%5)

Co = Oy (1 —di)

365
1—d%

C :CT< 365)
BN =

En el caso del descuento racional:

1
Co =Gy (1—1—7“325>

1
Co=Cp | ———
0 T(1+r?fg5>

1+ rak
Cy=Cr (355)
1+T%
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7.3.1. Operaciones comunes.

Las operaciones simples, mds comunes, quitando de la lista las
de cuenta corriente, de ahorro y las cuentas de crédito, son las si-

guientes:

1. Operacién de Compra/Venta aplazada. Son operaciones en
las que el vendedor entrega el bien o servicio, demorando un

tiempo el cobro por el mencionado bien o servicio.

2. Imposicién a Plazo Fijo (IPF). Una de las partes (habitual-
mente un cliente) entrega a la otra (habitualmente una entidad
de crédito), un capital durante un plazo de tiempo. A la fina-
lizacién se recupera el capital entregado con unos intereses,
o si la operacién es al descuento, el nominal segiin contrato.
La cancelacién anticipada de este tipo de operaciones suele
tener algun tipo de penalizacién sobre el tipo de interés de
la operacién, pero es normal encontrar que como maximo la
penalizacién no exceda el monto total de los intereses, de tal
forma que se puede considerar como operacién con capital
garantizado. No es una operacidn canjeable o transmisible,

esto es, no se puede vender.

3. Certificados de depdsito. Son exactamente igual que una IPF

pero si se pueden comprar y vender en el mercado.

4. Deuda a corto plazo: Operaciones de deuda para financiacién

estatal o empresarial de cardcter temporal a corto plazo.

a) Letras del tesoro.

b) Pagarés de empresa.
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5. Descuento Bancario: Son operaciones en las que el banco
asume la posicién del cliente entregando ahora cierta canti-
dad a cambio de los derechos de cobro futuros. La cantidad
entregada al cliente es el valor actualizado menos costes de

estos cobros futuros.

a) Descuento de papel comercial.
b) Descuento financiero.

¢) Crédito financiero.

7.3.2. Descuento Bancario: Papel Comercial.

El objetivo de este tipo de operacidn es aportar liquidez al clien-
te desde el punto de vista de la entidad financiera. La operacién
transforma derechos de cobro futuros en liquidez actual.

Asi, la entidad financiera, por un lado facilita al cliente el va-
lor del nominal (derecho de cobro futuro) descontados, y por otro
lado realiza las gestiones de cobro del mencionado nominal futuro,
aplicando una comision de cobro.

El descuento bancario por papel comercial, estd sujeto a tribu-
tacion por Actos Juridicos Documentados de forma escalada en re-
lacién al nominal de la operacién por medio de un “timbre”.

En esta operacion se tienen las siguientes variables:
N: Nominal de la operacién.

FE: Efectivo que cobra el cliente del banco (descuento del nominal

menos gastos € impuestos).
d: Descuento comercial aplicado al cliente.

T': Duracién de la operacion.
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n: Numero de dias ACT, de la operacion.

g: Comision de cobranza sobre el nominal NV, es la comision que
se aplica al trdmite que realiza el banco al cobrar el nominal
en fecha 7T .

gmin: Comision de cobranza minima directa (es una cantidad mi-

nima en la divisa de la operacidn).
G': Otros gastos.
I: Timbre.
Bajo estas consideraciones el valor E' que percibe el cliente viene:

1. Como el descuento del nominal:

E’:N(l—dg%)

2. Menos la comision de cobranza que se aplica al nominal:

E'=FE' —méx (N - g, Gmin)

3. Menos los gastos generales u otros gastos:

E/// — E// _ G

4. Menos el timbre aplicado a la operacién, recuerde el lector

que el timbre es una funcién del nominal segtn cierta escala.

E:E”/*I

Por tanto, el liquido a percibir por el cliente es el siguiente:
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n 7
E=N(1-dgo) —mix(N-g,gmin) =G —1|  (18)

Ejemplo 32. Por la venta de una mdquina herramienta su empresa
cobrard dentro de 90 dias una cantidad de 1000 000 €, se plantea
girar dicha cantidad por medio de una letra de cambio a descontar
en su banco. Las condiciones de su banco para este tipo de pro-
ductos, contemplan un tipo de descuento del 8 %, una comision de
cobro del 4% con una comisién minima de 10 €. Calcule el importe

liguido que le queda tras aplicar pagos por timbre.

En este caso aplicado la expresion 7.8:

90
£ =1000000 (1 - 8%360> —max (1000000 - 6%o, 10) —G—1

g
e

Donde:

G = 0€
e = 980000€
min (6 000€,10€) = 6000€

9

En el caso del timbre, segin la tabla 7.1, el timbre base es de
538,51 € los primeros 192 323,87<, el resto, 807 676,13<€ debe
grabarse 0,018 € por cada 6,01 €, por tanto se puede calcular una

cantidad N, (nominal exceso al que timbrar) como:
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7.3. OPERACIONES SIMPLES A CORTO.

I, = 538,51€
Nep, = 1000000€ —192323,87€
807676,13€

Si se expresa en fracciones de 6,01 € y se multiplica por 0,018 €

se obtiene la cantidad I.;, que es el timbre extra a sumar al timbre

base I;.
807676,13
Iex = ) 18 ————
0,018 6.01
= 0,018 -134388,71
= 2419,00€
Finalmente:

E = 980000,00€
—6000,00€
—538,51€
—2419,00€

E = 971042,49€

7.3.2.1. Tabla con Timbres:

Los timbres a aplicar son los representados en el cuadro 7.1.
Ademds hay que tener en cuenta que para aquello que exceda de los
192 323,87 €, hay que afadir 0,018<€ por cada 6,01 € o fraccién.
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7.3. OPERACIONES SIMPLES A CORTO.

] Clase \ Desde (€) \ Hasta (€) \ Timbre
12 96161,95€ | 192323,87€ | 538,51 €
22 48080,98€ | 96161,95€ | 269,25€
32 24040,49€ | 48080,98€ | 134,63€
42 12020,25€ 24 040,49 € 67,31 €
57 6010,13€ 12020,25€ 33,66 €
6 | 300507€| 6010,13€ | 16,83€
78 502,54€ |  3005,07€ | 841€
g 751,28€ 502,54€ | 421€
9° 360,62€ 751,28€ | 1,08€
10° 180,31€ 360,62€ | 0,96€
11# 90,16 € 180,31€ 0,48€
12 48,00€ 90,16€ | 0,24€
13 94,05 € 48,09€ | 0,12€
142 0,01€ 24,05€ 0,06 €

Cuadro 7.1: Timbres.

7.3.3. Descuento Bancario: Forfait.

Es una modalidad de descuento comercial como el anterior pero

que simplifica los conceptos, ya que incluye la comisién de cobro g,

y otros gastos (G, dentro del tipo de descuento d* por lo que el resto

de conceptos queda igual.

E=N(

1—d*i)—1

360

(7.9)

Esto simplifica el proceso, la relacion con el cliente y evita el

efecto negativo que tienen las comisiones y gastos explicitos.
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7.3. OPERACIONES SIMPLES A CORTO.

7.3.4. Descuento Financiero.

Este tipo de operacidn financiera simple, busca conceder al clien-
te un préstamo documentandolo por medio de una letra. A venci-
miento t = T, el cliente debe devolver el 100 % sobre un nominal
N, si bien, al inicio ¢ = 0, el cliente recibe a modo de financiacion
una cantidad descontada de este nominal N. En este tipo de opera-
cioén se debe tener en cuenta la comision de apertura, asi como los
gastos notariales, y el correspondiente timbre.

Entonces:

N: Nominal de la operacion.

T': Vencimiento de la operacion.

n: Dias que dura la operacion.

d: Descuento aplicado para la obtencién del liquido inicial.

Gaper: Comisiones de apertura. Se expresa enu % sobre el nominal
N.

Jnot: Gastos notaria, etc. Se expresa en u % sobre el nominal N .

I: Timbre segtn la tabla 7.1.

Con esto la cantidad liquida a percibir en forma de descuento finan-

ciero es:

£:N'<1—dl

360 — Yaper — gnot) -1 (710)

7.3.5. Letras del Tesoro.

Son titulos de deuda publica emitidos por el Tesoro?.

2WWW.IBSOI’O.CS
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7.3. OPERACIONES SIMPLES A CORTO.

La forma de emisién es al descuento por medio de una subas-
ta competitiva donde se fija la rentabiliad/precio de la emisién de
letras. Es decir, se compran a un precio por debajo del valor no-
minal (< 100%) y a su vencimiento se obtiene el valor nominal
(=100 %).

Los plazos de emision de las letras del tesorosona 1, 3,6, 12y
18 meses, con un nominal N = 1000<€, y base de cdlculo 4ct/360.

La fiscalidad a la que estdn sujetas las letras del tesoro debe
tener en cuenta que “... La rentabilidad obtenida por las personas
fisicas residentes en Espaiia se considera rendimiento de capital
mobiliario, por lo tanto, estd sujeta al IRPF, aunque no estd sujeta
a retencion a cuenta.

Cualquiera que sea su plazo, en los ejercicios 2012 y 2013, este
rendimiento tributa al 21 % hasta los 6 000 €, el tramo de la base
liquidable entre 6000 € y 24 000 € tributa al 25 % y el tramo que
excede de 24000 € tributa al 27 %...”

[www.tesoro.es].

Las leyes de capitalizacién/descuento aplicadas en el caso de las
letras del tesoro siguen el convenio de mercado por lo que se usara
capitalizacién/descuento simple para las letras hasta un afio y para

plazos mayores se usard capitalizacién/descuento compuesto.

7.3.5.1. Rentabilidad en mercado primario.

La rentabilidad de las letras en el mercado primario se mide

directamente del tipo usado para descontar.

Co=PF; Cr =100%
e t
Hoy T t=mn
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7.4. PROBLEMAS.

En este caso el precio en emision al salir de subasta se puede
obtener por el tipo r al que se ha resuelto la mencionada subasta de
letras.

P, = 100 g7 > 1,
Px o (1+r) 360
P, =

- 1000€ .
(1+r345) -

7.3.5.2. Rentabilidad en mercado secundario.

En caso de que se realice la compra en primario y posterior ne-
gociacién en mercado secundario, la rentabilidad de las letras se

puede calcular por ley de capitalizacion/descuento.

Co=PR  Cy=P Cr =100%

T~
S t
Hoy t:Tn t=n

Suponiendo 7' < 1,, entonces debido a que no existen pagos

intermedios, y el inico pago de 1 000 € es en vencimiento ¢t = 1*:

1000€
(1 +7'55)

n =

7.4. Problemas.

Problema 34. Un bono privado cuyo principal es de 50 000 €, con
un cupon del 5 %, a 4 aiios y pagos anuales, ;qué precio tiene si
ofrece un TIR (yield) del 4,3 %.

Solucioén:
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7.4. PROBLEMAS.

Pry

Entonces aplicando que el P, debe ser el valor presente de los
flujos futuros:

i C-At- N
~ (1+TIR) Tt TIR)

_25% 5OOOO+ 50000
~ (1+43%)°  (1+43%)*

50000-5%  50000-5%
(1+43%)"  (1+4,3%)>
50000-5% 50000 - 5%

(14+43%)°%  (1+4,3%)*
50000

(1+44,3%)*
P, = 2396,93+2298,11 +

+2203,37 + 2112,53 +
+42250,59
P, = 51261,53€

P, =9010,94€ 4 42 250,59 € = 51 261,53 €

Problema 35. Rellenar la siguiente tabla con los datos que faltan.
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7.4. PROBLEMAS.

Principal ‘ Cupon ‘ Aifios ‘ Precio ‘ Yield ‘

100 2% 4 3%
100 5% 3 | 10451 %
100 6% 4 5%
100 3% 5| 102,3%
100 4% 3 3,5%

Problema 36. Tenemos dos bonos de un mismo emisor, de principal
10000 €. Uno es a 5 afios con un cupon al 5 %, el otro de 5 afios
con un cupon al 3 %. Si el yield del bono a 5 aiios es del 4 %. Se
pide, calcular el precio de ambos bonos. ;cudl de los dos bonos es
mds sensible al cambio de los tipos de interés? Es decir, ante una
subida de un 1 % en el yield del bono, ;cudl de los dos bonos caeria

mds de precio?

Solucién teniendo en cuenta que ambos bonos pagan de forma

anual, y durante 5 afios tendremos dos bonos (k = 1, k = 2):

At=1y TNJer
My Acy, Acy, Acy,

| | | | | ‘

T 1 T T T

Pey

Entonces aplicando que el P, debe ser el valor presente de los

flujos futuros:

5

Cp-At-N N
PﬂE:Z ;t 5
“~ (1 4+ TIR)' (1+TIR)
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7.4. PROBLEMAS.

Bono | Nominal | 10000€ TIR 4 % Valor
T C C-Dt:N N Fac.Desc.
1 5% 500€ 0,961538462 480,77€
2 5% 500€ 0,924556213 462,28 €
3 5% 500€ 0, 888996359 444,50€
4 5% 500€ 0,854804191 427,40€
5 5% 500€ 10000€ | 0,821927107 | 8630,23€
Total: 10445,18€
Para el segundo Bono
Bono | Nominal | 10000€ TIR 4% Valor
T C C-Dt-N N Fac.Desc.
1 3% 300€ 0,961538462 | 288,46€
2 3% 300€ 0,924556213 | 277,37€
3 3% 300€ 0,888996359 | 266,70€
4 3% 300€ 0,854804191 | 256,44€
5 3% 300€ 10000€ | 0,821927107 | 8465,85€
Total: 9554,82€

Problema 37. Ante la siguiente tabla, decid qué bonos comprariais

y cudles venderiais.

Principal ‘ Cupon ‘ Aifios ‘ Precio ‘ Yield
100 2% 3 99,7% | 3,5%
100 3% 5 96,3% | 4,2%
100 4 % 4 101,2% | 3,6 %
100 5% 3 107,5% | 2,9%
100 6 % 5 103,8% | 5,2%
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Capitulo

Rentas II.

8.1. Rentas financieras.

Se puede definir una renta como una serie de capitales disponi-
bles en vencimientos futuros determinados. Otra manera de definir

una renta es como se indica en[4] cualquier “distribucion de capi-

] Cl 1 02 T Cn

2 | |

i i ‘e i t
‘ to t1 to tn

tales en el tiempo™”.

1

En funcién de las caracteristicas de la renta se pueden hacer la

siguiente clasificacién de las rentas.
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8.2. CASO: RENTA TEMPORAL CONSTANTE POSPAGABLE.

Constante = R. Constante

Capitales . Prog.Arit.
Variable = R. Variable
Prog.Geom.
R. Temporal
Rentas Sin Plazo R. Perpetua

Al Inicio R. Prepagable

Liquida
A Término

Plazo Fijo =
Plazo
=
=
= R. Pospagable

= R. No diferida
Inicio
Enfuturo = R. Diferida

La aritmética financiera de las rentas, se aplica en la obtencién
del valor actual (VA), o el valor final (VF) en funcién de las con-
diciones de los capitales, flujos en tiempo y forma, y el coste de

financiacién/inversion.

VA: Se define el valor actual de una renta (VA), como la suma de
los capitales descontados al inicio de la renta o al momento

presente.

VF: Se defina el valor final de una renta (VF), como la suma de los
flujos de la renta, capitalizados al final de la misma, o bien
como el VA capitalizado (VA*).

8.2. Caso: Renta Temporal Constante Pospa-

gable.

Suponga una renta constante temporal pospagable, segtin las de-

finiciones anteriores se puede concretar que el valor actual de una
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8.2. CASO: RENTA TEMPORAL CONSTANTE POSPAGABLE.

renta de este tipo viene por la suma de los flujos descontados de un

esquema de pagos como el de la siguiente figura.

Esto supone que:

n

C;
VA,os = .
P z; (1+7)°

Si se define v = 1/(1+r), esto es, ' = (1 +r)"", ademds por

ser una renta constante C; = C, entonces:

VA o5 :Czn:l/i =C.S,< S, :iyi

i=1 i=1
Si se desarrolla la expresion anterior:
_ 2 3 n
Sp,=v+vi+v’+...+v

Multiplicando en ambos lados por —v se puede expresar como:

—vS, =12 Pt — . =t

Si se realiza una suma de ecuaciones se puede resolver la serie:

S, = v+ +3 4l
—vS, = —vP-uv3—. . -yl yn_yntl
1-v)S, = v—v"t!
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8.3. CASO: RENTA TEMPORAL CONSTANTE PREPAGABLE.

Despejando:
1-v)S, = v(1-1")
v (1—-v")
S
5 - (1—r"" (1—(1_+1r)—")
1—(1-7)

Se llega a la solucién de la serie en funcién de un tipo de interés

y el nimero de plazos.

S, = ﬂ (8.1)

r

Por tanto el valor actual (VA) de la renta estudiada sera:

(8.2)

VA, — C (1 _ (l—l—r)")

r

Una vez se dispone del valor actual de la renta, el valor final es

la capitalizacion a vencimiento del valor actual, esto es:

VFpos = VApos (1 +1)" (8.3)

8.3. Caso: Renta Temporal Constante Prepa-

gable.

En este caso los pagos se realizan al inicio del periodo como se

muestra en la siguiente figura.
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8.3. CASO: RENTA TEMPORAL CONSTANTE PREPAGABLE.

Se puede suponer la existencia de un periodo té), anterior a %g,
donde calcular el valor actual, de tal forma que se emula una renta
pospagable, luego este valor actual calculado para tz), se capitaliza
de ty — to.

(1+r)

Por tanto se concluye que el Valor actual de una renta temporal

constante prepagable viene dado por la expresion:

VApre = VApos (1 +7) (8.4)

Y el valor final se obtiene por capitalizacién del valor actual,
hasta el momento final, por lo que entonces para el caso de una

renta prepagable la expresion del VF sera:

VFyre = VApre (14 7)"

VE,e = VApos (1 + 7)1 (8.5)

Ejemplo 33. Calcule la cantidad de dinero que tendria que entre-

gar en una entidad financiera (el valor actual) asi como el valor
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8.3. CASO: RENTA TEMPORAL CONSTANTE PREPAGABLE.

final, con objeto de recibir una renta que paga un cupon, al final de
cada periodo anual, de 10 000 € durante 10 arios siendo el tipo de
interés pactado con la entidad del 8 %. Replique los cdlculos para

la misma renta pero si los plazos se realizan al principio de cada
ano.

En este caso se puede aplicar la expresion 9.1:

B 1—(14+7)"\ 1—(1+8%)~ "
VAPOS_C<T >_10000< %

VA,os = 67100,81€

Para el valor final se usa la expresion 9.2:

VEpos = VApes (1+7)" =67100,81 (1 +8%)"
VE,,s = 144865,62€

En caso de que la renta fuera prepagable:

VApre = VApes (1+7) =67100,81 (14 8%)
VApe = T2468,37€

VEpe = VApos (14 7)™ =67100,81 (1 +8%)"
VFye = 156454,87€
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8.4. CASO: RENTA PERPETUA.

8.4. Caso: Renta Perpetua.

En este tipo de rentas no hay una finalizacion o plazo de venci-

6699

miento para la renta por lo que el término “n” no estd determinado.
Como aproximacién se puede entender que n tiende a un nimero

muy grande (infinito), por tanto:

1 1
1+r)"=—"ph ~

Q+r)" &k =0

n—o0

Si n crece, entonces (1/k") decrece tendiendo a 0, en otras pala-

bras:

VA = C <1—<1+7">_”>

r

Pasa porque n se hace grande:

n 1= VAR = VApos = lim (VApos)

POS

VApos = lfm {0(1_(1”) >}:C
n—oo T T
VApos = % (8.6)

La férmula anterior responde al valor actual de una renta perpe-
tua pospagable, pero si se quiere saber el valor actual de una renta

perpetua prepagable se pueden usar las expresiones 9.3y 9.5:

%pos =
VApre = VAps (1+7)

=Q
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8.5. CASO: RENTA DIFERIDA CONSTANTE Y
POSPAGABLE.

147
,

VAy.e = C (8.7)

Ejemplo 34. Calcule la renta perpetua pagadera al final de cada
afio, que le puede ofrecer a un cliente con quien firma un contrato

por el que recibe hoy 30 000 € si los tipos estdn al 4 %.

En este caso basta con aplicar la férmula 9.5, con lo que:

VAys = 30000€

r = 4%

C

30000€ = —
4%

C =1200€

8.5. Caso: Renta Diferida Constante y Pospa-
gable.

Una renta diferida es aquella que comienza en un momento fu-
turo. Para calcular los valores presente y final de un caso asi, tan
sOlo es necesario jugar con las leyes de capitalizacién o descuento
de capitales en el tiempo, y las expresiones que resuelven los valores

de una renta.
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8.5. CASO: RENTA DIFERIDA CONSTANTE Y
POSPAGABLE.

El célculo del valor presente de una renta diferida de tipo cons-
tante pospagable, se puede resolver considerando dos problemas se-

parados:

1. Obtencién de un VA ficticio (VA*), en un momento futuro.
Este problema consiste en hallar el valor presente de una renta
constante pospagable, que se resuelve mediante la expresion
9.1.

2. Descontar VA* al momento presente obteniendo el VA desea-

do.

Hoy T
|- --T--- | ——+ Lt
0 1 tn
VA VA* VF
(1)~ 7T
Por tanto:
1—(147)""
VA _ VA;OS _ C ( r )
oS — -
P )T (147

Ejemplo 35. Suponga que firma hoy la venta de una propiedad por
valor de 4 000 000 €, concertando el cobro en ocho semestralidades
iguales, la primera semestralidad tendrd lugar a partir de 2 afios
(renta pospagable). Si concierta con el comprador unos intereses
de 10 % anual, calcule el importe de cada una de las mencionadas

semestralidades.

Se debe tener en cuenta que el interés indicado, al ser una ope-

racién superior a un afio es un tipo anual compuesto, por convenio.
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8.5. CASO: RENTA DIFERIDA CONSTANTE Y
POSPAGABLE.

El valor actual (a dia de HOY) de la renta es el indicado en el
contrato de compraventa, esto es 4 000 000 €. Dicho VA, es el valor

descontado de la renta dentro de 2 afios que se anotard como VA*:

VA*
A= ————3 =4000000€ — VA" = 4840000 €
(1+10%)

VA*, es el valor actual de una renta temporal pospagable por lo

tanto:

VA* — O <1 - (1+rs)‘"5>

Ts
Donde:

ns: Es el nimero de semestres en los que se extiende la renta. ny =
8

rs: Es el tipo Semestral, equivalente a un 10 % anual, al realizarse

los pagos semestre a semestre.

Para obtener 75 se aplican tipos equivalentes:

(1 + 10 %anual)laﬁo — (1 + T,S)2sem

rs =/(1+10%) — 1 = 4,88088 %

Finalmente:

N (11— (1 +4,88088%)°
VA* = 4840000 = C < 4,88088 %

6,49444C = 4840000 — C = 745251,90€
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8.6. RENTAS CRECIENTES.

8.6. Rentas Crecientes.

Son rentas en las que el cupén o cuota no es constante a lo largo
de la vida de la renta, sino que tiene una variacion. Esta variacién
puede ser de mdltiples formas, si bien casi cualquier tipo de varia-

cién se puede descomponer en una mezcla de dos tipos:
1. Rentas crecientes en progresion aritmética.

2. Rentas crecientes en progresion geométrica.

8.6.1. Rentas Crecientes en Progresion Aritmética.

Son aquellas en las que el siguiente cupdn se ve incrementado

en una cantidad d. Por tanto siguen el siguiente esquema:

Tc ]Cer TCHn—l)d

71 T2 Tn
| | e |
| | | 4
to t1 to tn

Para encontrar una expresion para este tipo de renta se toma:

" CH(j-1)d c C+d
VA pos 2= +
P ; (1+7r) Q+7)  (1+7r)
C+(n—-1)d
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8.6. RENTAS CRECIENTES.

M:

C+(-1) =
VA, — S ¢fU=bd =S (C+ (-1
7=1

= 1—}—7“
= Cv+(CH+dV’+...+(C+(n-1)d)v"

Despejando se llega a:

d 1—(1 o d
v%%:<c++n@('H7—” (8.8)
r r r
En caso de que la renta fuera perpetua:
d 1—(1 - d
VAT, = m1(0++n@(*”)—">
n—00 r r r
, <C+i nd mﬁ
= lim +— - —
n—00 r r r
_[exs
N r

Ejemplo 36. Calcular el valor actual y final de una renta cuya
cuantia en el primer afio es de 1000000 €, si el crecimiento de
dicha renta no es menor del 20 % y el contrato tiene una duracion
de 10 aiios si se ha fijado el tipo de referencia para esta operacion

al 5 % anual.

Esto es una renta de progresion aritmética con d = 1 000 000 x

20 % = 200000 €, por lo que el lo que se conoce es su valor actual:
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8.6. RENTAS CRECIENTES.

1-(1+5%)"
5%
2000001 — (1 45%)°
5% 5%
1—(1+5%) "
5%

VA,os = 1000000

+10 x 200000

10 x200000

5%
VApos = 14052144,50€

El valor final sale de capitalizar este resultado:

VE,0s = 14052 144,50 (1 4+ 5 %)% = 22889 462,68 €

Renta Creciente en progresion geométrica:
Son aquellas que incrementan una tasa constante g conq = 1+g

en cada plazo:

Para encontrar una expresion para este tipo de renta se toma:

VApos:Z C¢y  C Cq Cq

S R (s R TR LN (o

Jj=1
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8.6. RENTAS CRECIENTES.

Despejando:
1— <1+g)n
1+7r
VApps = C———— & Parar # g

r—g

n
\/ApoS:C'1 & Parar =g

—-r

Ejemplo 37. Calcular el valor actual y final de una renta de 200 000 €
en el primer ajio si tiene un crecimiento anual del 10 %, durante seis

afios con los tipos al 5 % anual.

Se aplica la férmula anterior:

1+5%

5% —10%

1_ (1+10%)6

VA,0s = 200000 = 1287864,38€

8.6.2. Caso: Renta Variable Creciente Geométrica Pos-
pagable.

En este caso la cantidad recibida en cada uno de los pagos crece

(o decrece) de forma constante.

El valor actual de este tipo de renta es el siguiente:
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8.6. RENTAS CRECIENTES.

cre i T g
VApos = i Ir=q (8.9)

Donde:
g: Eslatasaen la que crecen las cuotas en %.
El valor futuro serd:

1—¢"(14+r)™"
1+r—g¢q

VFpos = (1 + r)" VApos — VFpos = C (1 + T)"
8.6.3. Caso: Renta Variable Creciente Geométrica Pre-
pagable.

El valor actual y futuro bajo el mismo supuesto hecho en el

apartado 8.3, se tiene:

1—¢"(1+r)™"

VApre = VApos (1+7) = VApre = C———

(1+7r)

1—¢"(1+r)™"
1+r—gq

VFpre = (1+7)" VApre — VEpe = C (14 )t

Para los casos en los que ¢ # 1 + 7.

8.6.4. Caso: Renta Variable Creciente Geométrica Pos-
pagable y perpetua.

Hay que tener en cuenta que n — oc:
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8.6. RENTAS CRECIENTES.

1—¢"(1+r)" 1
VApos = C =C—— 8.10
P 1+r—gq 1+7r—gq (8.10)

n—oo

Para los casos en los que ¢ #= 1 + r.

Ejemplo 38. Hallar el valor actual y final de los una renta que
el primer aiio va a pagar 30000 € y crece un 5% anual de forma
acumulativa para un horizonte temporal de 10 arios.

a) Suponiendo tipo r = 6 %.

b) Suponiendo tipor = 5 %.

Aplicado directamente las ecuaciones de renta con los siguien-
tes datos ¢ = 1,05, r = 0,06, n = 10, C' = 30 000:

1—¢"(1+r)™"
1+r—gq
1—1,05%(1+0,06)"
140,06 — 1,05
VApes = 271 301,24 €

VAps = C

VApos = 30000

Aplicado directamente las ecuaciones de renta con ¢ = 1,05,
r = 0,05, n = 10, C' = 30000:

n
VApos =
P 1+7r
10
VA, os = 0—
P 3000 140,05

VAps = 285714,29€
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NOTA PRACTICA:

Para realizar cdlculos, se recuerda al lector la importancia de ex-
presar el tipo de interés en un plazo que coincida con el devengo
de los pagos, esto es con los periodos de pago. Asi, en caso de
disponer de una referencia de tipos de interés anual, pero la renta
tiene pagos mensuales, se debe expresar este tipo en su equivalente
mensual.

Por tanto:

1. Si se dispone de TIN entonces el tipo mensual seria r,,, =
TIN/12

2. Si se dispone de de TAE entonces el tipo mensual seria

rm= V1+TAE —1

8.7. Rentas a tramos.

Se trata de rentas en las que e tipo de interés es diferente en cada
uno de los tramos que la componen.

periodo desde ¢t = tg hastat = t;1, y ro para el periodo desde
t = t; hasta t = t, se descompone en dos rentas, una inmediata
de cuota C' a tipo de interés r; comprendida entre [tg,t1], y otra
diferida un tiempo At = t; — ty, de cupén C' a tipo de interés ro

comprendida en el intervalo de tiempo [t1, t2].
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b4 -4 - b - -t

to  ~ — t1 to

ko= =4 5 F = -l ——F—

to t1 S — to

Entonces el valor actual de la renta k a tramos se puede calcular
como la suma de valores actuales de la renta inmediata constante

pospagable k1 maés la renta diferida constante pospagable ks:

VA, = VA, + VA,

Donde el valor actual de la renta k1, VAy, si tiene una cuota C,

un tipo de interés de la renta 1, un nimero de pagos ni, es:

— (1 =+ T1)7n1
T

1
VA, =C-

Y donde el valor actual de la renta k2, VA, si tiene una cuota
C, un tipo de interés de la renta ro, un nimero de pagos ne, y estd
diferida un periodo de tiempo 1" = t; — tg sobre el que se puede

reinvertir el capital aun tipo rq, es:

1 1— (14m)™ "™

VA, =C-
k2 (1+T1)T T2

Finalmente:
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8.7. RENTAS A TRAMOS.

_ —nq _ —ng
VA, = C. 1—(1+m) +< 1 1-(1+mr9) >}
71 (1+7’1) 9

Ejemplo 39. Calcule el valor de una renta de 15 aiios a tres tramos
de igual duracion. Durante el primer tramo que comprende desde
hoy hasta el 5° afio, se cobran 5 cuotas (n = 5) de igual cantidad
C1 = 500000 €, a un tipo de interés r = 3 %. Durante el segundo
tramo que comprende desde el 5° afio hasta el 10°, se cobran 5
cuotas (n =5) de igual cantidad Co = 700000 €, a un tipo de
interés ro = 4 %. Durante el tercer tramo que comprende desde el
10° afio hasta el 15° se cobran 5 cuotas (n = 5) de igual cantidad
C5 = 900000 €, a un tipo de interés r3 = 5 %.

En este caso la solucién pasa por descomponer la renta por tra-
mos en tres rentas constantes, pospagables, donde la primera serd
una renta inmediata, la segunda serd diferida 5 afios y la tercera serd
diferida 10 afios. La suma del valor actual de las tres rentas es la
solucidn al valor actual de la renta por tramos completa.

Para la primera renta K:

Para la segunda renta Ko, diferida Tp_5:
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8.7. RENTAS A TRAMOS.

‘77|\\ [ | [ I ~

to ts s~ _ tr_ _ ig— " 19 t1o

Para la tercera renta K3 diferida primero 7p_,5 y luego otro

tiempo T5_10:

T1 T2

o Jo T Jo o

e e S E R B

—

~

to ts t1o T~ _ iz _ tiz- — T4 tis
r3

Para calcular los tipos de interés de los tramos diferidos, es ne-
cesario hacer la suposicion de que es posible reinvertir al mismo
tipo al que se aplica el tramo, por tanto se puede suponer que para
la primera de las rentas diferidas, para el periodo de tipo desde hoy
hasta el 5° afio Ty_,5, el tipo de interés es el mismo que para la pri-
mera renta inmediata, esto es, rq, ,, = 3 %. Para el segundo tramo,
el comprendido entre los afios 5°y 10°, para poder calcular el valor
actual de la segunda de las rentas diferidas, es necesario descontar
en dos pasos, uno por Ty_s5 y otro desde 75,19, siendo en este se-
gtn do tramo el tipo de interés como el aplicado sobre la segunda
renta g, ,, = 4 %.

Los valores actuales vendran como:

VA = VAg, + VA, + VAg,
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Donde:

VAg,

VA,

VA,

1= (1+4r)™
. -
1—(1+3%)7°
3%

G

500000 € -

2280 853,59 €
1— (1419) "™ 1

r2 (147700

o -5
700000€ . L1 HAR) T ! -
4% (1+3%)

Cs

2688126,73€
1— (1475 1 1

3 (1+,,,.1)T0~)5 ) (1+,,,.2)T5—)10
—(1+5%)° 1 1

Cs

1
900000 € -

5% C(1+3%)° (1+4%)°
2762 645,07 €

| VA = 774062540 €|

8.8. Problemas.

Problema 38. Solicito una hipoteca de 150.000 euros a un tipo
anual fijo del 4,5 %.

1. Calcule:

a) (Cudanto sale una cuota anual si devuelvo el importe en

20 anos?
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8.8. PROBLEMAS.

b) (Qué pasa con la cuota si pedimos el doble de capital?

(Es algo que se puede generalizar para cualquier renta?

¢) Siquiero pagar como maximo 8000 euros anuales, ;cuan-

to tiene que durar la hipoteca?
2. Repetid los célculos del ejercicio pero:

a) Mismo caso 1.a pero ahora el tipo es 4,5 % compuesto

y con cuotas mensuales.

b) Mismo caso 1.a pero ahora el tipo es 4,5 % compuesto

y con cuotas mensuales.

¢) Mismo caso 1.c pero ahora considerad un médximo de

600 euros al mes.
Solucién:
1. Parte:
a) Cuota suponiendo que es pospagable:

1—(14+4,5%)"%
4,5%

—(1+r)™"

1
VA201 :Cl

150000 = 13,01Cy, — C = 11531,42€

b) Cuota:
2-150000 = 13,01Cy — Cy =23062,84€ =2 - (4

¢) Sila cuota anual es de 8 000 €:

~(144,5%)"%

1
Amax = :
14 8000 15%

=8000-13,01
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V Apaz = 104063,49 €

2. En este caso el problema viene porque el pago de la cuota es
mensual, por tanto el nimero de cotas es n = 12 - 20 = 240,
y para el cdlculo de la cuota primero es necesario obtener el

tipo compuesto mensual equivalente:
Cr=Ci(1+7,) < Cr=Ci(1+7,)"
P = (147,)17 — 1 =0,3675%
a) Por tanto:

1—(1+7)™ 11— (140,3675%)

VA=C
r 0,3675%
150000€
= — =941
159,29 941,68 €
b) Entonces:
2-150000€
= —=2-941
C 159,29 941,68 €

¢) Sila cuota es de 600 €:

1-—(1 -n 1-(1 —240
A plm DT 1 (140,3675%)

r 0,3675%

VA=9557347€

Problema 39. Con un importe inicial de 500.000 euros, queremos
obtener una renta anual durante los préoximos 25 aiios. Si los tipos
de interés se mantienen en 3 % TAE,

Jde cudnto serd la cuota mensual?
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;Y si hacemos cuotas anuales?
;qué es mayor: la cuota anual o la cuota mensual multiplicada

por doce? ;jpor qué?

Solucidn, primero calcularemos la cuota anual:

1—(1+r)™" 1—-(14+3%)%

A: p p—
VA =500000 = C, . C, 307
500 000
v = Trar — 28TIB9E

Para la cuota mensual primero el tipo compuesto mensual:

(L4 7y) = (14 7m)'2 = r = (14 7,)77 — 1 =0,2466 %

Con esto y teniendo en cuenta que el niimero de cuotas es n =
12 - 25 = 300:

1—(1 —n-12
500000 = C,, (L+7m) -

T'm

1—(1+0,2466 %) 3%
0, 2466 %

VA

= Cn

500000

211,82

Veamos 12-C,,, = 28 326,52 € mientras que C,, = 28 713,94 €
por tanto AC' = Cy — 12 - C,;, = 387,41 € anuales de diferencia,

debidos a que mensualmente recibimos el dinero antes, y de forma

= 2360,54€

constante a los largo del afio, mientras que para la anual esperamos

a ver algo de dinero hasta el final del afio, por lo que se exigird un
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pago mayor en caso del anual que en el caso del mensual.

Problema 40. Suponed que, sobre el ejercicio anterior, se produce
una bajada de los tipos de interés y pasan de 3 % a 2 %.

Jcudl es el impacto en las cuotas anuales y mensuales?

Jen cudl de los dos casos el impacto de reduccion porcentual es

mayor? ;por qué?
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Capitulo

Rentas y III.

Resumen Rentas financieras (formulacion).

Rentas pospagables:
1—(1 -
VApos = C <<M> 9.1)
r

VFpos = VApos (1 + T)n (92)

Rentas prepagables:
VApre = VApos (1 +1) 9.3)
VFpre = VApos (1 +1)" ! (9.4)

Renta perpetua:
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9.1. AMORTIZACION.

— C
VApos = — 9.5)
T
— 1
VApre = C :FT (9.6)

Rentas diferidas pospagables:

B R .
to t1 tn
VA VA* VF
(1+r)~ 7
. 1-(14r)~ "
VA == VApOS = C < " )
pos T T
(1+7) (1+r)

9.1. Amortizacion.

La amortizacién es un término adecuado a varios conceptos eco-
némico, contables y financieros, si bien para el presente curso se
aplica al proceso por el que se procede a extinguir una deuda me-
diante la realizacion de una serie de pagos periddicos.

Cuando se realiza el pago de una deuda, este pago se suele des-
glosar en dos partes diferentes, una parte del capital se dedica a la
reduccidn del total de la deuda, es la parte que se amortiza, mientras
que el resto se dedica al pago de intereses.

En cada uno de los momentos de pago se tienen las siguientes

cantidades:

1. Capital pendiente o deuda: D
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9.1. AMORTIZACION.

2. Intereses devengados por el capital pendiente hasta este mo-

mento: [

3. Cantidad de capital que se amortiza de la deuda en el pago
del plazo: K

4. Cuota, que es la cantidad total del plazo, esto es la suma de los

intereses devengados y el capital que se amortiza: C' = K +1

Existen tres modelos de amortizacién principales, a saber:

1. Método Francés: Consiste en definir una cuota igual para to-
dos los pagos, donde los intereses de un pago son los genera-
dos por el restante de la deuda en el plazo de devengo, mien-
tras que el capital amortizado es el resto hasta el total de la

cuota.

2. Método Aleman: Consiste en definir una cuota constante de
amortizacién del principal, a la que se afiaden los intereses
generados en el plazo de devengo por la deuda anterior. Este

modelo se caracteriza por tener una cuota decreciente.

3. Método Americano: Consiste en el pago de intereses segtin se
convenga, si bien el capital se amortiza de golpe al final del

periodo de la operacién. Por tanto, los intereses son siempre
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los mismos. Es usado en depdsitos, y otros productos finan-
cieros, de forma institucional, ya que este tipo de préstamos

acarrean un mayor riesgo.

De forma independiente al método de amortizacion, lo habitual es
dar los datos anualizados, pero la frecuencia de pago obliga a expre-
sar las cantidades de forma adecuada. Esto es, suponga que tiene un
préstamo de 100 000<€, a 10 afios, pero que PAGA CUOTAS MEN-
SUALES, con un tipo de interés del r, = 10 %, como no se indica
otra cosa, se supone que este tipo de interés es anual, y como es una
operacién a mds de un afio, se considera compuesto. Al ser un prés-

tamo que amortiza mensualmente se debe expresar todo en meses:

= Nimero de pagos n: Al ser 10 afios y un afio tiene 12 meses,

entonces n = 120.
» Tipo de interés 7,,,: Se debe calcular el tipo de interés mensual

compuesto equivalente:

(1+ rm)12 = (1+4+ry) —

L

rm = (I4+mry)2 -1
rm o= (1+10%)7 —1
rm = 0,797 %

9.1.1. Método Francés:

Recuerde que:
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9.1. AMORTIZACION.

Concepto H ‘ Carécter

Cuota C | Constante

Intereses I | Variable
Capital K | Variable

Por tanto para calcular el cuadro de amortizaciones:

1. Lo primero es calcular la cuota C, que resulta de considerar
el préstamo como una renta de duracion la del préstamo con
un valor actual (D) la deuda del préstamo. Esta cuota C' es

siempre constante para todos los plazos.

VApos = C_(ljr):c-sn
D
RS
¢ = D%
1—-(1+r™"

2. Para calcular la parte del interés I, se multiplica la cantidad
del principal que queda pendiente de devolver (deuda 6 D)

por el tipo de interés al plazo correspondiente.

I = T'D(t—l,t)

3. Finalmente la parte de capital amortizado se puede calcular

como diferencia entre cuota e intereses, esto es:

K=C-1
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9.1. AMORTIZACION.

4. El capital que queda pendiente para el siguiente plazo, de t —

t + 1, viene disminuida en la cantidad que se amortiza:

D(t,t+1) = D(t—l,t) - K

’ n ‘ Pendiente Intereses Amortizacién ‘ Cuota ‘

0| Doyy=D Ion=7rDw | Ko=C-1Io C
1 D(LQ) = D(le) - Ko ]1 = T~D(112) K1 = C - [1 C
2 D(2’3) = D(LQ> — K1 IQ = T"D(ng) KQ =C - IQ C

Con objeto de ilustrar el método Francés, para amortizacion de
pasivo, considérese una operacién financiera por la que se toman
100 000 € durante un plazo de 10 afios, con pagos anuales, aplican-
do un tipo de interés del 4 %.

El método Francés, obliga a una cuota constante, y la opera-
cién tiene “pinta” de una renta constante pospagable, por lo que el
calculo de la cuota parte de despejar el cupdn de la expresion 9.1.

Por tanto:

1—(1+4%) "

4%
12329,09€

100000 = C
C

Con esto la tabla de amortizaciones queda:
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’ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
0 | 100000,00€ | 4000,00€ 8329,09€ | 12329,09€
1 91670,91€ | 3666,84 € 8662,26€ | 12329,09€
2 83008,65€ | 3320,35€ 9008,75€ | 12329,09€
=3 73999,90€ | 2960,00€ 9369,10€ | 12329,09€
'\§ 4 64630,80€ | 2585,23€ 9743,86€ | 12329,09€
«E 5 54886,94€ | 219548€ 10133,62€ | 12329,09€
<% 6 44753,32€ | 1790,13€ 10538,96 € | 12329,09€
7 34214,36€ | 1368,57€ 10960,52€ | 12329,09€
8 23253,84€ 930,15 € 11398,94€ | 12329,09€
9 11854,90€ | 474,20€ 11854,90€ | 12329,09€
10 —€ —€ —€ —€
9.1.2. Método Aleman:
Recuerde que:
Concepto H ‘ Cardcter
Cuota C | Variable
Intereses I | Variable
Capital K | Constante

Por tanto para calcular el cuadro de amortizaciones:

1. Lo primero es calcular el capital que se amortiza en cada pa-

g0, si n es el nimero de pagos y D la deuda total al inicio:

D

K==

n
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9.1. AMORTIZACION.

2. Para calcular la parte del interés I, se multiplica la cantidad
del principal que queda pendiente de devolver por el tipo de

interés al plazo correspondiente.

I= T'D(tfl,t)

3. Finalmente la cuota se puede calcular como la suma de in-

tereses y capital amortizado, esto es:

C=I+K

4. El capital que queda pendiente para el siguiente plazo, de t —

t + 1, viene disminuida en la cantidad que se amortiza:

D(t,t+1) = D(t—l,t) - K

’ n ‘ Pendiente Intereses ‘ Amort. ‘ Cuota
0| Doy =D Io =7-Do,1) K Co=Il+ K
1| Da2y=Dp1—K | h=rDguy K Ci=hL+K

2 D(Q’g) = D(lyg) —-K | Ib= T'D<273) K Co=0L+K

Con objeto de ilustrar el método Aleman, para amortizacién de
pasivo, considérese una operacién financiera por la que se toman
100 000 € durante un plazo de 10 afios, con pagos anuales, aplican-
do un tipo de interés del 4 %.

El célculo de la parte a amortizar en cada pago se obtiene divi-
diendo el total de la deuda entre el nimero de pagos (en este caso
coincide que los pagos se hacen en afios).

Por tanto:
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100000

Ca=—10

=10000€

Luego la cuota viene determinada por el interés generado hasta

el momento de pago, mds el capital de amortizacién.

’ ‘ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
0 | 100000,00€ | 4000,00€ 10000,00€ | 14000,00€
1 90 000,00€ | 3600,00€ 10000,00€ | 13600,00€
2 80000,00€ | 3200,00€ 10000,00€ | 13200,00€
=3 70 000,00 € | 2800,00€ 10000,00€ | 12800,00€
S
S| 4 60 000,00€ | 2400,00€ 10000,00€ | 12400,00€
E 5 50000,00€ | 2000,00€ 10000,00€ | 12000,00€
3}
g 6 40000,00€ | 1600,00€ 10000,00€ | 11600,00€
7 30000,00€ | 1200,00€ 10000,00€ | 11200,00€
8 20000,00€ 800,00€ 10000,00€ | 10800,00€
9 10000,00€ 400,00 € 10000,00€ | 10400,00€
10 —€ —€ —€ —€
9.1.3. Método Americano:
Recuerde que:
Concepto H ‘ Carécter
Cuota C | Constante
Intereses I | Constante
Capital K 0
C=I+K
Por tanto para calcular el cuadro de amortizaciones:
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1. Para calcular la parte del interés I, se multiplica la cantidad
del principal que queda pendiente de devolver por el tipo de

interés al plazo correspondiente.

I= T'D(tfl,t)

2. Finalmente la cuota se puede calcular como la suma de in-

tereses y capital amortizado, esto es:

C=I+K

3. El capital que queda pendiente para el siguiente plazo, de ¢t —
t+1, es la misma porque no se amortiza cantidad alguna hasta

finales del préstamo:

D(t,t+1) = D(t—l,t)

’ n ‘ Pendiente ‘ Intereses ‘ Amort. ‘ Cuota
0 | Doy=D I=rD 0 C=1
1 Duoy=D I=rD 0 Cc=1
2 | Dis =D I=nrD 0 c=1

’n ‘D(MH):D‘I:TD‘ D ‘C:I+D‘

En este modelo sélo se pagan intereses en las fechas de liquida-
cién, dejando el principal para el final de la operacion.

El cuadro de amortizaciones que resulta seria:
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’ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
0 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€

1 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€

2 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€

= | 3 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€
'\§ 4 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€
«E 5 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€
<% 6 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€
7 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€

& | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ 4000,00€

9 | 100000,00€ | 4000,00€ | 100000,00€ | 104000,00€

10 —-€ —-€ —-€ —-€

9.1.4. Método Sinking-Fund:

Este modelo se basa en el modelo americano de amortizacion.
Uno de los problemas que tiene este modo de amortizacién es la
concentracién del riesgo en un Unico pago al final de la operacion,
y s6lo en ese momento se recupera la parte del capital prestado.
Esto supone que si la contrapartida quiebra antes de que finalice
la operacidén, entonces se deja de percibir el total de la cantidad
prestada', para tratar de mitigar este riesgo, se hace un modelo de
amortizacién americano pero con un fondo de depdsito asociado.

Por lo tanto, una operacién financiera de préstamo con amor-
tizacioén Sinking-Fund esta compuesta de dos operaciones simples,

una de préstamo y otra de depésito.

= La parte del préstamo sigue el esquema de amortizacién nor-

mal por el método Americano. Tendrd asignado un calendario

' Algo siempre se puede recuperar pero eso pasa por un proceso de concurso de
acreedores.
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de pagos y un tipo de interés (7,) del préstamo.

= La parte de depdsito busca que se depositen ciertas cantidades
que garanticen la devolucién del principal a vencimiento. La
frecuencia con la que se hacen los ingresos suele ser la misma
con la que se pagan las cuotas del préstamo. El tipo de interés

del préstamo serd diferente del asignado al depdsito () .

Es importante apuntar que el depdsito puede hacerse en la misma
entidad con la que se mantiene el préstamo o bien en otra, pero bajo
estado de pignoracion. Lo habitual es que el depdsito se haga en la
misma entidad que mantiene el préstamo.

Resulta fundamental remarcar que en esta operacion financiera,
realmente hay dos tipos de interés, uno asociado al préstamo (7)) y
otro asociado al depdsito (r4) y la operacién completa se desglosa

en dos mds simples con las siguientes caracteristicas:

;

Tipo Americano
Préstamo ¢ Interés )
N°Pagos n
PsFund = . '
Tipo A la vista.
Depésito Interés rq
N°Flujos n

El esquema de capitales y su evolucién temporal se pueden ver

en la siguiente figura:
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Figura 9.1: Esquema Sinking-Fund

Es esta figura se muestra el efecto de las dos operaciones com-
binadas, la parte del préstamo americano en la parte superior, en el
que se generan intereses sobre la la cantidad de la deuda D, mientras
que la parte del depdsito muestra que cada vez que se debe hacer un
ingreso aumenta la cantidad en reserva en este depdsito. Ademas
la cantidad depositada crece por medio de la generacién de ciertos
intereses (r4), hasta que finalmente en el depdsito se tiene la can-
tidad D, justo al vencimiento del préstamo americano, y por tanto
el principal de la deuda se cierra con el dinero que se tiene en el

depésito.

M.O.F 170 I. Pernas



9.1. AMORTIZACION.

9.1.4.1. Calculo de los importes del préstamo y del depésito.

Como el préstamo es de tipo americano, el cdlculo de los intere-
ses que se pagan es igual que lo indicado en el apartado 9.1.3. En
cada uno de los periodos de devengo se debe abonar una cantidad

en concepto de intereses segun:

I = TP'D(t—l,t)

Pero debe tenerse en cuenta que en el método americano sélo
se abonan intereses, no se amortiza deuda, por lo que D ;1) =
D1,

Para las cantidades del depdsito se debe partir de la base de que
el valor final del depésito (V Fy), debe coincidir con el valor de la

deuda final que es la cantidad pendiente de amortizar (D), esto es:

VE;=D

VE =) [}
1=1

Donde f; son las cantidades aportadas al depésito, pero capi-
talizadas hasta el momento final 7" o vencimiento de la operacion.
Nétese que, en caso de que todas las cantidades aportadas, fueran
iguales, este V Fy, es el valor final de una serie de pagos iguales a
lo largo del tiempo, que se pagan en periodos iguales, esto es una
renta que se puede considerar pos-pagable. Por tanto V' F; se puede
calcular por medio de la expresion de una renta pos-apagable segtin

la expresion:

VF;=C-Sp- (147" 9.7)
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9.1. AMORTIZACION.

Donde se puede cambiar el concepto de cuota de la renta C' por
el de ingreso en el depdsito f; que como para toda fecha de pago
i los importes son iguales se puede decir que f; v F, por tanto la

expresion 9.7 se puede escribir como:

1-— (1 + T'd)_n

D = F (1+74)" 9.8)
Td
_ DMlJF—W)iL (9.9)
1-— (1 + Td)

Asfi de la expresion 9.9, se puede calcular la cantidad constante

F" a aportar al depdsito en cada fecha de devengo.

Ejemplo 40. Calcular el cuadro de amortizacion de un préstamo
con método de amortizacion Sinking-Fund, calcular la aportacion
al depdsito y el plazo de intereses, asi como el pago total si las
operaciones devengan en el mismo momento. Tomese un nominal de
100000 €, a 10 afios, con amortizacion anual y los tipos de interés
del préstamo es 7, = 4%, mientras que el del depdsito es rq =
10 %.

Para la parte del deposito a través de la expresion 9.9 se puede

calcular la cantidad a ingresar cada aiio:

10% (1+10%) "

F = 100000 g
1—(1+10%)

F =627454 €

El cuadro de amortizacion es el siguiente:
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Préstamo (Amortizacién: Americana) Depésito Total

Deuda ‘ Int. Amort. Cuota Aporta Fondo Cuota Mes
100000€ 4000€ —-€ 4000€ | 6274,54€ 6274,54€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 13176,53€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 20768,73€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 29120,14€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 38306,69€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 48411,90€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 59527,63€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ T7175493€ | 10274,54€
100000€ 4000€ —€ 4000€ | 6274,54€ 85204,96€ | 10274,54€
100000€  4000€ 104000€ | 6274,54€ 10274,54 €

9.1.5. Comparacion de los diferentes métodos.

Segin el modelo de amortizacién se pagan unos intereses u

otros, asi se tiene que, en el método francés se abona a cantidad total
(por diferencias) de 123 290,94 — 100 000 = 23 290,94 €, mientras
que en el método alemdn la cantidad final abonada en concepto de

intereses es de 22 000 €, finalmente, en el modelo americano el pa-
go de intereses es de 40 000 €.
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9.2. PERIODOS DE CARENCIA.

15.000,00 €
10.000,00 €

5.000,00€ -
B Aleman

- € TR T— B Frances

-
g
|
11

Si bien, el modelo aleman puede parecer el mds ventajoso, en
virtud al menor pago de intereses, obliga al pago de cantidades mas
alta en concepto de cuota, lo cual puede suponer un esfuerzo extra-
ordinario. En el modelo Francés, se paga una cantidad més alta de
intereses, pero se tiene la facilidad de disponer de una cuota estable,
lo cual resulta muy cémodo en el caso de que los acreditados sean
personas fisicas, ya que asi es posible adecuar la cuota a los ingresos
familiares.

El modelo Americano, exige el pago de unos intereses ain ma-
yores, pero tiene la ventaja de que no es necesario hacer frente al

pago del capital hasta el final del préstamo.

9.2. Periodos de carencia.

Son periodos en los que la amortizacion se reduce de dos posi-

bles formas:

1. Carencia parcial: Durante el periodo de carencia los pagos

que se realizan sélo son por los intereses.
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2. Carencia total: Durante el periodo de carencia no se abona
ninguna cantidad, los intereses que generan la deuda se suman

al capital a amortizar al final del periodo de carencia.

Una vez finalizado el periodo de carencia se arranca un préstamo
normal, que se amortizard segin el método que se acuerde.
Suponga un préstamo en los que los primeros 7 afos son de
carencia, y los 10 restantes un préstamo normal con amortizacién
francesa, en el caso de una carencia parcial el cuadro de pagos es el

siguiente:
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9.2. PERIODOS DE CARENCIA.

’ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
0 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€

1 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€

£ 2 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€
g 3 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€
©| 4 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€
5 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€

6 | 100000,00€ | 4000,00€ —€ | 4000,00€

’ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
7 | 100000,00€ | 4000,00€ 8329,09€ | 12329,09€

8 91670,91€ | 3666,84€ 8662,26€ | 12329,09€

9 83008,65€ | 3320,35€ 9008,75€ | 12329,09€

= 10| 73999,90€ | 2960,00€ 9369,10€ | 12329,09€
'\§ 11 | 64630,80€ | 2585,23€ 9743,86 € | 12329,09€
«E 12 | 54886,94€ | 219548€ 10133,62€ | 12329,09€
<% 13 | 44753,32€ | 1790,13€ 10538,96 € | 12329,09€
14 | 34214,36€ | 1368,57€ 10960,52€ | 12329,09€

15 | 23253,84€ | 930,15€ 11398,94€ | 12329,09€

16 | 11854,90€ | 474,20€ 11854,90€ | 12329,09€

17 —-€ —-€ 12329,09€ | 12329,09€

En este caso se estd pagando durante el periodo de carencia una

cuota compuesta enteramente por los intereses. A partir de la fina-

lizacién del periodo de carencia el préstamo es normal y parte de

100 000 €, por lo que la cuota es idéntica a la del caso original, asi

el célculo de la cuota del préstamo sera:
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9.2. PERIODOS DE CARENCIA.

VA
¢ =3

4
C = 100000€ x %

(1= +a%)7)

C = 12329,09€

En caso de carencia total, no se paga nada, si bien los intereses
que se deberian pagar en cada una de los momentos de pago se
acumulan y se capitalizan, de tal manera que el valor de la deuda
crece hasta que entra de nuevo el pago de las cuotas, que arranca
con una cantidad mayor de la que inicialmente se tenfa.

Por lo tanto en el caso de tener el préstamo de 100 000<€, al
4%, a 10 afios con un periodo de carencia total de 7 afos, lle-
va a que en la primera cuota que no se paga se deberian abonar
100000€ x 4% = 4000<, cantidad que se acumula en la deuda
pasando a deber 104 000 €. En la segunda cuota que no se paga,
se han tenido 104 000 € durante un afio, por lo que corresponderia
abonar la cantidad 104 000 € x 4 % = 4 160 €, cantidad que se acu-
mula para el siguiente plazo, pasando a deber 108 160 €, y asi hasta
el dltimo tramo. De esta forma la deuda que se tiene que amortizar
incluye el principal inicial de 100 000 € mads los intereses tramo a
tramo, capitalizados.

Con esto se debe amortizar una deuda por valor de 126 531,90 €,

y entonces la cuota es:
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VA
© =3

4
C = 126531,9€ x %

(1 (14 4%)‘”))

C = 1560024€

Los flujos siguen el esquema:
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9.3. VALOR DE UN PRESTAMO.

’ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
0 | 100000,00€ | 4000,00€ —-€ —-€

1 | 104000,00€ | 4160,00€ —-€ —€

=1 2 | 108160,00€ | 4326,40€ —-€ —-€
g 3 | 112486,40€ | 4499.46 € _e —€
Ol 4 | 116985,86€ | 4679,43€ —-€ —-€
5 | 121665,29€ | 4866,61€ —-€ —-€

6 | 126531,90€ | 5061,28€ —-€ —-€

’ N ‘ Principal Intereses | Amortizacién Cuota
7 | 126531,90€ | 5061,28€ 10538,96 € | 15600,24€

8 | 115992,94€ | 4639,72€ 10960,52€ | 15600,24€

9 1 105032,42€ | 4201,30€ 11398,94€ | 15600,24€

= | 10| 93633.48€ | 3745,34€ 11854,90€ | 15600,24€
'\§ 11 | 81778,58€ | 3271,14€ 12329,09€ | 15600,24€
E 12 | 69449,49€ | 2777,98€ 12822,26 € | 15600,24 €
§ 13 | 56627,23€ | 2265,09€ 13335,15€ | 15600,24 €
14 | 43292,08€ | 1731,68€ 13868,55€ | 15600,24€

15 | 29423,53€ | 1176,94€ 14423,30€ | 15600,24 €

16 | 15000,23€ | 600,01€ 15000,23 € | 15600,24€

17 —-€ —-€ 15600,24€ | 15600,24 €

Suele ocurrir que para el periodo de carencia se aplica un ti-

po de interés (r.) diferente del que se aplica durante el periodo de

amortizacion (ry).

9.3. Valor de un Préstamo.

En una operacién de préstamo, cuando se firma la operacion se

fijan ciertas cantidades, como nominal, plazo, modelo de amortiza-
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9.3. VALOR DE UN PRESTAMO.

cién y el no menos importante, el tipo de interés de la operacion.
Este tipo de interés suele variar en el tiempo, asi si se hace una ope-
racion de préstamos a principios de afio, el tipo de interés consegui-
do no tiene porqué se igual al que se conseguiria para una operacién
de préstamo exactamente igual en términos de nominal, plazos y
modelo de amortizacion. Este tipo de interés varia tanto como lo
hace en mercado el tipo al que se tienen que financiar las entida-
des en el mercado, y varfa también por otros motivos, como son el
apetito al riesgo que tengan las entidades de financiacion.

Por tanto, en caso de que se quiera cancelar una operacién de
préstamo, el valor de esta operacion seria justo si se pudiera vender
el préstamo en mercado a ese precio, o lo que es lo mismo, el precio
del préstamo sera su valor en condiciones de mercado ahora, y no
cuando se firm¢6 dicha operacion.

Noétese que en una operacién de préstamo se tienen dos flujos
principales de dinero, un asociado a los intereses que se abonan y
otro el capital que se amortiza del principal de deuda. Si se casa
estos con la definicién de precio de una operacion financiera como
el total de los flujos ciertos futuros descontados en condiciones de
mercado, se tienen tres conceptos derivados.

En adelante suponga que la operacién se contraté en un momen-
to ¢ = 0, anterior a hoy que es ¢ = s, y que vence en un momento

t =T = nAt, y que se paga cada At

sAt/\nAt
o } o
to ts tr

M.O.F 180 I. Pernas



9.3. VALOR DE UN PRESTAMO.

9.3.1. Usufructo.

Se corresponde con la suma de los valores descontados a pre-
sente de los intereses que se cobraran en la operacion de préstamo.
Por tanto el usufructo de un préstamo es el valor actual de la parte

de los intereses que quedan por cobrar.

n
Up =Y Ii-P(s,ilt) (9.10)

i=s
Donde P (s,iAt) es el factor de descuento desde el momento
de pago iAt, hasta ahora o momento s, pero descontado sobre la
curva de mercado, esto es, P (s,iAt) se ha calculado con los datos

de mercado actualizados.

sAt/_\nAt
o | | o
t NI t
0 P(s,iAt) T

9.3.2. Nuda propiedad.

Se corresponde con la suma de los valores descontados a presen-
te de las cantidades que se amortizaran en la operacién de préstamo.
Por tanto el valor de nuda propiedad de un préstamo es el valor ac-
tual de la parte que se amortiza en cada una de las cuotas que quedan

por cobrar.

T
NP, =) K;-P(s,iAt) (9.11)

=5
Donde P (s,i1At) es el factor de descuento desde el momento

de pago iAt, hasta ahora o momento s, pero descontado sobre la
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curva de mercado, esto es, P (s,7At) se ha calculado con los datos

de mercado actualizados.

sANAt
o | | o
t g t
0 P(s,iAt) T

9.3.3. Valor del préstamo.

Como no puede ser de otra manera, el precio o valor de un prés-

tamo es el valor descontado (por medio de la curva de mercado) de

los flujos futuros, al tener cada uno de esos flujos futuros (en el caso

de un préstamos son las cuotas) una parte de intereses y otra parte

de capital que amortiza la deuda, el valor del préstamo es la suma

del usufructo y de nuda propiedad.

Se parte de que el valor de un préstamos es la suma de las cuo-

tas C; pendientes, descontadas por medio de los tipos de mercado

en forma de factores de descuento P (s,iAt). Ademds se quiere va-

lorar desde un momento s,

sAt/\nAt
O } O
to ts tr

sAt iAt i+1)At nAt
° ! ! | °
to | IR
n
VA, = > Ci-P(s,iAt)
=S
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Como C; = I; + K; entonces:

VA, = > (Ii+K;)-P(s,iAt)

=5
n n
VA, = Y I;:P(s,iAt) + > K;P(s,iAt)
=S =S8
Con las expresiones 9.10 y 9.11 se concluye que el valor actual

del préstamo es la suma del Usufructo y de la Nuda Propiedad:

Uy, NP,

A

VAp =Y I+P(s,iMt)+ > K;-P(s,iAt)

=5 =5

VA, =U, + NB,|

Ejemplo 41. Suponga que se ha firmado un préstamo (con amor-
tizacion al estilo francés) de 100000 € a devolver durante 10 arios
con un pago al afio, al que se le aplicé un 4% como tipo de interés
a la firma de la operacion. Hoy, al principio del 4 afio, el banco
quiere realizar la venta del préstamo, estando los tipos de interés
actualizados al 2 %. Con ello calcule el valor de nuda propiedad, el

usufructo y el valor del préstamo bajo estas nuevas condiciones.

Lo primero es calcular el cuadro original de amortizacién, co-

menzando por la cuota:

4%
~(1+4%)"

Cc = 100000€1

C = 12329,09€
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A B C D E
N Principal Intereses | Amortizacion Cuota
0 100000€ 4000,00€ 8329,09€ 12329,09€
1 | 91670,91€ 3666,84€ 8662,26€ 12329,09€
2 | 83008,65€ 3320,35€ 9008,75€ 12329,09€
3 | 73999,90€ 2960,00€ 9369,10€ 12329,09€
4 | 64630,80€

5

6

7

8

9

Hasta el inicio del 4° afio se tiene el cuadro de amortizacion an-

terior, en el que justo al inicio de ese afio se debe una cantidad de

64 630,80 €. Hasta este momento se han abonado todas las canti-

dades del cuadro y queda pendiente la cantidad indicada en la cela

[B4]

Se debe completar el cuadro con el resto de flujos a partir del 4°
afo:
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B C D E

z | »

Principal Intereses | Amortizacién Cuota

0 100000€ 4 000,00€ 8329,09€ 12329,09€
1 91670,91€ 3666,84€ 8662,26€ 12329,09€
2 83008,656€ 3320,35€ 9008,75€ 12329,09€

3 73999,90€ 2960,00€ 9369,10€ 12329,09€
4 | 64630,80€ || 2585,23€ 9743,86€ || 12329,09€
5 | 54886,94€ || 2195,48€ 10133,62€ || 12329,09€
6 | 44753,32€ || 1790,13€  10538,96€ || 12329,09€
7 | 34214,36€ || 1368,57€ 10960,52€ || 12329,09€
8 | 23253,84€ 930,156€ 11398,94€ || 12329,09€
9 | 11854,90€ 474,20€  11854,90€ || 12329,09€
Usufructo Nuda Prp.

Con los datos de las columnas centrales, esto es con las can-
tidades a pagar en un futuro en concepto de intereses y de capital
amortizado se pueden calcular tanto el usufructo como el valor de
nuda propiedad.

Nétese que el tipo al que deben descontarse estas cantidades es
del 2 %.

Con esto se puede calcular el valor del usufructo (nuda propie-
dad) descontado para el primer pago (recuerde que se hace a final

de afio) como:

1
Uy = 258523——— = 2534,54€
(1+2%)

1
NPy = 9743,86———— = 9552,81€
(1+2%)

Para la cantidad que se recibird a final del 5 afio, quedan dos,

M.O.F 185 I. Pernas
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el actual afio (del 4° al 5°) y desde inicios del 5° afio hasta el pago

del interés que se hace al final del 5° afio, esto es, dos afios hasta el

cobro de ese flujo contando desde hoy.

Us

NPs

= 219548

10133,62

1

Para el resto es seguir la serie contando tiempo con lo que queda
el cuadro, siendo la cuota 12 329,09 €:

A B C D F G

N Principal Intereses Amort. A Usufructo Nuda Prp.

0 100000€  4000,00€ 8329,09€

1 | 91670,91€ 3666,84€ 8662,26 €

2 | 83008,65€ 3320,35€ 9008,75€

3 | 73999,90€ 2960,00€ 9369,10€

4 | 64630,80€ | 2585,23€ 9743,86€ 1 2534,54€ 9552,81€

5 | 54886,94€ 219548€ 10133,62€ 2 2110,22€ 9740,12€

6 | 44753,32€ 1790,13€ 10538,96€ 3 1686,88€ 9931,10€

7 | 34214,36€ 1368,57€ 10960,52€ 4 1264,35€ 10125,83€

8 | 23253,84€ 930,156€ 11398,94€ 5 842,47€ 10324,37€

9 | 11854,90€ 47420€ 11854,90€ 6 421,07€ 10526,81€
8859,54€ 60201,03€

Valor del préstamo: 69 060,57€

Puede observarse que el valor del préstamo al inicio del 4° afio
es de 69 060,57 €, mientras que el capital pendiente es de 64 630,80 €,
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9.4. PRESTAMOS A TIPO VARIABLE.

que es una cantidad menor. La razone es sencilla, el préstamo se fir-
mo a un tipo de interés del 4 %, y hoy esa misma operacion habria
que firmarla al 2 %, por lo que se recibirfan menos flujos en con-
cepto de intereses que los que se van a recibir con la operacion fir-
mada hace tiempo. Esa diferencia de 69 060,57<€ — 64 630,80 € =
4 429,77 € es el valor actual de este exceso de flujo de dinero frente

a las condiciones actuales.

9.4. Préstamos a tipo variable.

Hasta este momento se han estudiado aquellos préstamos en los
que el tipo de interés es el mismo durante toda la vida de la opera-
cion. Si bien en el mercado de préstamos o también conocido como
“lending”, existen operaciones con tipo fijo, lo habitual es que el ti-
po sea bien variable, o bien revisable, o una combinacién temporal
de ambos, esto es, fijo durante cierto tiempo, al principio de la ope-
racién, variable mas tarde, e incluso revisable cada cierto tiempo.

Una operacién de préstamo a tipo variable, es una operacién en
la que el tipo de interés se compone de dos partes, una ligada a un
tipo de mercado como puede ser un Euribor (para el caso del euro
[€]), o un Libor (otras monedas, Yen [¥], Libra [£]), y la otra parte
del tipo de interés es un margen o “spread”, que se suma al tipo

variable:

1=7r+s

Por ejemplo, un préstamo hipotecario en Espafia a tipo variable,

tiene un modelo de amortizacién francés, y se suele ligar al Euribor?

’Habitualmente hay un Euribor a un afio de mercado y un Euribor a un afio
pero hipotecario, para evitar armonizar algo esta cantidad que afecta mucho a la
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9.4. PRESTAMOS A TIPO VARIABLE.

a 1 aflo m4s un spread que varia entre entidades y clientes, pero si se
supone que el €1, = 2% y el spread es s = 50 bp el tipo aplicable
a esta operacién es i = 2,5 %.

Una operacién a tipo variable marca ciertas fechas de revision
de este tipo, en estas se ajusta el tipo 7 con el que estd publicado
en mercado, y se rehace el cuadro de amortizacién, con ello se ha
modificado la cuota, debido a este cambio de tipo de interés, un
préstamo en el que a priori la cuota es constante, cambia al revisar
el tipo con el que se calcula.

El concepto de revision del tipo de interés de la operacién, no
sOlo se limita a los momentos en los que se actualiza el tipo del
préstamo al tipo de mercado, sino que pueden existir ciertos su-
puestos en el contrato que pueden hacer variar el tipo de interés.
Por ejemplo, es habitual cuando el préstamo se hace a una empresa
con Rating externo, indicar que un empeoramiento de este Rating,
suponga un aumento en el tipo de interés (por medio de un aumento
en el spread) que debe pagar la empresa en este préstamo, y que esta
revision se hace de forma directa tras el anuncio.

Elegir entre tomar dinero prestado a tipo fijo o a tipo variable,
depende del perfil del tomador, y de su capacidad para negociar,
puesto que puede que la entidad de financiacién no de otra opcién
que no sea la de tipo variable. Disponer de un préstamo a tipo fijo
hace que se tenga completa seguridad acerca de los pagos que se
van a hacer durante toda la vida de la operacion, y de forma inde-
pendiente a que los tipos de mercado, bajen o suban. Esto da lugar a
momentos durante la vida del préstamo en los que el mercado apli-
ca tipos més bajos. En estos momentos se estd incurriendo en un

sobre-coste con respecto al que se tendria que hacer en mercado. En

economia real.
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otros momentos los tipos de mercado estardn mds altos que los del
préstamo por lo que se estardn pagando menos intereses de los que
se tendria que estar pagando en el mercado.

En caso de tener un préstamo a tipos variables (o mejor dicho re-
visable), el préstamo se ajustaria mejor a las condiciones de merca-
do en cuyo caso cuando el mercado suba, también lo hace la cuota,
y cuando el mercado baja, también lo hace la cuota. Por desgracia,
los cambios de tipos en mercado ocurren muy rapido, y llegan a las
revisiones de los préstamos con cierto retraso, con lo que operacio-
nes de bancos centrales, bajando los tipos de interés para que las
cuotas disminuyan y se aumente el gasto y con ello la economia, no

se materializan tan rdpido como cabria esperar.

Ejemplo 42. Suponga que se ha firmado un préstamo con amor-
tizacion estilo francés y frecuencia de pago mensual de 100000 €
con revision anual, ligado al €1, mds un spread de 50 bp. Calcule el
cuadro de amortizacion de los 24 primeros meses si el €1y, = 3,5 %

a la firma, y en la revision esta al €'1y =1,5%.

Para los 12 primeros meses hay que calcular la cuota, partiendo
de que el tipo aplicado ala firmaes ry = €1y+s = 3,5 %+50bp =
4%, pero como el préstamo es pagadero de forma mensual, y el
tipo es anual, lo primero es calcular el tipo compuesto mensual,

equivalente:

(1+ry) = L+rm)™

T™m = (1—|—T‘y)1/12—1
rm = 0,3274%

Con esto se tiene que:
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n

m

n=1012 = 120
rm =0,3724% )C
VA VA=100000€

C =100000€

= VA

0,3724 %

T'm

1—(140,3724%) %0

|C =1009,06€]

1— (Ltrm) "

Por tanto el cuadro hasta final del primer afio es el siguiente:

’ N ‘ Principal ‘ Intereses ‘ Amort. ‘ Cuota
1 | 100000,00€ | 327,37€ 681,68€ | 1009,06€
2 99318,32€ | 325,14€ 683,91€ | 1009,06€
3 98634,40€ | 322,90€ 686,15€ | 1009,06€
4 97948,25€ | 320,66€ 688,40€ | 1009,06€
5 97259,85€ | 318,40€ 690,65€ | 1009,06€
6 96569,20€ | 316,14€ 692,91€ | 1009,06 €
7 95876,29€ | 313,87€ 695,18€ | 1009,06 €
8 95181,10€ | 311,60€ 697,46€ | 1009,06 €
9 94483,65€ | 309,31€ 699,74€ | 1009,06 €
10 93783,90€ | 307,02€ 702,03€ | 1009,06€
11 93081,87€ | 304,73€ 704,33€ | 1009,06 €
12 92377,54€ | 302,42€ 706,64€ | 1009,06€
13 91670,91€

Al inicio del segundo afio, que es cuando se revisa el tipo de re-

ferencia, el importe que queda pendiente de pagar es de 91 670,91 €,
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9.4. PRESTAMOS A TIPO VARIABLE.

el nuevo tipo de interés serd r, = €}, +5 = 1,5% + 50bp = 2%,
se debe tener en cuenta que se ha abonado 12 cuotas por lo que el
nimero de cuotas que quedan pendientes es de 120 — 12 = 108, el

tipo de interés hay que pasarlo a su equivalente mensual compuesto:

(1+r;) = (1+7’;n)12
ro= (1) -1
r = 0,1652%

Con esto se tiene que la nueva cuota debe ser de:

n n = 108
r
— 1652 C’ — VA—m
r r.=0,1652% ()"
VA VA =9167091€

~

0,1652%
— (1+0,1652 %)%

C' =91670,91 €1

C' = 927,45 €]

Por lo que el cuadro de amortizacién que se tiene a partir del
primer afio y hasta el tercero (donde se volvera a revisar el tipo de

referencia) es el siguiente:
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N ‘ Principal ‘ Intereses ‘ Amort. ‘ Cuota

1 100000€ | 327,37€ | 681,68€ | 1009,06€
2 | 99318,32€ | 325,14€ | 683,91€ | 1009,06€
3 | 98634,40€ | 322,90€ | 686,15€ | 1009,06 €
4 | 97948,25€ | 320,66€ | 688,40€ | 1009,06€
5 | 97259,85€ | 318,40€ | 690,65€ | 1009,06<€
6 | 96569,20€ | 316,14€ | 692,91€ | 1009,06€
7 | 95876,29€ | 313,87€ | 695,18€ | 1009,06€
8 | 95181,10€ | 311,60€ | 697,46€ | 1009,06 €
9 | 94483,65€ | 309,31€ | 699,74€ | 1009,06€
10 | 93783,90€ | 307,02€ | 702,03€ | 1009,06 €
11 | 93081,87€ | 304,73€ | 704,33€ | 1009,06 €
12 | 92377,54€ | 302,42€ | 706,64€ | 1009,06 €
13 | 91670,91€ | 151,40€ | 776,05€ | 927,45€
14 | 90894,85€ | 150,12€ | 777,33€ | 927,45€
15 | 90117,52€ | 148,84€ | 778,62€ | 92745€
16 | 89338,90€ | 147,55€ | 779,90€ | 927,45€
17 | 88559,00€ | 146,26€ | 781,19€ | 92745€
18 | 87777,81€ | 14497€ | 78248€ | 92745€
19 | 86995,33€ | 143,68€ | 783,77€ | 92745€
20 | 86211,55€ | 142,39€ | 785,07€ | 927,45€
21 | 85426,48€ | 141,09€ | 786,37€ | 927,45€
22 | 84640,12€ | 139,79€ | 787,66€ | 927,45€
23 | 83852,45€ | 138,49€ | 788,96€ | 927,45€
24 | 83063,49€ | 137,19€ | 790,27€ | 927,45€

Nétense los siguientes puntos:

1. El tipo de interés ha quedado a la mitad pero la cuota sélo se

ha visto modificada en un 8 % aproximadamente
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2. Los flujos de intereses si se han reducido sustancialmente,
mientras que la parte de la cuota dedicada a amortizar la deu-
da pendiente ha crecido pero no tanto como se han reducido

los intereses.

9.5. Problemas.

Problema 41. Calcule el esquema de amortizacion de un présta-
mo francés de 100000 € a devolver en cinco arios, con un tipo de
interés del 4 %.

Problema 42. Del esquema anterior, responda: ;cémo es la evolu-
cion de los intereses, el principal y las cuotas? en el caso de cance-
lar el préstamo justo después de la segunda cuota, ;cudnto queda

pendiente?

Problema 43. Del ejercicio 41. calculad el esquema de amortiza-
cion con principal constante, y responded las siguientes preguntas:
Jen cudl de los dos esquemas se pagan mds intereses? jpor qué? en
el caso de cancelar el préstamo justo después de la segunda cuota,

Jcudnto queda pendiente en cada caso?

Problema 44. Recalcule el esquema del ejercicio 41. suponiendo
ahora que las cuotas son crecientes a una tasa del 2 %. Compare la
suma de intereses, y comente los resultados. ;En cudl se devuelve

antes el préstamo?
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Problema 45. Calcule cuanto vale hoy cobrar un sueldo mensual
de 1000 € indefinidamente, si los tipos estdn al 3 % TAE. Si ahora
queremos que ese sueldo crezca a una tasa del 2 % TAE, ;cudnto

vale esa renta?

Problema 46. Si tenemos un importe de 100 000 €, calcule qué ren-
ta perpetua nos daria si suponemos tipos al 4 % nominal en los si-

guientes casos:

Renta mensual constante

Renta anual constante

Renta mensual con crecimiento del 3 % nominal

Renta anual con crecimiento del 4 % nominal
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Capitulo

E.T.T.L.

10.1. Tipos de Interés y Plazos.

Se entiende por curva de tipos, la representacion grafica de pares
formados por los tipos de interés / rendimientos / TIR / etc, a cada
plazo plazo. Basicamente es una representacion discreta de niveles
de tipos de interés en distintos momentos del tiempo (m4s concreta-
mente del futuro). El mercado, cotiza esos niveles de tipos de interés
para horizontes temporales muy concretos.

Para entender la estructura temporal de tipos de interés (en ade-
lante ETTI), suponga que usted es una entidad con la suficiente sol-
vencia como para llamar a otras entidades financieras con capacidad
de tomar o prestar dinero, en este supuesto se pone en contacto con
estas entidades con objeto de solicitarles informacién sobre tipos y

plazos, esto es, que le respondan a preguntas como las siguientes:
= ;A qué tipo de interés me prestaria dinero durante un mes?

= /vy si fueran tres meses?
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10.1. TIPOS DE INTERES Y PLAZOS.

Euribor/Plazo Tipo

1 mes 0,007 %
2 meses 0,042 %
3 meses 0,082 %
6 meses 0,183 %
9 meses 0,253 %
12 meses 0,341 %

0.35 '

L I I I I I I I | | | |
0.25 I I I I I I I I I I I
F | | | | | | | | | | l
|

e
[

S
7

Euribor (%)

e

=4
=3
b

g

2 4 6 8 10 12
Meses

o

Cuadro 10.1: Curva Euribor. Fuente ECB

= ,y para 6 meses?

= ;y para 12 meses?

A cada pregunta le contestarian con diferentes nimeros. De hecho
como se verd mds adelante en funcién de la divisa se tendrd una
curva que para el caso del Euro quedaria como en la tabla 10.1, en
esta tabla se refleja el tipo de interés para oferta de dinero a plazo.

En caso de que quisiera comprar deuda del tesoro, en el mercado
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LTl i [JT] i
ID | 0,3260% || 2Y | 1,6740 %
IW | 0,3470% || 3Y | 2,0520 %
IM | 0,4250% || 4Y | 2,3535%
2M | 0,5260% || 5Y | 2,6130%
3M | 0,6650% || 6Y | 2,8325%
4M | 0,7630% || 7Y | 3,0220 %
SM | 0,8520% || 8Y | 3,1660 %
6M | 0,9660% || 9Y | 3,3080 %
™ | 1,0020% || 10Y | 3,4180 %
8M | 1,0490% || 11Y | 3,5160 %
OM | 1,0970% || 12Y | 3,5990 %
10M | 1,1370% || 15Y | 3,7775 %
11M | 1,1800% || 20Y | 3,8905 %
1Y | 1,2260% || 25Y | 3,8835%
18M | 1,4392% || 30Y | 3,8130%

Cuadro 10.2: Curva EURIBOR hasta 1 afio

encontraria una serie de productos a diferentes plazo, con diferente
rentabilidad, YTM. Lo cual indica que para diferentes plazos a los
que se le presta dinero al tesoro por medio de la compra de deuda, el
tipo de interés que le exige a este tesoro, es diferente a mayor plazo.

En la tabla 10.3 se puede ver esta situacién para diferentes pai-
ses.

Sin entrar en describir de momento el significado de Euribor,
resulta evidente que a diferente plazo el tipo cambia, y al realizar un
grifico de estos puntos no aparece una recta, o una forma definida.
Sin embargo lo que parece razonable es que a mayor plazo se exige
un mayor tipo de interés. ;Porqué? ;Que sustenta este razonamien-
to?.

En un primer intento por explicar este comportamiento, se pue-
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Pais | v | sm [ em |y | 2y |
ESPANA 0007% | — — | 0202% | 0328%
ALEMANIA 0.006% | — — | -0067% | -0.057%
GRAN BRETANA | 0509% | 0565% | 0712% | 0522% | 0814%
EEUU 0.154% | 0233% | 0330% | 0323% | 0.691%
JAPON — | ons% [ 0168% | 0032% | 0.060%
Pais ‘ 3y ‘ Sy ‘ 10y ‘ 15y ‘ 20y ‘
ESPANA 0353% | 0903% | 2236% | 2781% | 2.947%
ALEMANIA -0052% | 0114% | 0969% | 1,543% | 1,698%
GRAN BRETANA | 1289% | 1,775% | 2459% | 2.798% | 2.939%
EEUU 1291% | 1.823% | 2473% | 2.830% | 3.02%
JAPON — | 0161% | 0511% | 0885% | 1395%

Cuadro 10.3: YTM Deuda Soberana. Fuente www.expansion.com

de razonar que un mayor plazo resulta en una mayor incertidumbre
sobre el resultado de la operacidn, ya que se desconoce con certe-
za si se recuperard o no el dinero prestado/tomado, esto debe ser

compensado por un mayor precio en el producto.

10.1.1. Hipétesis sobre la ETTI.

De forma cldsica, se han mantenido ciertas hipétesis para sus-

tentar o explicar la ETTL

= Hipdtesis de las Expectativas.

= Hipétesis del Habitat Preferido.

o Hipdtesis de la preferencia de la liquidez.

o Hipétesis de la segmentacion.

La hipétesis de las expectativas parte de la suposicién de que los di-

ferentes intervinientes en el mercado son neutrales al riesgo, y s6lo
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invierten en funcién de la rentabilidad esperada, por lo que los tipos
de interés del futuro son una expectativa de los actuales. No resulta
completamente razonable que los actores del mercado realicen las
inversiones sin tener en cuenta el riesgo, ya que es algo natural a
la hora de realizar cualquier inversidn, evaluar el riesgo que supo-
ne (salvando incluso totalmente la rentabilidad que se obtendria),
como forma de contraponer finalmente la oportunidad de inversién
frente al riesgo de la misma, y ver si una justifica la otra.

La hipétesis del habitat preferido surge del supuesto de que los
actores de mercado son adversos al riesgo, por lo que estardn més
dispuestos a invertir en los plazos y productos en los que se sientan
comodos, y sélo invertirdn en otros (mayores) si existe una compen-
sacion por salir de su zona de confort.

Esta hipdtesis engloba la de preferencia de liquidez y la de seg-
mentacion.

La hipétesis de la segmentacion, tiene como argumento que los
actores de mercado son absolutamente adversos al riesgo y sélo in-
vierten en los plazos y productos en los que se sienten cémodos. Es-
ta teoria no explica porqué cualquier inversor con un alta aversién
al riesgo es capaz de invertir en un producto que pague la suficiente
rentabilidad, dentro de los margenes de lo razonable.

La hipdtesis de la preferencia por la liquidez se sustenta sobre
la idea de que los actores en el mercado prefieren liquidez a corto
plazo y soélo invierten a plazos mds dilatados si ven compensada
esta preferencia por medio de una mayor remuneracién. Si bien esta
hipétesis parece razonable, exige que las curvas de tipos a plazo
sean estrictamente crecientes con el plazo, cosa que no siempre se
cumple, y que deja a este razonamiento sin capacidad de explicar

estas situaciones.
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Todas estas hipdtesis buscan dar una explicacion acerca de la
forma que adopta la curva de mercado, si bien los actores en mer-
cado, no se plantean si la forma de la curva es de esta o de aquella
manera, ni se inquietan si no encaja alguna de las hipétesis con la
forma actual de la curva. Los actores de mercado, se basan en la
curva para poder valorar productos u operaciones financieras, y en
virtud de los resultados, invierten o no su dinero en estos productos
u operaciones, por tanto, los actores de mercado buscardn la forma
de disponer de curvas de tipos de interés que reflejen las condicio-
nes de mercado, de hecho, lo ideal resultaria poder inferir la curva

de tipos a plazo por medio de productos financieros que sean:

= Accesibles: Que los diferentes actores del mercado puedan
comprar y vender estos activos, y que la informacién acerca

de los mismos resulte accesible y veraz.

= Mercados profundos: Con suficiente liquidez como para po-
der asumir que ningtin actor resulta lo suficientemente grande

como para modificar el precio a su conveniencia.

= Instrumentos cuya cotizacién dependa de los tipos de interés.

o}

Depo (Euribor, Eonia, etc.).
o FRA

(e]

Futuro de tipo de interés.
o IRS.

Bonos.

e}

10.1.2. Tipos de curvas.

Dado que para la obtencién de una curva, se pueden escoger

diferentes instrumentos ligados a los tipos de interés, en funcién
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de los instrumentos que se seleccionen se tendrdn diferentes tipos
de curvas. En caso de tomar instrumentos de mercado utilizados
para la financiacidn interbancaria (Depo, FRA, SWAP), se tendrdn
curvas interbancarias, o de mercado, estas curvas se caracterizan por
representar el funcionamiento del mercado interbancario que resulta
en una divisa, y que por tanto en el caso del € va mas alla de cada
uno de los paises que componen unién monetaria.

En caso de tomar exclusivamente las diferentes emisiones (le-
tras, bonos, obligaciones) de un pais concreto, o de una empresa
que emita en varios plazos, también se puede inferir una curva co-
rrespondiente al emisor, esta curva expresa, no sélo el coste que
debe pagar el emisor para financiarse a un plazo determinado, sino
que, al emanar de unos instrumentos que incluyen riesgo de crédito,
incluyen la componente (monetarizada) de este riesgo de crédito.

Es importante resefiar que en el mercado hay ocasiones en las
que para obtener el valor de ciertos flujos futuros, serd necesario
estimarlos en funcién de la curva de mercado, en su forma de tipos
cup6n cero, de factores de descuento o de tipos Forward. Para la
seleccion de la curva de mercado que mejor se ajuste a la estimacion
de flujos que se deba realizar, ha de tomarse aquella curva que se ha
construido a partir de productos de mercado con una cadencia de
pago similar a la de los flujos a estimar. Por supuesto, huelga decir
que la curva seleccionada debe ser de productos nominados en la

misma divisa que los flujos a estimar.
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De esta manera se tendré el siguiente esquema:

Producto —> Flujos @
|

Estimacién

Esto es, dado un producto financiero con cierta frecuencia en

los pagos f, pagos que dependen de la fijacién futura de ciertos
tipos de interés, para obtener estos tipos “futuros” se debe tomar una
curva que esté construida precisamente con productos con la misma
frecuencia de pago f. Con esta curva de mercado se obtendran los
tipos a futuro, y por tanto se podrd estimar una serie de flujos a
partir de la curva a plazo de mercado actual', por ejemplo si la curva
estd en tipos cupén cero, obteniendo los tipos implicitos, o si la
curva estd expresada en tipos forward, simplemente por medio de
interpolacion.

Una vez determinado los tipos a futuro se podran calcular los
flujos en su momento de pago y tan sélo con descontarlos, se puede
obtener el valor actual de todos ellos y en su suma estaria el valor
del producto financiero, sin riesgo (recuerde el lector que el valor
de un producto financiero es la suma de los flujos futuros ciertos
descontados al momento actual). Para descontar estos flujos, no se
puede usar la misma curva que la usada para estimarlos, puesto que
esta curva es la de mercado y en teoria (sdlo en teoria) seria posible
financiarse a cada plazo a los tipos de mercado. La realidad es otra,

y a cada plazo “podremos” refinanciar las posiciones a un tipo que

'En realidad esto es una fuerte simplificacién ya que no considera la curva
como un objeto estocdstico, que lo es, y por tanto en caso de que se tenga que
tener en cuenta esta situacién requeriria de una matemadtica ciertamente fuera del
objeto del presente libro.

M.O.F 205 I. Pernas



10.2. BASES PARA LA OBTENCION DE CURVAS.

no serd el de mercado, debido a la percepcion de riesgo de repago
que las contrapartidas (el mercado) tengan hacia “nosotros”. Dicho
esto, lo 16gico y més plausible es refinanciar las posiciones con tipos
a muy corto (OIS $, EONIA€), o bien con la curva propia de coste
de capital.

Por tanto, y a partir de ahora, debe entender que no existe una
sola curva, sino multiples, para el caso de estimar los flujos futuros,
y que para descontar existe otra/s curvas, esto es asi tras la crisis
de 2008, en la que se dejé patente la separacion entre las curvas de

estimacidn y financiacién/descuento.

10.2. Bases para la obtencion de Curvas.

Para la obtencién de la curva es necesario usar ciertos instru-
mentos como se ha comentado antes, para poder entender el modo
en el que estos instrumentos entran a forma parte de la curva, pri-
mero es fundamental entender su funcionamiento, y en parte una
valoracion que permita extraer los tipos de interés que subyacen.

Ademds es necesario manejar alguna herramienta matematica

extra que se va a explicar a continuacién.

10.2.1. Interpolacion.

Se entiende por interpolar, aquel proceso que permite la obten-
cion de puntos (intermedios), partiendo de un conjunto discreto de
datos. Cuando se expresan estructuras temporales de tipos de inte-
rés, en general denominadas “curvas”, su definicién parte de tipos

concretos en momentos definidos del tiempo:

= EURIBOR 6M: Tipo (oferta) al que se presta el dinero a 6

meses.
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= EURIBOR 1Y: Tipo (oferta) al que se presta el dinero a 1 afio.

= Y asi los que se definan, o los que dimanan de los diferentes

indices de referencia (IRS, FRA, Futuros, Depo, etc...).

En muchas ocasiones se desea obtener informacién de valores que
queden entre los puntos discretos de la estructura temporal, el pri-
mer problema consiste en asumir el tipo o forma de unién entre los

puntos.

Sirva como ejemplo la curva discreta del Euribor (plazos hasta
un afio) y Swaps (plazos mayores de un afio) indicada en el cua-
dro 10.2. En el mencionado cuadro se recogen los puntos discretos
para momentos del tiempo (plazos) determinados, como se puede
apreciar en la figura 10.1, que muestra una parte de la estructura
temporal

Para determinar los puntos que quedan entre dos conocidos, se
realiza un célculo de interpolacién.

La interpolaciéon asume que los puntos se ajustan a ciertos lu-
gares geométricos, como rectas o curvas. Aunque existen diferentes
modelos de interpolacion, por su sencillez y aplicacién prictica, ca-

be destacar:
1. Interpolacién Lineal.

2. Interpolacién Exponencial.
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Figura 10.1: Curva EUR-IRS.

La diferencia entre ambos métodos es la forma de unir los puntos,
que en el caso lineal, es una recta.

10.2.1.1. Interpolacion lineal.

rogl—— — — — — — &P

rL|— — P

Partiendo de que es una recta la que “une” ambos puntos X; =
(ri,F1) y Xo = (r2, F»), entonces la ecuacion de la recta r =

mF + b se puede particularizar en:
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rn = mEi+0b
ro = mEy+0b

Restando ambas expresiones:

T2 —T1
—rr=m(Fr—F) >m=
9 T m( 2 1) m FQ — F1
Sustituyendo en una de las anteriores:

T — T T — T
= Fi4+b—b=r — F
T1 7P 1+ T1 P 1

b— riFy —riFy —roFy + 11 Fy . riFy —roFy
B F,—F - R-FR
s T2 F+T1F2—?“2F1
F,—F Fr— Fy

Operando se llega a la ecuacion para interpolar linealmente:

F-IF
F—-F

r=(ro—ry)

+ 71

(10.1)

Ejemplo 43. Suponga que tiene la siguiente situacion de mercado

en pares fechas y tipo de interés (tipo cupon cero):
Hoy es 27-Julio-2015, el tipo desde hoy hasta el 30-Mayo-2016 es el
2,55 %, y el tipo desde hoy hasta el 15-Agosto-2016 es el 3,15 %, se

quiere calcular el tipo de interés desde hoy hasta el 15-Junio-2016.

Entonces lo primero es calcular los dias para interpolar de for-

ma mds comoda:
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Fecha ‘ Dias ‘ Tipo ‘
27/07/15
30/05/16 | 308 | 2,55 %
15/06/16 | 324 M
15/08/16 | 385 | 3,15%

324 — 308

r= (3,15% - 2,55 %) m

+2,55%

r=267%

10.2.1.2. Interpolacion exponencial (logaritmica).

En este caso, la funcién que “une” ambos puntos X; = (r1, F})
y Xo = (ro, F»), es del tipo r = be™F",
En este caso, para resolverla, se puede asumir que (tomando

logaritmos a ambos lados):

In(r) = In(be™) =1In(b) +In(e™)
In(r) = In(b)+mF

Si tomamos a = In (b) entonces:
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In(r) =a+mF

Operando la ecuacién para interpolar exponencialmente es:

F—F;

Fo—Fq
r=r <’"2> o (10.2)

1

Ejemplo 44. Suponga que tiene la siguiente situacion de mercado
en pares fechas y factores de descuento:
Hoy es 27-Julio-2015, el tipo desde hoy hasta el 30-Mayo-2016 es
el 0,978687252, y el tipo desde hoy hasta el 15-Agosto-2016 es el
0,967376213, se quiere calcular el tipo de interés desde hoy hasta
el 15-Junio-2016.

Entonces lo primero es calcular los dias para interpolar de for-

ma mds comoda.

’ Fecha ‘ Dias ‘ Tipo
27/07/15
30/05/16 | 308 | 0,978687252
15/06/16 | 324 7?
15/08/16 | 385 | 0,967376213

0, 967376213) 385308

- 959 (221000200
r = 0,97868725 (0,978687252

r=0,976326072

M.O.F 211 I. Pernas



10.2. BASES PARA LA OBTENCION DE CURVAS.

0.978

0.976

o
©
Q
N

Factor Descuento
s
9
N

0.968

Mediante los métodos de interpolacion anteriores, se puede lle-
gar a unir por medio de una ruta los puntos de la figura 10.1, con lo

que se llega a la obtencién de una curva como la de la figura 10.2.

14 L 3m Bim
1 T T T
/,(
/13"4
08 .
4
f/e”’
0.6 .
L2
Il Exp
04 F| % o Tipos |
’/?” 1 1
1’[1} 2'"L 4’!” 6'77L

Figura 10.2: Curva con interpolacién de tipos.

La diferencia entre ambos tipos de interpolacién depende de la
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distancia y de la posicion de los puntos entre los que interpolar.

1d lm 3m 5m

—| (Lin — Exp)

1 w 2777, 4'm 6117,

Figura 10.3: Diferencias entre interpolaciones.

10.2.1.3. Nota sobre interpolacién y convenio de mercado.

EN MERCADO SE USA LA INTERPOLACION LINEAL CUAN-
DO SE DEBE INTERPOLAR EN LA CURVA DE TIPOS DE INTERES,
MIENTRAS QUE SE USA INTERPOLACION EXPONENCIAL CUAN-
DO SE DEBE INTERPOLAR EN LA CURVA DE FACTORES DE DES-
CUENTO.

10.2.2. Tipos implicitos.

Se entiende por tipo implicito aquel que nos indica el tipo a
un plazo a partir de un momento en el futuro, por ejemplo el tipo
implicito a 3 meses dentro de 6 es aquel que comienza dentro de 6

meses y termina pasados 3 meses, esto es dentro de 9 meses.
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Timp

Hoy +6m
| |

[ [
om 6m FA3/ 6

+3m
|

l
9I9m

Para calcular este tipo implicito se debe cumplir que el flujo
financiero de invertir a 9 meses al tipo rg,, tiene que resultar equi-
valente a invertir, durante 6 meses una cantidad a un tipo 7¢,, ¥
luego reinvertirla durante 3 meses al tipo implicito®. Generalizando
los plazos se atiende al esquema de la figura 10.4.

TL
FAp

| [T

e Fer !

FAc

Figura 10.4: Esquema tipos Implicitos

Antes de comenzar se define factor de descuento segtin capita-

lizacién?:
_ B 1
Simple FD=P(0,t) = 75a
. _ - 1
Capit. ¢ Compuesta FD = P (0,t) = REvSLE
Continua FD=P(0,t)=e "4

Por tanto, suponiendo capitalizacion simple:

Cyr=Ci(1+r,FApL)

La parte que reinvierte en dos tramos:

%Esto debe cumplirse, esto es, se aplica el principio de no arbitraje en tipos, de
otra forma, existirfa una porsibilidad de arbitrar la diferencia a nuestro favor.

3Para menos de un afio capitalizacién simple, para més de un afio capitalizacién
compuesta.
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Cf = CZ (1 + TCFAC>(1 =+ TimpFACL)

0 —6m 6m—9m

Igualando y despejando el tipo implicito 7;,:

, - (1—|—TLFAL) q 1
P\ (14 FAL) FAcr

Expresado en modo de factores de descuento:

_(FDo |\ 1
"imp =\ Fp, FAqy

Donde:

F D,.: Factor descuento del tramo corto (de 0 a 6 meses en el

ejemplo)

FDy: Factor descuento del tramo largo (de 0 a 9 meses en el

ejemplo)

F A: Fraccién de afo, para de F'Ac,, son 3 meses (6,, — 9, ).

En caso de que los tipos fueran compuestos (caso mas habitual

expresando la curva en factores de descuento de tipos compuestos,

0 en tipos cupdn cero - compuestos):

Cf = Cz (1 + TL)FAL

Cp = Ci (1+710) 4 (1 4 ripy) FACE

(1+rc)e 1+ n-mp)FACL = (1+ry)FAe

(14 rp)FAr
FAc

147, VFdor —
) (e
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1
. _ (1 + TL)FAL FAcp, . <FDC> FAICL L,
mp (1 —|—TC’)FAC FDL

10.2.3. Expresion de la curva.

Si la estructura temporal de los tipos de interés, al final resulta en
una coleccién de fechas y tipos de interés, estos se pueden escribir

bien:

1. Como tipo cupén cero dando lugar a una curva cupén cero. El
tipo de interés cupon cero desde ¢ = 0, hasta t = T, es aquel
tipo de interés que habria que aplicar a una cantidad By = ¢
desde t = 0 hasta ¢t = T, de tal manera que en ese momento

T, se tenga ‘B = 1. Como la del cuadro 10.4

a) Caso simple:

Br
Br =By (1l —rzcT) =By = ———"—-
=B (1—rzcT) e
b) Caso compuesto:
%TZ’Bo(l—Tzc)T—)%(): LT
(1—rzc)

2. Como Factor de descuento P (0,t), que es el factor a aplicar
a una cantidad C en ¢t = t, para obtener el valor hoy (¢ = 0).

Ver el apartado 6.2, donde se detalla este mecanismo.

3. Como tipos implicitos (forward) como la del cuadro 10.5,
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’ Dias ‘ Descuento I Dias ‘ ZC

0 1,0000000 0 -
0,999998 1 0,0720 %
7 0,999983 7 0,0875 %
14 0,999966 14 0,0875 %
21 0,999949 21 0,0875 %
30 0,999923 30 0,0924 %
61 0,999839 61 0,0967 %
92 0,999754 92 0,0985 %
120 0,999673 120 | 0,0982 %
153 0,999575 153 | 0,1007 %
181 0,999487 181 | 0,1027 %
273 0,99903 273 | 0,1295 %
365 0,998158 365 | 0,1845%
547 0,994773 547 | 0,3500 %
733 0,988955 733 | 0,5553 %
1097 | 0,971391 1097 | 0,9713 %

Cuadro 10.4: Curva (OIS) en Factores de Descuento y en Tipo Cu-
p6n Cero

F (0,1, s), siendo el punto o par de la curva (t;, F),:

F(0,t,s)

a) La curva expresada en tipos Forward, es muy util en
aquellas ocasiones en las que se tiene que determinar el
flujo futuro, o forward que se paga o cobra (IRS, CCS,

etc...).
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Dias ‘ Tipo Fwd 6M

0 0,2391 %
181 0,4076 %
365 0,8540 %
547 1,3376 %
733 1,8268 %
912 2,2097 %
1097 2,4604 %
1280 2,6284 %
1461 2,7799 %
1644 2,8958 %
1826 2,9794 %

2008 3,0887 %
2192 32112 %
2373 32523 %
2557 3,2179 %
2738 3,2377 %

Cuadro 10.5: Curva USD (6M) en tipos Forward
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10.2.4. Indices de Mercado - Productos basicos.

Son aquellos productos bésicos que cotizan en mercado y que

son la materia prima con la que se construyen las curvas.

10.2.4.1. DEPO.

Los depdsitos interbancarios son los instrumentos utilizados por
los bancos para el préstamo de dinero a corto plazo desde una noche
hasta un maximo de 12 meses. La realidad tras la crisis es que los
depésitos carecen de liquidez a plazos superiores a 6 meses, y que
la liquidez estd centrada a corto plazo hasta los 3 meses. Esto es
fundamental a la hora de entender los instrumentos que se van a
usar a la hora de crear la curva, puesto que esta debe representar de
la mejor forma posible la realidad del mercado, ya que va a ser con
este artefacto financiero con el que se van a revaluar los productos
y con el que se hard “pricing” a la hora de comercializar productos
OTC.

Se entiende por tipos Euribor/Libor a aquellos tipos de interés
que se aplican en estos depdsitos interbancarios (Euribor para los
denominados en euros, y Libor para los denominados a ddlares, li-
bras, yenes, etc.).

En todos los casos son tipos simples al estar atados a opera-
ciones con duracién inferior a un afio. En el caso del Euribor, su
publicacioén se realiza por el BCE, de forma diaria a una hora deter-
minada, mientras que los Libor se publican en Londres por medio
del banco de Inglaterra, en ambos casos se corresponde con un tipo
medio estadisticamente calculado y obtenido por medio de consul-
ta a una serie de bancos, a los que se les pregunta el tipo de oferta

al que estarian dispuestos a realizar la transaccién en el mercado al
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plazo estipulado.

El tipo Euribor de plazo 3 meses, por ejemplo, se refiere al ti-
po simple que se aplica a un depdsito a tres meses (convencién
Act/360). Si el nominal es N, el interés para un trimestre con la

convencion Act/360 es:

nd

Donde N es el nominal, nd son los dias entre inicio y fin del
DEPO, y €3M es Euribor 3 Meses que es el tipo fijado al comienzo
del periodo, el pago se efectuard al final del periodo.

Nota sobre el Euribor: El Euribor se publica todos los dias de
cierto calendario de mercado, a la misma hora, a las 11:00 de la
maiiana, en ese momento se realiza el calculo del nuevo valor del
Euribor. Para ello, primero se recolectan los datos de los bancos que
contribuyen, y se eliminan los datos extremos el 15 % mas alto y el
15 % mas bajo de los tipos de interés aportados, se realiza la media
aritmética del resto de valores aceptados. El resultado se redondea
al ndmero de 3 decimales mds préximo al valor del promedio. Una
vez calculado el dato se publica y se publican los tipos de interés
empleados en el cdlculo, para dar transparencia al proceso de cdlcu-
lo.

Los tipos Euribor publicados en el portal del ECB son los si-
guientes a fecha 24 de Julio de 2015 son:
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Vencimiento ‘ % ‘

W ~0,129
2W —0,116
1M —0,074
oM —0,042
3IM —0,019
6 M 10,048
9M +0,101
2M +0,170

10.2.4.2. FRA.

Un forward rate agreement (FRA) o forward de tipos de interés
es un contrato entre dos partes en el que se fija un periodo At, su-
ponga 3 meses, que comenzard en el futuro ¢ = ¢o, suponga un afio,
al final de ese periodo de tiempo (1 afio y 3 meses) ambas partes del
acuerdo pagan interés sobre un nominal N (acordado en el momen-
to de la formalizacion del contrato), una de las partes paga con el
tipo €3M, fijado al comienzo de periodo (dentro de 1 afio) y la otra
lo hace con un tipo fijo F (forward) predeterminado y firmado el dia

del establecimiento del contrato.

Inicio - Fin

| | T |

| | 3 |
Hoy 1y 1y3m

La parte que paga tipo fijo F y recibe variable €3M (fijado al
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comienzo del trimestre) percibird un flujo de cantidad:
(€3M - F)-At-N =k

El contrato, se firma de tal manera que valga cero, por lo que
se negocia F. Cuando llega el momento futuro en el que se fija el
€3M se intercambia la diferencia, sin esperar a la finalizacién del
contrato, ya que en el momento Inicio se conocen todos los datos
necesarios para realizar el pago o el cobro de forma justa, esto es

descontada sobre el propio Euribor.

, N-At-(€3M-F)
 (1+€3M- Ay

10.2.4.3. SWAP - IRS.

Un Swap es un contrato OTC del mercado interbancario entre
dos partes que intercambian intereses sobre un nominal (nocional)
hasta un cierto plazo.

En los Swaps europeos el estandar es que la pata fija se pague
con frecuencia anual y la variable con frecuencia semestral, siendo
el tipo de referencia el €6M, euribor a 6 meses.

Es decir, al final de cada semestre la rama variable paga intere-
ses ajustados por el fixing del €6M fijado al comienzo del mismo
periodo, mientras que la rama fija paga un cierto tipo fijo rs sobre

el nominal al final de cada periodo anual.
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| | \ \
e6M- 51N €6M-§L-N €6M-§E-N €6M- 5N

El estdndar del mercado europeo es utilizar la base de cdlculo
30/360 para la pata fija. La base para la pata variable tiene que coin-
cidir con la utilizada en el tipo variable de referencia (en el caso del
euribor, Act/360).

Los swap son instrumentos de largo plazo, para mds de un afio.

10.3. Calculo de Curvas.

El proceso de célculo u obtencién de las curvas se ha de partir
de ciertos instrumentos financieros cuya cotizacion se puede obser-
var de forma directa en el mercado, a partir de estos instrumentos y
mediante un proceso de iteracién se calculan los puntos de la cur-
va més representativos. Este proceso tiene como objetivo calcular el
cada uno de los puntos de la curva por medio de sus puntos ante-
riores y el instrumento de mercado correspondiente. Por tanto al ser
un proceso iterativo con historia la curva es consistente y permite
valorar los productos de mercado con los que se ha construido. Este
proceso se denomina BOOTSTRAPING. En caso de curvas de tipos
de tipo genérico, para financiacién interbancaria, el proceso es di-
recto, mientras que para el caso de tener emisores como gobiernos o
institucionales de cierto tamafio se usa un bootstraping iterativo que

requiere de la calibracién de la curva en cada paso.
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10.3.1. Notacion.

Para proceder a la construccién de las curvas hay que definir
ciertos elementos con los que se va a estar trabajando de forma con-

tinua.

= P (0,%): es el factor de descuento desde hoy ¢ = 0, hasta
t=1.

R (0,t): es el tipo simple que va desde ¢t = 0, hasta t = ¢.

)= - -
(0.2) 1+ R, (0,t) -t

= R(0,%): es el tipo continuo que va desde ¢t = 0, hasta t = t.

P(0,t) = e tROH

F5 (0,t, s): es el tipo forward simple que inicia en ¢ y finaliza

en s
F5(0,t,5)

| | |
| [ [
0 t s

o Si se conocen los factores de descuento hasta ty hasta s

entonces:

P(0,t) Fs(0,t,s)

/7N

)
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= F(0,t,s): esel tipo forward continuo que inicia en ¢ y finaliza

ens

| |
[ [ [

0 t s

o Si se conocen los factores de descuento hasta ty hasta s

entonces:

P(0,t) F(0,t,s)

)
)

P(0,s)

Ss-0-F0ts) _ P(0.1)
P(0,s)

= R, (0,1): Tipo cupdn cero en su forma Simple.
= R, (0,1): Tipo cupén cero en su forma Compuesta.

= %R (0,t): Tipo cupdn cero en su forma Continua.

10.3.2. Bootstraping (I): Depo + Swap.

Para construir esta curva se va a partir de dos tipos de intrumen-
tos bdsicos, los depdsitos para el tramo corto de la curva (hasta un
afio) y los IRS para el tramo largo de la curva.

De los depésitos se pueden obtener de forma directa los factores
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de descuento como:

1
(1 + R (Oati) : %)

P(0,t;) =

A partir del afio se debe usar el dato de los IRS a A afos.:

1-5,- -3 P(0,iA) - FA,
SpFA, +1

P(0,nA) =

Donde:
Sr: Es el tipo Swap (tipo fijo) a n afios.

P(0,iA) i ={1,...,n — 1}: Son los factores de descuento ante-

riores desde 1 an — 1.
FA;: Esla fraccion de afio que hay entre cada uno de los ¢ pagos.

Esto proviene de una equivalencia financiera que se hace sobre cada
uno de los tramos de la curva, supongamos que se quiere calcular
una curva con DEPO y SWAP a 3 afios, se parte de los siguientes

datos:

| T | Prod. | BASE | Tipo | P(0,t
ID | DE | ACT/360 | Riq || P
IW | DE | ACT/360 | Ryy || P
M DE | ACT/360 | Rypf || P
3M DE | ACT/360 | Raps || P
6M | DE | ACT/360 | Rgps || P (0,6m
P
P
P

~—

12M | DE | ACT/360 | Ryy
2Y | IRS | 30/360 | Soy
3Y | IRS | 30/360 | Ssy
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Para la contruccién de la curva se empieza por los tipos a corto

que por ser tipo depdsito son ya tipos cupon cero.

Rig

/ N
|
l

|

[

Ox_ _~1d
P(0,1d)

1

P0,1d) = ——+
( ) 1—|—R1d37150

1
P(0,1w) = —
1+ leﬁ
De esta forma se puede generalizar para el resto de depdsitos:

1

1"’Rig(so

P(0,t;)

Con esto el cuadro anterior queda como:
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| T | Tipo | P(0,t)

1
ID | Ry || P(O,1d) ———
1+}§1dﬁ
IW | Rip || PO, 1) ————
o | PO
1
M | Ry || P(0,1m) ——u—
sl IR ey
1
3M | Ryn | P(0,3m) ——
il I W Y
1
6M | Rors || P(0,6m) ——0
il R ey
1
I2M | Ry || P(0,1y) —————
1+ Ry "G
2Y | Say || P(0,2y)
3Y | S, || P(0,3y)

Para la parte del SWAP, lo primero es establecer el esquema

de pagos de la pata fija, y equilibrarlo por medio de los descuentos,

suponiendo que se invierte hoy 100 % del nominal y que se recupera

a vencimiento el 100 %, Como el swap es un instrumento que a su

firma en condiciones de mercado su valor es cero, ambas patas estdn

equilibradas, y por tanto se puede establecer que:

Say - FA1 Say - FAg
| FA; T FAq |
1 | |
0 P(0,1y ly 2y
100 % 100 %
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100% = P (0, 1y) (Sgy . FAl) + P (0, 2y) (100% + Soy - FAQ)

En esta expresion se conoce todo menos el factor de descuento
P (0,2y), que se puede despejar de la siguiente manera (note que
100 % = 1):

1—P(0,1y) (S2y - FA1)
(14 Soy - FA9)

P(0,2y) =

Como puede observarse el valor de P (0, 2y ), depende de P (0, 1y ),
que a su vez se ha calculado en un paso anterior a partir del Depo a
12 meses.

En el caso del calculo de P (0, 3y), el factor de descuento a 3
afios, que se calcula a partir del descuento a dos afios y del tipo
SWAP a 3.

Szy - FA1 S3y - FAg S3y - FA3

FAg | FA3 |
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100% = P(0,1y) (Ssy - FA1) +
+P(0,2y) (S3y - FA2) +
+P (0,3y) (100 % + Ssy - FA3)

Despejando:

1 — Ssy [P (0,1y) - FA; + P (0,2y) - FAg)
1+ S3y - FA3

P(0,3y) =

O de otra manera mas compacta:

2
1—Sgy - P(0,iy) - FA,

P(0,3y) = =1
(0,3v) 1+ Say - FA3

Si el plazo de la curva es a n afios entonces de forma general:

n—1
1= Sny - Y _P(0,iy) FA;
=1

P(0,ny) = 145,y FA

Habitualmente se suele sustituir la parte iy por ¢A dejando la

expresion como inicialmente se expreso:
n—1
1—S,-) P(0,iA)-FA,

=1
P (0,nd) = S.FA, + 1

En el siguiente ejemplo se va a calcular con Excel la curva:
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’ ‘ Fechas ‘ T ‘ Tipos ‘ B ‘ FA; ‘ P(0,t;) ‘
29/07/15 | Hoy 1,0000
29/08/15 | 1M | 2,295 0,086 0,9980

£ ] 29/09/15 | 2M | 2,395 2 | 0,172 0,9959
\g 29/10/15 | 3M | 2,450 *SQ 0,256 0,9938
2 | 29/01/16 | 6M | 2,545 K 0,511 0,9872
29/04/16 | 9M | 2,600 0,764 0,9805
29/07/16 | 12M | 2,695 1,017 | 1,000 | 0,9733
29/07/17 | 2A | 2,900 1,000 | 0,9444
29/07/18 | 3A | 2,998 1,000 | 0,9151
29/07/19 | 4A | 3,100 1,000 | 0,8848
A, | 29/07/20 | 5A | 3,180 | o 1,000 | 0,8546
(%i 29/07/21 | 6A | 3,250 %ﬁ 1,000 | 0,8246
29/07/22 | TA | 3,350 1,000 | 0,7927
29/07/23 | 8A | 3,399 1,000 | 0,7637
29/07/24 | 9A | 3,480 1,000 | 0,7325
29/07/25 | 10A | 3,550 1,000 | 0,7022

10.3.2.1. Curva Precios expresada como Curva Cupén Cero

La curva de precios, esto es, expresada en su forma de facto-
res de descuento, tiene ciertas ventajas, si bien para otros usos es
mas conveniente expresarla en su forma equivalente de tipos cupén
cero. Para ello es necesario tener muy en cuenta el hecho de que
los descuentos en una zona de la curva se han calculado como des-
cuentos simples y en otro tramo se han calculado como descuento
compuesto.

Para ello en la zona corta de la curva de precios se usa la expre-

sion de descuento racional simple:
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1
P(0,t) =
(0,2) 1+ R (0,t) - FAg_

En la zona larga de la curva de precios se usa la expresion de

descuento racional compuesto:

1
(14 R, (0, )0

P(0,t) =

Una de las decisiones que queda pendiente es la base en la que
se van a medir los tiempos de las fracciones de afio para la obtencién
de la curva cupdn cero, si bien se puede elegir aquella que se ajuste
mds al tipo de operativa de la entidad o a los productos que se desean
revaluar, si no se indica otra cosa, resulta habitual seleccionar la

convencion de base Act/365
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’ ‘ Fechas ‘ P(0,t;) ‘ FA ‘
29/07/15 | 1,0000
29/08/15 | 0,9980 | 0,0849
29/09/15 | 0,9959 | 0,1699
29/10/15 | 0,9938 | 0,2521
29/01/16 | 0,9872 | 0,5041
29/04/16 | 0,9805 | 0,7534
29/07/16 | 0,9733 1,0027
29/07/17 | 0,9444 | 2,0027
29/07/18 | 0,9151 3,0027
29/07/19 | 0,8848 | 4,0027
29/07/20 | 0,8546 | 5,0055
29/07/21 | 0,8246 | 6,0055
29/07/22 | 0,7927 | 7,0055
29/07/23 | 0,7637 | 8,0055
29/07/24 | 0,7325 | 9,0082
29/07/25 | 0,7022 | 10,008

Depdsito

SWAP

Caso Simple:

1 1
S 7ti - -1
R (0.4s) = g2 — <P(O,tl-) >

Caso compuesto:

me (07 ti) =

Por tanto:

M.O.F 233 I. Pernas



10.3. CALCULO DE CURVAS.

’ ‘ Fechas ‘ P(0,t;) ‘ FA(_y; ‘ ‘ R (%) ‘
29/07/15 | 1,0000
29/08/15 | 0,9980 | 0,0849 2,3269
£ 1 29/09/15 | 0,9959 | 0,1699 o | 2,4283
\g 29/10/15 | 0,9938 | 0,2521 g 2,4840
A | 29/01/16 0,9872 | 0,5041 & 2,5803
29/04/16 | 0,9805 | 0,7534 2,6361
29/07/16 | 0,9733 | 1,0027 2,7324
29/07/17 | 0,9444 | 2,0027 2,8983
29/07/18 | 0,9151 | 3,0027 2,9998
29/07/19 | 0,8848 | 4,0027 3,1063
a | 29/07/20 | 0,8546 | 5,0055 % 3,1886
;Bi 29/07/21 | 0,8246 | 6,0055 g-' 3,2634
29/07/22 | 0,7927 | 7,0055 8 3,3726
29/07/23 | 0,7637 | 8,0055 3,4254
29/07/24 | 0,7325 | 9,0082 3,5154
29/07/25 | 0,7022 | 10,008 3,5951

La curva expresada como factores de descuento es posible con-
vertirla en otras formas, como tipos cupones cero en modo conti-
nuo, o en forma de tipos implicitos o tipos a plazo. Esta forma de
expresar la curva de precios resulta especialmente ttil cuando se
tienen que encontrar los tipos implicitos para el momento de deter-
minacién de los tipos que se fijardn para flujos futuros, claro que
es necesario tener en cuenta que para cada producto se tendrd que
expresar la curva de forma adecuada.

Es importante no perder nunca de vista los productos con los
que se creo la curva, ya que de otra manera se podria tener la tenta-
cioén de usar la curva como instrumento de trabajo en productos con

otras frecuencias de pago, incluso otras divisas, es por ello funda-

M.O.F 234 I. Pernas



10.3. CALCULO DE CURVAS.

mental, contar con la definicién o indicacién de los productos con

los que se ha construido, de modo que se evite este tipo de error,

ciertamente comun, y fuente de muchos quebraderos de cabeza en

algunas operaciones financieras.

10.3.3. Bootstraping (II): Depo + FRA + Swap.

En este caso se van a usar y a solapar los tres tipos de productos,

para el ejemplo se van a usar FRA de tres meses de duracion, pero al

igual que en el caso anterior, en el que los swap son de paso anual,

se podrian usar cualquier otro paso, semestral, etc.

P | T | B Tipo |

1D Riq
o 1W § Riw
A | M Q\ Riy
2M Ropr
3M Rspr
1x4 F1><4
2x5 o5
3x6 F3><6
< 4x7 § F4><7
% 5x8 | § | Fsxs
f
6x9 F6><9
7x10 F7><10
8x11 F8><11
9x12 F9><12
2Y | 8] S
IRS N
3Y o S3y
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Para el caso de los depdsitos el modo de resolverlo es exacta-

mente igual que en el caso anterior:

1
(14 Ry (0,t;) - 24

P (07 ti) =

Para el caso de los FRA se debe ir encadenando unos con otros,
asi para obtener el factor de descuento P (0, 5m), se obtiene a partir
del factor de descuento P (0,2m) y el FRAsx5.

P(0,3m)

Para el caso 1 x 4 esto es, para el descuento P (0,4m), si su-
ponemos un flujo C en el mes 4, el valor presente de este flujo C
debe ser el mismo si se descuenta por medio del factor de descuento
P (0,4m), que si primero se descuente por el tipo FFRAj x4, has-
ta el mes 1, y luego se vuelve a descontar pero ya al presente por

medio del facto de descuento P (0, 1m).
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P(0,1m) Fixa
| i | /11\ |
0 1m om 3m 4o
P(0,41)
Cym =C 1
sm T4 FRA149/360

1
1+ FRA1><490/360

C() = CgP (0, 1m) =P (0, lm)

Por otro lado:
Co =C -P(O,4m)

Igualando ambos:

1
1+ FRA1x49/360

P (0,4m) = P (0,1m)

Para el caso 2 x 5, esto es, para el descuento P (0,5m) y apli-

cando la misma légica que en el caso anterior:

P(02m) /FH\A
| /1_\ | | | |
x | | | | |
0 Im 2m 3m 4m 5m
P(0,5m)
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1

P0,5m) = P (0,2m) 4 m a0

Entonces para toda la serie:

= Tramo de depositos, hasta el 3 meses y a partir de ahi entran
los FRA:
1

P(0,t;) =
(0.8) (14 Ry (0,t;) - 24

= Tramo de FRA (desde 3M hasta el afio):
o P(0,4m):

1

P (0,4m) = P (0,1m) 5 T FRA 0

o P(0,5m):

1

P (0,5m) = P (0,2m) 15 FRAp.390300

(e]

P (0,6m):

1

P (0, 6m) =P (O’ 3m) 1+ FRA3><690/360

o P(0,7m):

1

P (0,7m) = P (0,4m) ¢ FRAs 930

o P(0,8m):

1

P (0,8m) = P (0,5m) ¢ FRAs 90300
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o P(0,9m):

1
1+ FRAgx999/360

P(0,9m) = P (0,6m)

o P (0,10m):

1
1+ FRA7 1090/360

P (0,10m) = P (0,7m)

o P(0,11m):

1
1+ FRAgx1199/360

P (0,11m) = P (0,8m)

o P(0,12m):

1
1+ FRAgy 1290/360

P (0,12m) = P (0,9m)

= Para el tramos de SWAP es el mismo caso que antes:

n—1
1—S,-Y P(0,iA)-FA,
=1
S,.FA, +1

P(0,nA) =

Sea el siguiente ejemplo de productos cotizados:

| | Fechas | T |Tipos| B |  Fa | P(0,1) |
o 01/08/15 Hoy 1,0000
'\g 01/09/15 M 2,295 0,086 0,9980
E 01/10/15 2M 2,395 0,169 0,9960
01/11/15 3M 2,450 0,256 0,9938
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|| Fechas | T |Tipos| B |  Fa | P(0,1) |
01/12/15 | 1x4 | 2,545 0,339 09916
01/01/16 | 2x5 | 2,600 0,425 0,9894
01/02/16 | 3x6 | 2,646 0,511 09871
o Lovosne | 4x7 | 2601 0,592 0,9849
2 [ 01/04/16 | 5x8 | 2,737 0,678 0,9826
01/05/16 | 6x9 | 2,783 0,761 0,9803
01/06/16 | 7x 10 | 2,829 0,847 0.9779
01/07/16 | 8 x 11 | 2,874 0,931 0,9755
01/08/16 | 9 x 12 | 2,920 1,017 | 1,000 | 0,9730
01/08/17 | 2A | 2,900 1,000 | 0,9444
01/08/18 | 3A | 2,998 1,000 | 09151
01/08/19 | 4A | 3,100 1,000 | 0,8848
~ | 010820 | 5A | 3,180 1,000 | 0,8546
S (o021 | 6A | 3250 | 30/s60 1,000 | 0,8246
7 [owosm2 | 7a | 3350 1,000 | 07927
01/08/23 | 8A | 3399 1,000 | 07637
01/08/24 | 9A | 3480 1,000 | 0,7325
01/08/25 | 10A | 3,550 1,000 | 0,7022

Si la expresamos en forma de curva cupén cero como en el caso

anterior:
| | Fechas [ T | FA; | P(0,t) | R(0,2) |
o | 01/08/15 | Hoy - 1,0000 -
Z [01/09/15 | 1M | 0,0849 | 09980 | 2,3269
§ 01/10/15 | 2M | 0,1671 | 0,9960 | 2,4283
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’ ‘ Fechas ‘ T ‘ FA; ‘ P(0,t;) ‘ R (0,1) ‘
01/11/15 3M 0,2521 0,9938 2,4840
01/12/15 | 1 x4 0,3342 0,9916 2,5197
01/01/16 | 2 x5 0,4192 0,9894 2,5597
01/02/16 | 3 x6 0,5041 0,9871 2,5918
01/03/16 | 4 x7 0,5836 0,9849 2,6187

é 01/04/16 | 5x8 | 0,6685 0,9826 2,6511
01/05/16 | 6 x9 | 0,7507 | 0,9803 2,6794
01/06/16 | 7 x 10 | 0,8356 | 09779 2,7072
01/07/16 | 8 x 11 | 09178 | 0,9755 2,7365
01/08/16 | 9 x 12 | 1,0027 | 0,9730 2,7650
01/08/17 2A 2,0027 | 0,9444 2,8978
01/08/18 3A 3,0027 | 09151 2,9995
01/08/19 4A 4,0027 | 0,8848 3,1060

A, | 01/08/20 5A 5,0055 0,8546 3,1884

§ 01/08/21 6A 6,0055 0,8246 3,2632

01/08/22 TA 7,0055 0,7927 3,3724
01/08/23 8A 8,0055 0,7637 3,4252
01/08/24 9A 9,0082 | 0,7325 3,5153
01/08/25 10A 10,0082 | 0,7022 3,5950

10.3.4. Ejemplos de curvas en mercado.

Proveedores de informacién como Bloomberg suministran da-
tos de curvas de mercado (nunca de entidad, salvo que se configure
de forma privada la misma), por ejemplo a continuacién se mues-
tra la curva EONIA, y la curva FRA 6M (compuesta por tipos FRA
cotizados), la primera vale como curva mds o menos aceptable para
descontar, mientras que la segunda puede valer para estimar los ti-
pos a plazo de productos cuya cadencia de pago sea justamente cada

6 meses.
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<HELP> para explicacidén
96<Go> to Save As Another Name

9]) Acciones 92 Reiterar 93 Cambiar modo
Por defect
20 Configuracién  20) Curva Stripped 22 Andlisis forward 23 Horizonte de curva
Liquidacidn 11/05/2014 Método interp  Smooth Forward (Cont)

Vto/Pago Tipo de mercado Tipo Spot] D Fuente q
11/06/2014 -0.03500 -0.03500 1.000001|Tipo de efectivo
11/12/2014 -0.01800 -0.01800 1.000004|Swap Rate
11/19/2014 -0.01300 -0.01300 1.000005(Swap Rate
12/05/2014 0.00400 0.00400 0.999997|Swap Rate H
01/05/2015 -0.00400 -0.00400 1.000007|Swap Rate
02/05/2015 -0.01400 -0.01400 1.000036Swap Rate
03/05/2015 -0.01600 -0.01600 1.000053|Swap Rate
04/07/2015 -0.01400 -0.01400 1.000060|Swap Rate
05/05/2015 -0.02100 -0.02100 1.000106(Swap Rate
06/05/2015 -0.02500 -0.02500 1.000147|Swap Rate
07/06/2015 -0.03000 -0.03000 1.000203|Swap Rate
08/05/2015 -0.03600 -0.03600 1.000273(Swap Rate
09/07/2015 -0.03900 -0.03900 1.000332|Swap Rate
10/05/2015 -0.04300 -0.04300 1.000399|Swap Rate
11/05/2015 -0.04500 -0.04500 1.000456|Swap Rate
05/05/2016 -0.04900 -0.04900 1.000745|Swap Rate
11/07/2016 -0.04200 -0.04200 1.000856|Swap Rate =}

Tipo efective ACT/360 Tipos Swap ACT/360, &

Australia 6T 2 5777 B600 brozil SSIT 3045 4500 Europe 44 20 7330 7500 Germany 45 €9 9204 1210 Hong Kong 852 2577 G000
Jopan 81 3 3201 8900 Singapore 65 6212 1000 1 212 318 2000 Copyright 2014 Bloomberg Finance
SN 161858 CET GMT+1:00 H216-857-1 04-Nov-2014 00:31:28

<HELP> para explicacién
96<Go> to Save As Another Name
91) Acciones 92 Reiterar 93 Cambiar modo

20 Configuracién 20 Curva Stripped 22 Andlisis forward 23 Horizonte de curva
Liquidacidn 11/05/2014 Método interp  Smooth Forward (Cont)
Intervalo o] Plazo I G | Hasta M Crv forward
[Fecha Tipo Spot]  Tipo forward]  Spet no DC[&
11/05/2014 0.1890
05/05/2015 0.1901 0.1910 0.1901
11/05/2015 0.1927 0.2160 0.19274
05/05/2016 0.2013 0.2659 0.2013
11/07/2016 0.2191 0.3260 0.2190
05/05/2017 0.2406 0.4075 0.2405
11/06/2017 0.2701 0.5166 0.2701
05/07/2018 0.3059 0.6413 0.3060 o 2010 202¢ 2020
11/05/2018 0.3491 0.7756 0.3494] Plazo
05/06/2019 03973 0.9141 0.3978 . Fwd DC - Fwd no DC) (pb)
11/05/2019 0.4508 1.0548| 04515
05/05/2020 05068 1.2064) 05079
11/05/2020 0.5675 1.3669) 0.5689
05/05/2021 06297 15233 0.6316
11/05/2021 0.6961 1.6714) 0.6985
05/05/2022 0.7619 1.6102] 0.7643
11/07/2022 0.8308 1.9363] 0.8343
YT YEYER E— e o
'-l‘;po Spot 3007360, & Tipo forward  ACT/360

Australia 61 2 9777 B600 Brazil SSIT 3045 4500 Europe 33 20 7330 7500 Gernany 49 69 9203 1210 Hong Kong 852 2977 6000
Japan 81 3 3201 8900 ngapore 65 6212 1000 212 318 Copyright 2014 Bloomberg Fil L
&5 TeTe50 G GHTeiTdn HBleosee-1 BaNevozbid Ba:45 00

En detalle y puesto que se van a usar en los siguientes apartados
en los que se muestran los ejemplos de uso de las curvas para la
revaluacién de productos financieros, se muestran las curvas del eu-

ro y del ddlar. Para poder realizar estimaciones sobre productos de
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Vto/Pago | Descuento H Vto/Pago | Descuento

06/11/14 | 0,999998
12/11/14 | 0,999983 06/11/17 | 0,971391
19/11/14 | 0,999966 05/11/18 | 0,948936
26/11/14 | 0,999949 05/11/19 | 0,924606
05/12/14 | 0,999923 05/11/21 | 0,872701
05/01/15 | 0,999839 05/11/24 | 0,795333
05/02/15 | 0,999754 05/11/26 | 0,744885
05/03/15 | 0,999673 05/11/29 | 0,674835
07/04/15 | 0,999575 06/11/34 | 0,572628
05/05/15 | 0,999487 07/11/39 | 0,488908
05/08/15 | 0,99903 07/11/44 | 0,418939
05/11/15 | 0,998158 05/11/54 | 0,313187
05/05/16 | 0,994773 05/11/64 | 0,241230
07/11/16 | 0,988955

Cuadro 10.8: Curva OIS - Act/360 - Fecha Curva 05/11/2014

frecuencia de pago de 6 meses, se incluyen las curvas de mercado,

también para el euro y el ddlar, pero de FRA.

10.3.5. Aplicacion de la Curva.

En este apartado se va a usar la curva de tipos Forward a 6M del
cuadro 10.9 para estimacion, mientras que se va a usar la curva OIS

como curva de financiacién o descuento del cuadro 10.8.

10.3.5.1. Descripcion del producto.

Suponga un bono de cupones semestrales y de cuantia variable,
cuantia que paga el Libor sobre el délar a 6M mds un Spread de
45 puntos basicos (0,45 %). El nominal del bono son $50 000. Si
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Fecha FWD || Fecha FWD
05/11/14 | 0,2391% || 05/11/29 | 3,5421 %
05/05/15 | 0,4076% || 07/05/30 | 3,5354 %
05/11/15 | 0,8540% || 05/11/30 | 3,5277 %
05/05/16 | 1,3376% || 06/05/31 | 3,5198 %
07/11/16 | 1,8268% || 05/11/31 | 3,5106 %
05/05/17 | 2,2097% || 05/05/32 | 3,5012 %
06/11/17 | 2,4604% || 05/11/32 | 3,4904 %
08/05/18 | 2,6284% || 05/05/33 | 3,4800%
05/11/18 | 2,7799% || 07/11/33 | 3,4674%
07/05/19 | 2,8958% || 05/05/34 | 3,4555%
05/11/19 | 2,9794% || 06/11/34 | 3,4420 %
05/05/20 | 3,0887% || 08/05/35 | 3,4294 %
05/11/20 | 32112% || 05/11/35 | 3,4174 %
05/05/21 | 3,2523% || 06/05/36 | 3,4060 %
05/11/21 | 32179% | 05/11/36 | 3,3948 %
05/05/22 | 3,2377% || 05/05/37 | 3,3851 %
07/11/22 | 3,3207% || 05/11/37 | 3,3750%
05/05/23 | 3,3824% || 05/05/38 | 3.3665%
06/11/23 | 3,4131% || 05/11/38 | 3.3577%
07/05/24 | 3,4591% || 05/05/39 | 3,3507 %
05/11/24 | 3,5150% || 07/11/39 | 3,3429 %
06/05/25 | 3,5217% || 08/05/40 | 3,3356 %
05/11/25 | 3,4806% || 05/11/40 | 3,3280 %
05/05/26 | 3,4663% || 07/05/41 | 3,3202%
05/11/26 | 3,4871% || 05/11/41 | 3,3119%
05/05/27 | 3,5115% || 06/05/42 | 3,3039 %
05/11/27 | 3,5291% || 05/11/42 | 3,2949%
05/05/28 | 3,5417% || 05/05/43 | 3,2865%
06/11/28 | 3,5473% || 05/11/43 | 32771 %
08/05/29 | 3,5473% || 05/05/44 | 3,2684 %

Cuadro 10.9: Curva FRA% - A¢t/360 - Fecha Curva 05/11/2014
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Vto/Pago | Descuento Tipo (CC)
06/11/14 | 1,000001 | -0,0359935 %
12/11/14 | 1,000003 | -0,0154274 %
19/11/14 | 1,000005 | -0,0128563 %
05/12/14 | 0,999997 | 0,0036001 %
05/01/15 1,000007 | -0,0041999 %
05/02/15 1,000036 | -0,0143987 %
05/03/15 | 1,000053 | -0,0158983 %
07/04/15 1,00006 -0,0142091 %
05/05/15 | 1,000101 | -0,0201969 %
05/06/15 | 1,000135 | -0,0231386 %
06/07/15 | 1,000182 | -0,0271806 %
05/08/15 | 1,000273 | -0,0363884 %
07/09/15 | 1,000332 | -0,0395618 %
05/10/15 1,000399 | -0,0435091 %
05/11/15 1,000456 | -0,0455792 %
05/05/16 | 1,000745 | -0,0496359 %
07/11/16 | 1,000856 | -0,0426541 %
05/05/17 | 1,000545 | -0,0217917 %
06/11/17 | 1,000213 | -0,0070924 %
05/11/18 | 0,997525 | 0,0619709 %
05/11/19 | 0,992837 | 0,1438790 %
05/11/20 0,98477 0,2561135 %
05/11/21 | 0973554 | 0,3836195 %
07/11/22 | 0,958907 | 0,5255269 %
06/11/23 | 0,942956 | 0,6545499 %
05/11/24 | 0,924996 | 0,7827059 %
05/11/25 | 0,906879 | 0,8925620 %
05/11/26 | 0,886945 1,0047836 %
05/11/29 0,82802 1,2660674 %
06/11/34 | 0,737424 1,5344026 %

Cuadro 10.10: Curva EONIA - Ac¢t/360 - Fecha Curva 05/11/2014

M.O.F.
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Fecha FWD || Fecha FWD
05/11/14 | 0,1890% || 05/11/29 | 2,4654 %
05/05/15 | 0,1910% || 06/05/30 | 24785 %
05/11/15 | 0,2160% || 05/11/30 | 2,4849 %
05/05/16 | 0,2659% || 05/05/31 | 2,4857 %
07/11/16 | 0,3260% || 05/11/31 | 2,4799 %
05/05/17 | 0,4075% || 05/05/32 | 2,4682 %
06/11/17 | 0,5166% || 05/11/32 | 2,4499 %
07/05/18 | 0,6413% || 05/05/33 | 2,4260 %
05/11/18 | 0,7756% || 07/11/33 | 2.3950%
06/05/19 | 0,9141% || 05/05/34 | 2,3591 %
05/11/19 | 1,0546% || 06/11/34 | 2,3175%
05/05/20 | 1,2064% || 07/05/35 | 2,2784 %
05/11/20 | 1,3669% || 05/11/35 | 2,2428 %
05/05/21 | 1,5233% || 05/05/36 | 2,2107 %
05/11/21 | 1,6714% { 05/11/36 | 2,1818 %
05/05/22 | 1,8102% || 05/05/37 | 2,1568 %
07/11/22 | 1,9363% || 05/11/37 | 2,1350 %
05/05/23 | 2,0417% || 05/05/38 | 2,1171%
06/11/23 | 2,1262% || 05/11/38 | 2,1022%
06/05/24 | 2,1809% || 05/05/39 | 2,0914 %
05/11/24 | 2,2140% || 07/11/39 | 2,0831 %
05/05/25 | 2,2685% || 07/05/40 | 2,0768 %
05/11/25 | 2,3419% || 05/11/40 | 2,0715%
05/05/26 | 2,3861% || 06/05/41 | 2,0675%
05/11/26 | 2,3953% || 05/11/41 | 2,0643 %
05/05/27 | 2,4003% || 05/05/42 | 2,0627 %
05/11/27 | 2,4078% || 05/11/42 | 2,0618 %
05/05/28 | 2,4185% || 05/05/43 | 2,0624 %
06/11/28 | 2,4317% || 05/11/43 | 2,0639%
07/05/29 | 2,4481% || 05/05/44 | 2,0669 %

Cuadro 10.11: Curva FRAS,, - Act/360 - Fecha Curva 05/11/2014
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la fecha de emision es el dia 02 Agosto de 2015 y hoy es 05 de
Noviembre de 2014, se quiere calcular el valor del bono hoy. El
bono se emite el 02 de Agosto de 2015 y vence el 02 de Febrero
de 2020, esto es, dura 4 afios y medio. Para el cdlculo de tiempos y
fracciones de afio tome la base Act/360.

Las condiciones y datos para el cdlculo parten de que se dispone
a dia de hoy, 05 de Noviembre de 2014 de una curva de tipos For-
ward (implicitos) a 6M en la tabla 10.9, y para descontar se puede
suponer que la posicion se fondea en ddlares y se refinancia de for-
ma diaria al tipo OIS, por lo que para el descuento se puede usar la
curva de factores de descuento en OIS, de la tabla 10.8.

Con esto el bono queda con el siguiente esquema de flujos:

E1+ST £z+ST £3+8T £4+ST £s+ST £e+ST £7+ST £s+ST £9+STN

| | | | | | | | |

I I I I I I I [ I

|

N

10.3.5.2. Solucion al valor.

Se va a suponer que se puede hacer una valoracién estdtica a
partir de la estimacion de los flujos futuros. Para ello se toma la cur-
va de tipos Forward que llamamos FWD (0, t), esta curva se expresa
en las unidades que son necesarias, puesto que para poder estimar

cada uno de los flujos se debe resolver la siguiente expresion:

fi=(Li+s)FAi_1 9N

Tanto el spread s, como el nominal NV, como el tiempo entre pa-
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gos en fraccion de afio FA(;_1 ;), son datos conocidos o calculables,
si bien el tipo Libor a 6M calculado en el momento ¢, es desconoci-
do pero se puede calcular a partir de la curva FWD (0, ¢).

Antes de calcular estos tipos £; de la curva FWD (0, ¢), es pre-
ciso componer la tabla en la que fijar el resto de datos, en el que lo

primero es calcular las fechas de pago:

|| Fecha | Dias | Act/360 |

N° | 02/08/15 FA
1 | 02/02/16 | 184 0,51
2 | 02/08/16 | 182 0,51
3 | 02/02/17 | 184 0,51
4 | 02/08/17 | 181 0,50
5 | 02/02/18 | 184 0,51
6 | 02/08/18 | 181 0,50
7 | 02/02/19 | 184 0,51
8 | 02/08/19 | 181 0,50
9 | 02/02/20 | 184 0,51

Para generar las fechas se ha usado la funcién de excel FE-
CHA.MES, afiadiendo a la fecha de hoy seis meses, en principio
habria que ajustar aquellos dias que cae en fin de semana o en festi-
vo, pero para este ejemplo, no se tendrd en cuenta.

Con este calendario se puede obtener la diferencia de dias y
puesto que se ha indicado en el producto que la base es Act/360, se di-
vide por 360. También se podria usar la funcién de Excel FRAC.ANO
con la opcién para Act/360.

Para la parte de interpolacién se toma la curva del cuadro 10.9 y
se aplica para cada fecha, esto es, para el caso de la fecha 02/02/16

se busca el intervalo en la curva, se pueden calcular los dias hasta
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cada una de las fechas para simplificar el proceso de interpolacién:

’ Fecha ‘ Tipo ‘ Dias ‘
05/11/15 | 0,8540% | 365
02/02/16 m 454
05/05/16 | 1,3376 % | 547

Con estos datos se pasa a interpolar:

F-F

r o= (rz—rl)iFZ_Fl—FTl
454 — 365
= (1 — 4 —_— 4
(1,3376 % — 0,8540 %) 547_454+0,85 0%
= 1,0905%

Cuando esto se realiza sobre cada uno de los puntos* la tabla de

datos puede incluir los campos de tipo implicito a partir de la curva:

’ ‘ Fecha ‘ Dias ‘ Act/360 ‘ FWD ‘ F+S ‘

N° | 02/08/15 FA

1 | 02/02/16 | 184 0,51 1,0905 % | 1,5405 %
2 | 02/08/16 | 182 0,51 1,5717% | 2,0217 %
3 | 02/02/17 | 184 0,51 2,0129% | 2,4629 %
4 | 02/08/17 | 181 0,50 2,3303% | 2,7803 %
5 | 02/02/18 | 184 0,51 2,5412% | 2,9912 %
6 | 02/08/18 | 181 0,50 | 2,7004 % | 3,1504 %
7 | 02/02/19 | 184 0,51 2,8363 % | 3,2863 %
8 | 02/08/19 | 181 0,50 | 2,9358% | 3,3858 %
9 | 02/02/20 | 184 0,51 3,0328 % | 3,4828 %

“Hay macros gratuitas que permiten automatizar este tipo de operaciones en
Excel. No hay que hacerlo a mano, la parte de programacién en Excel permite
justo automatizar estos procesos.
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Con estos datos se puede calcular el flujo en cada uno de las

fechas:
’ ‘ Fecha ‘ Dias ‘ Act/360 ‘ FWD ‘ F+S ‘ fi N ‘
N° | 02/08/15 FA -50.000
1 | 02/02/16 | 184 0,51 1,0905% | 1,5405% | 394 0
2 | 02/08/16 | 182 0,51 1,5717% | 2,0217% | 511 0
3 | 02/02/17 | 184 0,51 2,0129% | 2,4629 % | 629 0
4 | 02/08/17 | 181 0,50 | 2,3303% | 2,7803% | 699 0
5 | 02/02/18 | 184 0,51 | 2,5412% | 2,9912% | 764 0
6 | 02/08/18 | 181 0,50 | 2,7004 % | 3,1504 % | 792 0
7 | 02/02/19 | 184 0,51 | 2,8363% | 3,2863% | 840 0
8 | 02/08/19 | 181 0,50 | 2,9358% | 3,3858% | 851 0
9 | 02/02/20 | 184 0,51 3,0328% | 3,4828 % | 890 | 50.000
Simplificando el cuadro:
’ ‘ Fecha ‘ i ‘
Ne° | 02/08/15 | -50.000
1 | 02/02/16 394
2 | 02/08/16 511
3 | 02/02/17 629
4 | 02/08/17 699
5 | 02/02/18 764
6 | 02/08/18 792
7 | 02/02/19 840
8 | 02/08/19 851
9 | 02/02/20 | 50.890
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Queda traer estos flujos a valor presente para ello es necesario
interpolar las fechas en la curva de factores de descuento del cuadro
10.8. Como la curva estd expresada en forma de factores de des-
cuento es necesario aplicar interpolacién exponencial.

Para el caso de la fecha 02/02/16 se busca el intervalo en la
curva, se pueden calcular los dias hasta cada una de las fechas para

simplificar el proceso de interpolacién:

Fecha ‘ P(0,t) ‘ Dias ‘
05/11/15 | 0,998158 | 365
02/02/16 777 454
05/05/16 | 0,994773 | 547

Con estos datos se pasa a interpolar:

F—F-

1
ro \ f2—F1
r ="
1

454—365

0,994773 \ 547365
0,998158
= 0,996501261

= 0,998158 (

Aplicando esto mismo al resto de las fechas y multiplicando el
flujo f;, por el correspondiente factor de descuento, se obtiene el

flujo en valor presente, y queda el cuadro:
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[ Rena [ i POO [0
Ne° | 02/08/15 | -50.000 | 1,000000 -50.000
1 02/02/16 394 | 0,996501 392
2 | 02/08/16 511 | 0,991985 507
3 | 02/02/17 629 | 0,984728 620
4 | 02/08/17 699 | 0,975993 682
5 | 02/02/18 764 | 0,965914 738
6 | 02/08/18 792 | 0,954746 756
7 02/02/19 840 | 0,942945 792
8 | 02/08/19 851 | 0,930878 792
9 | 02/02/20 | 50.890 | 0,918125 46.723
Totales: | 52.003 | -50.000 |

Por ello el valor hoy es de $2 003, o en tanto por ciento 52003/50 000 =
104,01 %.

10.3.6. Bootstraping (III): Caso CCC Gobierno.

En ciertos casos, es necesario disponer de curvas cupones cero,
provenientes de una serie de instrumentos de renta fija como bonos
de estados soberanos, o bonos de compaiias. Para poder obtener
este tipo de curvas, primero se debe evaluar si el emisor dispone
de instrumentos liquidos, y estos estan distribuidos de forma 16gica
seglin vencimiento. Esta situacién es a la que tienden los estados
soberanos y las grandes empresas, ya que una distribuciéon cohe-
rente de las emisiones en vencimientos diferentes, refleja una cierta
estrategia de financiacién y escala las liquidaciones sin ofrecer con-
centracion, lo que redunda en una mayor capacidad de hacer frente
a los pagos que conlleva dicha financiacién.

El problema de disponer de una curva que contemple el riesgo
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de una economia local (Pais) o de una gran empresa privada (Enti-
dades Financieras generalmente supranacionales), se puede resolver
mediante la construccidn sintética de una curva cupdn cero, o en su
forma de factores de descuento. Como materia prima de construc-
cion de esta curva, es necesario considerar los instrumentos afectos
a riesgo (crédito), emitidos por el pais o por la empresa, esto es,
aquellas obligaciones en curso, y los instrumentos financieros - de
corto plazo - cuyo subyacente sea una de las obligaciones en curso,
por ejemplo, REPOS.

Letra

N

Bono fe(Cit) /= CCCyoy = Py

Repo Emision

Por tanto se puede definir un proceso por medio del cual obtener
una curva de tipos implicita, que ajuste el precio de los instrumentos
emitidos por el pais/empresa bajo estudio. Esto es, con los instru-
mentos en curso se calibra una curva que podra usarse para calcular
el precio de otra emisién, y que valora exactamente aquellas que
se usan para componer la curva. Esto hace que la curva no resulte
arbitrable frente a mercado, y permite evaluar si el precio de cierta
emisién del mismo emisor difiere del tedrico, con os que se puede
tratar de explicar esta diferencia en base al descuento de riesgo extra
que se incluya en el riesgo, como riesgo de liquidez de la emision,
sobre-demanda, etc.

El proceso a seguir para obtener la curva se basa en:

1. Seleccionar aquellas emisiones representativas, esto es, con

cierta liquidez en el mercado que garantiza un precio no ses-
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gado. Cuantas més mejor, ya que asi se contemplaran un ma-
yor nimero de escenarios posibles y la curva resultante los

recogera.

2. Buscar emisiones de cupones fijos para evitar la necesidad de

obtencién de tipos implicitos con los que valorar la emision.

3. Con las emisiones seleccionadas se tratard de identificar de

forma directa un factor de descuento:

a) Para el caso de los Repos o de Letras: El factor de des-
cuento es directo.

TL

FAL |
|

P, 100 %

Py
100 %

FDp =

a) Para el caso de Bonos:
1) De cupones Fijos: No es directamente posible debi-
do a la existencia de pagos intermedios (cupones).

2) Bonos Cupones Cero: Aplica el caso de las letras

para un plazo superior (Capitalizacién Compuesta).
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Para ver el proceso de calculo témese en consideracion las siguientes
emisiones para cierto paifs:

’ Tipo ‘ Vto. ‘ Cup6n ‘ Precio

Letra | 3,, — 98,78 %
Letra | 9,, - 96,09 %
Letra | 12, — 94,50 %
Bono | 32,, | 7% | 103,08%

El cupén del bono a 32, se cobra dentro de 8,,, 20,,, y el dltimo,
junto con el nominal dentro de 32,,.

Una vez se dispone de toda esta informacidn, se descartan aque-
Ilas emisiones con cupones intermedios, cuyo vencimiento es infe-
rior a un afio, y con el resto se anotan los flujos en un calendario a lo
largo del tiempo con lo que se puede identificar aquellas emisiones,
como letras y repos. Estas emisiones “al tir6n”, reflejan un precio
cierto de descuento, por lo que es posible determinar un factor de
descuento directo, dato que anotamos.

Por tanto se tiene la siguiente tabla de liquidaciones.

am 6m am 9m 12m 20m 32m
025y 050y 067y 075y 1,00y 167y 2867y
100,00%
100,00%
100,00%
7.00% | 7.00% 107.00%)|
[Factor Descliento: | 0,987800] | [0,060900] 0,945000] | |

Donde se han obtenido de forma directa los valores de los factores de

descuento en las fechas de pago de las letras de la expresion F Dy =
Py
100% "

Una vez obenidos los factores de descuento se puede expresar
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el dato en forma de tipo de interés (cupdén cero) por medio de la

1
1 \Fa
Z=|— -1

expresion:

Con los factores de descuento es posible obtener los tipos cupén zero:
Plazo 3am 6m 8m 9m 2m  20m  3m
FA 025y 050y 067y 075y 100y 167y 267y
| PxHoy Flujo Finandiero

lLetra1 [ 98,78%| 100,00%

letra2 | ©6,00% 100,00%

lLetrad | 94,50% 100,00%

[Bona 1| 103,08% 7,00% | 7.00% 107,00%

[Factor Desetiento: [ 0.987800] [ [0,960900[ 0,945000] [ |

¥
[Tipo GCC: [ 5.03% | [ 546%[ 582%] | |

Al realizar el cdlculo de los tipos cupones cero, aparecen plazos
intermedios que se pueden calcular, ya que al existir datos en los
extremos se puede usar la expresion de interpolacion lineal en tipos
para llegar a los mismos>:

(FA; — FAj)

re = (2 = ") Fa, — 7y

+ 7

Con los tipos cupdn cero interpolados, es posible obtener su fac-
tor de descuento de forma directa:

1

Recuerde el lector que se debe interpolar de forma lineal en tipos y de forma
exponencial en factores de descuento.
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Se interpola para obtener los tipos intermedios:

Plazo 3m Bm 8m 9m 12m 20m 32m
FA 025y 050y OBFy 075y 1,00y 167y 267y
Puboy R
Letra1 | ©8,78%| 100,00%
letra2 | 95,09% 100,00%
Letrad | 94,50%) 100,00%
Bono 1 | 103,08%) 7.00% | 7.00% 107.00%
[Factor Descuiento: | 0,987800] [ [0,960900] 0,945000] [ |
+
[Tipo CCC: | 503%] 525%] 539%| 546% 582%| [ ]
W A

Con los tipos cupdn cero se extraen los factores de descuento:

Plazo am 6m 8m gm 12m 20m 32m
FA 025y 050 067y 075 100y 167y 267y
PxHoy _Flujo Financiero

Letrad | 98,78%| 100,00%

Letra2 | 96,08% 100,00%

Letra3 | 94,50% 100,00%

Bono 1 | 103,08%) 7.00% | 7.00% 107,00%

[Ezclor Descuento: | 0,987800] 0,874753] 0,965605] 0,860800] 0,945000] [ |
v 4 ¥

[Tipo CCC: | 503%] 525%] 539%| 546% 582% [ |
w7 7

Ahora queda determinar el tramo de curva desde los 12 meses
a los 32, pero como no existen intrumentos tipo cupén cero para
estos plazos, se debe calibrar la curva de tal manera que el factor de
descuento a 20 meses (F'Dag,y,) y el de 32 meses (F Dsayy,), sean
aquellos que valoren el precio del bono segtin mercado, esto es que
den un precio de 103,08 %, para ello se debe tener en cuenta que el

valor del bono es la suma del valor presente de sus flujos de caja:

n—1
Pp3=> CiFD;+ FDy(100% + Cy)
i=1
Donde:
FD,: Es desconocido.
C;: Es conocido 7 %.
Pps: Es conocido 103,8 %.
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FD;: Son conocidos, menos F'D,,_1, que debe ser estimado.

Por tanto se puede despejar F'D,, de la expresién anterior como:

rp. _ Ps = S0 GiFD;
" (100 % + C;)

Para explicar el la estimaciéon de F'D,,_1, se parte de que este

(10.3)

factor de descuento es necesario para descontar el cupén intermedio
del bono, y para ello lo que se supone es que la curva es plana, por
lo que para 20,,,, se asume (de momento) que el tipo cupén cero es
el mismo que con 12,,. Esto es un punto de partida (semilla) para

poder llegar a calibrar la curva.

Asumiendo que en 20 meses el tipo es el mismo que a los 12 meses,
y fijando que el F'D,, viene de la expresién 10.3, se puede llegar a
obtener el tipo a 32 meses:

Plazo 3m 6m 8m 9m 12m 20m 32m
FA 025y 050y O6Fy 075y 1,00y 167y 267y
PxHoy FaERae

Letral | 98,78%| 100,00%

Letra 2 96,09% 100,00%

Letra3 | 94,50% 100,00%

Bono 1 | 103,08% 7.00% 7.00% 107,00%

360033
4 4
[Tipo €CC: | 508%[ 526%| 580%| 546% 582%] 582%] [6.28%|

rp, — P =T GFD;
(100% + C3)

Aplicando que al tener el tipo a 12,,, y el tipo a 32,, (este dltimo
pendiente de calibrar), el tipo a 20,, se podria calcular por medio
de interpolacién lineal. Si se realiza este célculo, el resultado no
coincide con el tipo estimado. Es en este momento cuando comienza
la parte iterativa del Bootstraping. Se debe cambiar el dato para el

tipo a 20,,, hasta que coincida con el dato interpolado.
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Interpolando para 20,,,, con los datos de 12,,, y de 32,,, se itera hasta
que coincide el tipo a calibrar (en rojo) con el tipo interpolado (en
verde):

Plazo 3m Bm 8m gm 12m 20m 32m
FA 025y 050y 067y 075y 100y 167y 267y
i by o TG

98,78%]| 100,00%

96,09% 100,00%

94,50% 100,00%
| 103,08%| 7.00% 7,00% 107,00%

[FGtor Descuentor | 0987800 0,974753] 0,965605] 0,960900] 0,845000] 0,806976] 0,848525|

[Tipo €CC: | 503% 525%] 509%] b546%] 582%] 6033% 635%|

CCC [5.82% | 6.00%| 6,10% 6.03%
plerp. 6.01% |  6.03%| 604%  6,03%

Con este valor para el dato a 20,,, también se ha calibrado el ti-
po a 32,,,, de tal manera que este tltimo tipo cupdn cero, y todos los
anteriores de la curva, valoran acertadamente cada uno de las letras
y el bono propuesto para todos sus flujos. Extendiendo esta meto-
dologia de forma sistematica, segtin se van incluyendo diferentes
instrumentos, la curva cupén cero ajustard de forma mds acertada

y precisa el riesgo del emisor, bien sea un gobierno, bien sea un

emisor privado.
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Capitulo 1 1

Estadistica Descriptiva.

11.1. Variables y Distribuciéon de Frecuencias.

El primer problema que aborda la estadistica descriptiva, consis-
te en la descripcién de los datos a partir de su informacidn relevante,
esto es, la obtencion de resimenes de la informacién que contienen
los datos. Por otro se busca explicar el comportamiento que relacio-

na dos o mds conjuntos de datos, también llamados muestras.

11.2. El modelo estadistico.

El modelo estadistico mas frecuente es aquel que descompone
los valores de la muestra como suma de dos valores, uno sistematico

y otro puramente aleatorio.

Y=u+p

Donde u es la parte sistemadtica, determinista y previsible, y u
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es la parte estocdstica no determinista, que recoge todos los factores
y variables no contemplados en el modelo. Este modelo representa
un modelo estético, ya que supone que u estd completamente deter-
minado. Lo habitual es que u sea variable con el tiempo, por tanto
sea funcién de otro nimero indeterminado de variables tanto obser-
vables como no observables. Por tanto el modelo estadistico busca
ser una aproximacion a la realidad.

El proceso estadistico, parte de una recopilacién de muestras,

célculo de resimenes de la muestra y subsiguientes andlisis.

11.3. Variable estadistica.

La estadistica descriptiva busca estudiar los datos, a través de
una serie de resimenes que sintetizan la informacién de la muestra.
Se pueden distinguir ciertos tipos de variables:
Cualitativas ~ Describen atributos o cualidades
Variables o Discretas  Valores enteros
Cuantitativas

Continuas Valores en un intervalo

La presentaciéon de datos cualitativos, viene asociada con sus

frecuencias de aparicion

Precio de un Bono en un afio
Cualidad N° Repeticiones | Frec. relativa
Dias de Subida de precio 200 54,8 %
Dias de Bajada de precio 100 27,4 %
Dias que repite el precio 65 17,8 %
365 100,0 %

Cuadro 11.1: Datos Cualitativos
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Una forma muy usada de representar estas frecuencias son los
histogramas. Este tipo de grafico muestra en formato de barras ver-
ticales, los intervalos o clases (eje de abscisas), y en el eje de orde-

nadas la altura de la barra indica la frecuencia relativa.

Impagos préstamos por afio de concesion
Aio ‘ Impagos ‘ Frecuencia relativa
1999 40 44.44 %

2000 26 28.89 %
2001 14 15.56 %
2002 6 6.67 %
2003 3 333%
2004 0 0.00 %
2005 1 1.11 %

Cuadro 11.2: Datos Histograma

50,00%

A500% 1

40,00% -

3B00% 1--

3000% 1--

2500% 1--

2000% 1--

1800% 1--1 [ |

10,00% {--

500% -

000%
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2008

Cuadro 11.3: Histograma

La representacién en modo de histograma permite obtener mu-
cha informacién de la muestra por simple observacién, como se

muestra en la figura 11.3.
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11.4. Medidas de tendencia central.

11.4.1. Media.

E (X)

Dado un conjunto de datos {z; ...z}, se define como media

aritmética como:

T =

izi (11.1)
i=1

En caso de que se tengan valores por categorias, o agrupados en

S|

intervalos, la media se debe redefinir como:

T=) wifi (11.2)
=1

Donde:
xi: Es el punto medio del intervalo.

fi: Esla frecuencia relativa de las ocurrencias que incluye el inter-

valo.

Ejemplo 45. Dado el siguiente esquema de valores obtenga su me-
dia aritmética.
{7,55 4,34 5,53 5,79 4,37 5,54 5,6 1,87 6,92 2,34}

La media viene de aplicar su formula:
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1
79 (7:55+4,34 45,53 4 5,79 44,37+

45,54 45,6+ 1,87+ 6,92 + 2,34) =
— 4,985

8
I

11.4.1.1. Anualizar rentabilidades:

Si se toman las rentabilidades logaritmicas, se puede anulaizar
la rentabilidad media diaria, multiplicando esta por el niimero de

dias que tiene un afio en bolsa (250 - 252).

Ry = Nsesiones'E [Rd] = 252§d

Es sencillo ver la razén a partir de la definicién de rendimiento

logaritmico para un afio es:

P,
Ry = hl <_PO>

El rendimiento medio diario es:

_ 1 & P,
Rd = g Elln <P
1=

7
i—1

_ 1 P Py
= n[ln<P0>+ln<Pl>+
Pn—l Pn
4] 1
- n<Pn—2) * n<Pn—1)]

Desarrollando los logaritmos:
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nﬁd = ll’l(Pl) —hl(PQ) +1n(P2) - ln(Pl) + -

o4 In (Pooy) +In(P,) —In (Po_y)

Los términos se eliminan y entonces:

nRy = In(P,)—In(R)
_ P,
nRy = In <) =Ry

Por tanto:

R, = nRy

Si hay 252 sesiones en un afio entonces n = 252.

11.4.2. Media ponderada.

La media ponderada usa ciertos pesos para dar mas o menos

importancia a los datos de la muestra. Dados unos dato {x; ...z}

con unos pesos {wy . .. wy }:

(11.3)

Un ejemplo es el precio medio de cotizacién VWAP! es el pre-

cio medio de las operaciones en mercado, ponderado por el volumen

transado.

"Volumen-Weighted Average Price
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Ejemplo 46. Dada la siguiente tabla de transacciones obtenga el

precio VWAP.
En este caso la el precio medio que se obtiene es 9.86, mientras

que el medio ponderado 9.58.

’ Px ‘Volumen

10 1000
10.2 500
9.5 5000
10.1 200
9.5 5000

11.4.3. Media geométrica.

Dados unos datos {7 ...z, } se define media geométrica como:

(11.4)

Es interesante una de las propiedades de la media geométrica,
relativa a que el logaritmo de la media geométrica es la media arit-

mética de los logaritmos de los valores de la variable, esto es:
1 n
In(zy) = ~ ;lﬂ (1)
1=

11.4.4. Mediana y Moda.

La mediana es el valor z; de la muestra X = {z;...z,} tal
que, ordenados los {z1 ...x,}, el 50 % de los datos es mayor que
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x;y €l 50 % es menor que x;, esto hace que la mediana sea el valor
central de la muestra.

La moda es el valor mas frecuente de la muestra.

11.4.5. Relacion entre las medidas de medias.

La informacién que recoge cada una de las medias tiene un ca-
racter diferente, asi la media resulta muy sensible a valores extre-
mos, 0 a observaciones atipicas, pero la mediana no se ve afectada
por este tipo de datos, al usar menos informacién de la muestra. En
el caso de la versién geométrica de la media, sélo tiene sentido en
el caso de que todos los valores sean positivos, ya que si existe un
nimero impar de elementos negativos, el resultado seria un nimero

complejo, y si existe al menos un cero la media geométrica da cero.

11.5. Medidas de Localizacion: Cuantiles.

Existen ciertos valores de una muestra de datos que tienen cierta
informacién relativa a la localizacién de todo el conjunto de datos,
estos son los cuantiles.

Si se ordena una muestra de datos, se pueden extraer ciertos
valores que dividen el conjunto de observaciones en partes iguales,
asi los cuantiles son los valores que dividen la muestra en intervalos
que contienen el mismo nimero de observaciones.

Cuando el tamafo de la muestra es suficiente, se pueden obtener

los siguientes cuantiles:

= Cuartiles: Son aquellos tres valores que dividen la muestra en

cuatro partes.
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= Deciles: Son los nueve valores que dividen la muestra en diez

partes.

= Percentiles: Son los noventa y nueve valores que dividen la

muestra en cien conjuntos de datos.

La idea para obtener estos cuantiles de cierta muestra de datos es la
misma idea que para obtener la mediana, ya que esta misma medida,
es a su vez el cuantil de menor orden, aquel que divide la muestra

en dos.

1. Caso de datos no agrupados o en clases:

a) Obtencidn de los cuartiles:

1) Se ordena la muestra de los datos.

2) Se localizan aquellos los cuartiles que son los va-
lores que ocupan las posiciones determinadas por:
Qn =*faconk =1,2,3

b) Obtencidn de deciles:

1) Se ordena la muestra de datos.

2) Se localizan aquellos los cuartiles que son los va-
lores que ocupan las posiciones determinadas por:
Qn =*/1oconk =1,...,9

c) Obtencidn de los percentiles:

1) Se ordena la muestra de datos.

2) Se localizan aquellos los cuartiles que son los va-
lores que ocupan las posiciones determinadas por:
n="*n/to0conk =1,...,99

2. Caso de datos agrupados en clases o intervalos.
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a) Cuartiles:

1) Se localiza la clase ¢ donde se encuentra el valor
mads cercano a F,, = kn/4con k = 1,2,3, en la

tabla de frecuencias acumuladas.

2) Se obtiene el cuartil de la expresion:

L; Limite Inferior intervalo.
kn
2 —F F;—1 Freq. Acumulada.
Qj=Lit"———ai{ | .
fi fi Frecuencia de clase.
a; Rango del intervalo.

b) Deciles:

1) Se localiza la clase ¢ donde se encuentra el valor
mds cercano a F,, = kn/ioconk =1,...,9,enla

tabla de frecuencias acumuladas.

2) Se obtiene el decil de la expresion:

L; Limite Inferior intervalo.
Qi = Lit % —F1 F;_1 Freq. Acumulada.
g — T Uy
fi fi Frecuencia de clase.

a; Rango del intervalo.

¢) Percentiles:

1) Se localiza la clase 7 donde se encuentra el valor
mas cercano a F,, = k2/ioocon k = 1,...,99, en

la tabla de frecuencias acumuladas.

2) Se obtiene el percentil de la expresion:
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L; Limite Inferior intervalo.
kn
= — F F; 1 Freq. Acumulada.
Qj _ Lz+ 100 i—1 a i—1 q
fi fi Frecuencia de clase.
a; Rango del intervalo.
Ejemplo.
’ Clase ‘ fi | F; ‘
(50,60) 8 | 8
(60,70) 10 | 18
(70, 80) 16 | 34

(80,90) | 14 | 48
(90,100) | 10 | 58
(100,110) | 5 | 63
(110,120) | 2 | 65
N 65

Con estos datos se pueden calcular unos cuantos cuantiles:

1. Primer Cuartil F; = % = 16,25 por tanto @)1 = 60 +
H.2-810 = 68,25

2. Primer decil: Fy = 1365 = 6,5 por tanto D; = 50+ %3210 =
58,12.

3. Percentil 35: F35 = 3%55 = 22,75 por tanto P35 = 70 +
21810 = 72,97.
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11.6. Medidas de dispersion.

11.6.1. Rango.

Se define rango como la diferencia entre el valor maximo y mi-
nimo de la muestra. Da cierta idea inicial a la hora de comparar dos
muestras de datos de un mismo experimento. Por ejemplo los rango
de los datos del IBEX35 para cierto dia dado el maximo 10758,1 y
el minimo 10632,0 seria de 126,1 puntos de indice. Comparar ran-
gos de muestras homogéneas, por ejemplo, comparar los rangos del
Ibex 35 entre sesiones puede dar una idea del recorrido que hay en
los datos. El problema del rango es que se ve muy afectado por va-
lores demasiado altos o bajos, por lo que el rango de la muestra es

una medida muy poco robusta.

11.6.2. Varianza.

La varianza es un promedio de las distancias a la media de la
muestra, para que estas distancias no se anulen, se elevan al cuadra-

do obteniendo un valor positivo.

V(X)=E(X?) -E(X)

V(z) = lZ(g;ﬁfﬁ (11.5)

=1

Su versioén en el caso de disponer de una muestra agrupada en

clases junto con sus respectivas frecuencias seria:

Vi)=Y (i —7)f; (11.6)
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11.6.2.1. Desviacion tipica.

Debido a que las unidades de la varianza son el cuadrado de la
unidad en la que se expresan los elementos de la muestra, resulta
mds conveniente expresar la muestra, su media y una medida de
dispersion sobre esta media, en las mismas unidades.

Por ello se define desviacion tipica como la raiz cuadrada de la

varianza:

s=VV = ;;(aci—x)Q (11.7)

La informacién que aporta a desviacién tipica resume lo dis-
persos que estdn los valores de la muestra con respecto a la media.
Ademas, si se toman de forma conjunta la media y la desviacidn ti-
pica, se puede precisar que entre la media y +m veces la desviacién
tipica se tienen un porcentaje de observaciones que viene dado por
la desigualdad de T'chebychev:

100 (1_12) %
m

Por lo tanto, si una muestra tiene como media 10 000 y una des-
viacion tipica de 200, para un intervalo de 4 desviaciones tipicas se

tendra un numero de observaciones no inferior a:

1
100 <1 — 42) % = 93,75 %
Siendo el rango de datos:
93,75 %
e
1 1 x
9200 10000 10800
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11.6.2.2. Volatilidad

Es la desviacion estdndar de las rentabilidades de un activo fi-
nanciero. Es necesario disponer de las rentabilidades diarias, y luego
obtener su media y su desviacion tipica.

Si los rendimientos se calculan bajo su forma logaritmica la dis-
tribucién de los mismos es Normal (sigue una distribucién Normal).

La volatilidad es la primera medicién del riesgo de una inver-
sién.

Si se parte de rendimientos diarios, se obtiene volatilidad diaria,
para obtener volatilidad a otros plazos, y asumiendo Normalidad en

los rendimientos se puede llegar a que:

Vol,, = Vol gV N

Note el lector que en un mes hay 20 sesiones de bolsa, y en un
afio (segun sea el convenio) hay 250, 252, 255, etc., si bien se suele
tomar 252 como dias de un afio bursatil para anualizar la volatilidad

diaria.

11.6.3. Coeficiente de variacion.

Se define coeficiente de variacién como:

cv =2 (11.8)
xr

Es un promedio de la dispersién relativo al valor Z, que indica

el error promedio con respecto a la cantidad medida.

M.O.F 275 I. Pernas



11.6. MEDIDAS DE DISPERSION.

11.6.4. Ratio de Sharpe

Se trata del cociente de la rentabilidad a la que se le ha restado
el tipo libre de riesgo y la volatilidad de un activo financiero. Sirve
para poder comparar activos con distintos perfiles de riesgo.

Indica el diferencial de rentabilidad obtenido sobre el activo li-
bre de riesgo por unidad de riesgo asumido. Otra forma de interpre-
tarlo, es la cantidad de riesgo que hay que asumir para incrementar
la rentabilidad.

TSharpe = —— (11.9)

E[R]: Es la esperanza de los rendimientos del activo, po ejem-

plo rendimiento anualizado.
Ry: Es el rendimiento del activo libre de riesgo.
o: Es la volatilidad al horizonte de los rendimientos.

En caso de tener dos inversiones, teniendo cada una de ellas un ren-
dimiento E [R;] y disponiendo de un activo libre de reisgo de refe-
rencia Ry, la inversion con el ratio de Sharpe mds alto proporciona
mayor retorno para un mismo nivel de riesgo.

Si se pinta rentabilidad ajustada por la tasa libre de riesgo frente
a volatilidad, entonces el ratio de Sharpe es la pendiente entre el
punto y el origen. Asi, a mayor pendiente (Ratio de Sharpe mds
alto) se obtiene una mayor rentabilidad asumiendo el mismo riesgo

que para una inversién con menor ratio de Sharpe.
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S1

S2

Rentabilidad

Volatilidad

Figura 11.1: Sharp Como Pendiente.

11.7. Momentos de orden superior.

11.7.1. Asimetria y curtosis

La varianza es un momen-

to de segundo orden que mide

la dispersion con respecto a la \
media. Se pueden definir mo- \
mentos de orden superior (ter- ot \

cer y cuarto orden) que resu-

. Figura 11.2: Asimetria
men otras caracteristicas de los

datos de la muestra.

El momento de tercer orden es la asimetria, que indica el grado
de asimetria que tiene la distribucidn de frecuencias en la muestra
(lo asimétrico que resulta su histograma).

El valor del coeficiente de asimetria puede ser positivo, negativo
o cero, en virtud a que estd elevado el numerador, a una potencia
impar que conserva el signo de la resta interna. Por tanto se pueden

distinguir tres posibles simetrias:

= Asimetria Negativa: hay un peso mayor de observaciones en
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valores bajos, por lo que la cola de la izquierda de la distribu-

cion de frecuencias es mas alta.

= Asimetria Positiva: hay un peso mayor de observaciones en
valores altos, por lo que la cola de la derecha de la distribu-

cién de frecuencias es mas alta.

m Asimetria Cero: La distribucidon de los valores de la muestra

resulta igual de probable a ambos lados de la media.

El momento de tercer orden es se define como:

Como este momento no es-
t4 en las mismas unidades que
los datos de la muestra se divi-
de por s® para dar un nimero
comparable en unidades. A este

ndmero se le conoce como co-

eficiente de asimetria: —

Figura 11.3: Curtosis

n o =\3
As = Zi:l (1’; .Z')
ns
(11.10)

El momento de cuarto orden o curtosis, mide el apuntamiento
de la distribucién de frecuencias de los valores de la muestra, esto
es, el grado de concentracion de los valores en cuanto a posibilidad
de ocurrencia.

El momento de cuarto orden se define como:
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Como este momento no estd en las mismas unidades que los da-
tos de la muestra se divide por s* para dar un nimero comparable en

unidades. A este nimero se le conoce como coeficiente de curtosis:

D iy (@ — @4

nst

Cu= -3 (11.11)

La cutosis de la distribucion de los datos de diferentes mues-
tras, sirve para comparar dos distribuciones con la misma varianza
o desviacion tipica, y mide la concentracion de valores extremos, o
el apuntamiento, de la serie.

Véase el siguiente ejemplo:

Dada la siguiente tabla con los valores de cierta muestra. Se pide
que calcule los momentos de segundo orden (Varianza/Desviacién
tipica), el momento de tercer orden (coeficiente de asimetria), y el

momento de cuarto orden (curtosis).

| X | @-9?] @-2° | (@-2)"]
2 4 -8 16
4 0 0 0
8 16 64 256
2 4 -8 16
T = s=245 | As=082 | Cu= -1
S2 =
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11.8. Varias variables.

Cuando se dispone de conjuntos de datos de varias variables,
como por ejemplo, las cotizaciones del oro y de la plata, se dispone
de restimenes que permiten entender si existe relacién entre dichas
variables, y el grado de la misma.

De esta manera se entenderd que dos variables estdn relaciona-
das si varian de forma conjunta. La forma de variacién puede ser
de forma directa, esto es si una crece la otra también, o de forma
inversa, si una crece, la otra decrece.

Se entiende covarianza y correlacién, como medidas de o coefi-
cientes que indican el grado de relacién entre las variaciones de las
variables. Cuantifican el grado en el que ambas variables varian de
forma lineal conjuntamente.

Para medir de forma grafica esta posible relacién se pintan los

datos en diagramas de dispersion.
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vt sy ...: . .'..' 1 KN
; 2 .'a-. . ! 2 3 ; » o1 :{'.'.c"l 2 3
S e- :1- .'. . .-.o. Sqe
(a) Incorrelado (b) Poca Relacion
j eotd’ - :" i .z
”l“ c'.:‘ : . \P ,
3 2 .!..-‘-o: * .1 2 3 3 2 1 b :1:.;. 1 2 3
'. . 1 H o.’"" * .
(c) Relacion Positiva (d) Relacion Negativa
Figura 11.4: Tipos de co-relacidn.
Se define covarianza como:
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
1 n
Cov(X,Y) = nz;(xi:w (v —7) (11.12)
1=
Se define correlacion como:
Cov(X,Y
o SVXY) (11.13)
040y

Este coeficiente de correlacion o de Pearson, es un valor acotado
en el intervalo [—1, +1].

Notese que existen ciertas apreciaciones que deben tenerse muy
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en cuenta:

= La correlacion no es una medida de proporcion, esto es, r =

75 % no indica que haya un 75 % de varianza comun.

= No es necesario que las variables = e y estén en las mismas
unidades, esto es, puede ser PIB frente a produccién de COo,
o rendimiento del petréleo frente a nimero de fletes de bar-

cos, etc.

= No indica medida de fuerza, esto es, un coeficiente de corre-
lacién del 70 % no indica que se tenga el doble de relacién

que si se tiene una correlacién del 35 %.

= La correlacién pone de manifiesto la posibilidad de cierta re-
lacion entre dos variables, si bien, no debe interpretarse como
demostracion de la existencia de causalidad entre ambas va-
riables, esto es, no demuestra que una variable sea causa de la

otra.

Por otro lado, resulta ventajoso disponer de una medida que indique,
de forma simple cuantas variaciones en una muestra explican las
variaciones en la otra, esto se obtiene por medio del coeficiente de
determinacion.

Asi, se define coeficiente de determinacion como:

Coef. de Determinacién = 2 (11.14)

Asfi si para un par de muestras (z, y), se dispone de un r = 60 %,
entonces 12 = 36 %, esto indica que s6lo 36 de cada 100 variaciones

entre los datos de = se expican por variaciones en .
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0.151

0.1 o

0.05

-0.05

Figura 11.5: Ejemplo Relacién Log-rendimientos Ibex35 y EuroS-
toxx 50

11.9. Riesgo y Cartera.

Dados los estadisticos anterires siempre se pueden aplicar a un
instrumento financiero, como puede ser una accién, de tal manera
que podamos ecrar cual es su log-rendimiento medio anualizado, el
riesgo asociado por medio de la desviacion tipica o volatilidad anua-
lizada, pero el problema surge cuando se tiene més de una accidn.

Como el objeto de este manual es servir de introduccién a las
matematicas financieras, se acota el problema a tener tnicamente
dos acciones en cartera, puesto que la versiéon mds general complica
con rudimentos matematicos una idea muy simple:

LA INTRODUCCION DE NUEVOS INSTRUMENTOS EN CARTE-
RA HACE QUE SE REDUZCA EL RIESGO: DIVERSIFICAR ES BUENO.

Veamos el porqué.

Para ello es necesario definir el problema, asi pues, se tendra una
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cartera formada por unas cantidades N4 y N a precios de mercado
S4y Sp dedosacciones Ay B. Por tanto se tiene unEfectivo total
de Soc = S4-Nao+ Sp-Np.

Los pesos de las acciones serdn:

. _ SaNa
WA WA= TINS5 NE

. _ SpNp
WB: WB = Sy Na+55Np

Pesos

Por otro lado conocemos el rendimiento medio anualizado de

cada activo:

.. A _ _ _
Rendimiento > Cartera: To = wATA + WBTR
B

Y conocemos su volatilidad anualizada

Volatilidad
OB

Por tanto interesa conocer el rendimiento medio anualizado de

la cartera:

Xo = E(wAmA—i-waB)
= E(waA)—i—E(wBa:B)
= wqsE (XA> + wpE (xB)

= WATA + WBTRB

(X = waTa +wpTs| (11.15)
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La varianza (volatilidad al cuadrado) de la cartera vendra como:

U%IW%U%+M%U%+2[WAWB] [OAUB] [PAB] (11.16)

La ecuacidn anterior tiene la siguiente demostracién:

Varianza de una cartera de dos intrumentos: Se debe

tener en cuenta la siguiente expresion:

VX+Y) = B[(X+Y)] - ®IX+Y))’

[\

E
= E[X’+Y?+2XY] - [E(X)+E(Y)
E (X?) +E(Y?) +2E(XY) +

—E(X)’-E(Y)*-2E(X)E(Y)
= V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

Por tanto como p4p es un nimero acotado, se puede elegir el
conjunto de activos de tal manera que la inclusién del nuevo activo
disminuye la volatilidad de la cartera.

En clase discutiremos las razones mds tangibles de porqué ocu-

rre esto.

Ejemplo 47. Suponga una cartera compuesta por dos instrumen-
tos de los que se tiene unos pesos de wy = 20%, wp = 80%,
rendimientos anualizados de T4 = 12%, T = 23 %, volatilidad
anualizada de o 4 = 20 %, o = 40 % y finalmente una correlacion
de pap = 50%, el rendimiento de la cartera y su riesgo es:

Rendimiento segiin la expresion 11.15:
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To=20% x 12% + 80 % x 23 %

To = 20,80 %

Volatilidad de la cartera segiin la expresion 11.16:

(waoa)? (WBKB)2
0% = (20% x 20%)%+ (80 % x 40 %)> +

4+ 2x50% x20% x 80 % x 20 % x 40 %
~— = =~ =~

PAB wA wpB TA oB

oc =34,18%

Segtin la cantidad de activo A y de activo B, para un mismo
valor de correlacién p 4, se tienen diferentes puntos de rentabilidad
y riesgo, esto es, si se varia la cantidad w 4, como wp = 100 %—w 4,

se tienen pares (T¢, 0¢) que se pueden pintar.

22%

18%

16%

Rendimiento de la cartera Xc

14%

12% [~

15% 20% 25% 30% 35% 40%
Riesgo Cartera oc

Figura 11.6: Rentabilidad y Riesgo para una cartera.
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Si se varia la correlacién, por ejemplo para tres valores (p = —50 %, p = 0%,

se obtienen diferentes curvas.

p(-50%) -
=== p(0%)
—= p(+50%)

22%

20%

18%

= 16%

Rendimiento de la cartera Xc

14%

12%

Riesgo Cartera oc

Figura 11.7: Rentabilidad y Riesgo para una cartera diferente corre-
lacién.

Con una correlaciéon menor se puede obtener una cartera con
menos riesgo que con una misma proporcion de activos con una
mayor correlacion, por ello se trata de buscar activos que bajo una
rentabilidad parecida, tengan una correlacién baja o negativa, que
asegura carteras con rendimiento similar pero con riesgo menor.

Entonces, dada una correlacién calculada (suponga que con su-
ficientes datos histdricos) entre dos activos, aparece la cuestién na-
tural de calcular la proporcién 6ptima entre los diferentes elemen-
tos de la cartera que ofrecen una méxima rentabilidad, asumiendo
el menor riesgo posible.

Anteriormente se ha relacionado la rentabilidad y el riesgo de la
cartera por medio del ratio de Sharpe (expresion 11.9), y aquella in-
vesion que tenga un mayor ratio de Sharpe serd la mejor en relacién

a larentabilidad y el riesgo. Ademas se indic6 que el ratio se Sharpe
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es una pendiente, por tanto se debe buscar aquella relacion de ratio

de Sharpe maxima, o lo que es lo mismo la mdxima pendiente. Este

concepto traducido a las figuras 11.6 y 11.7, consiste en encontrar

la linea tangente de maxima pendiente desde el origen.

20% 25% 30% 35% 40%
Riesgo Cartera oc

15%

Figura 11.8: Tangente a la curva de Ratio de Sharpe.

|

. To — Rtlr
ax
oc
Para ello se debe encontrar el punto de minimo riesgo, esto es

Decir lo anterior es lo mismo que decir que se debe maximizar
max {rg,} =m

el ratio de Sharpe de la inversion:

minimizar el denominador. Al minimizar el denominador se tendra

un valor para el peso de uno de los activos que nos lleva al punto

de minimo riesgo, en este caso y con la relacién con el otro peso, se

obtiene la cartera Optima.

I. Pernas
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0
min{oc} — ﬁ =0
) doc
min{oc} — s 0

Ademads se debe recordar que:

wp=1—wy

Derivando y operando se llega a que:

2
0p — PABOAORB

wa = p~ +BU2 — (11.17)
A B PABOACRB

2
04— PABOAOB
wp = p +A02 5 (11.18)
A B PABOACB

Este mismo concepto es extensible a miltiples activos. El pro-
blema de encontrar al cartera 6ptima en casi de multiples activos,
es sin duda un problema de dimensién superior, al entrar en juego
las matrices de correlacion entre los activos de la cartera, ademas
de que el problema crece en dificultad segiin crece el numero de ac-
tivos. Para resolver este problema, se usan métodos numéricos por
medio de seleccion de pesos de forma aleatoria y calcular el ratio de
Sharpe para estos valores, y repetir el proceso muchas veces hasta
dar con unas proporciones cuyo ratio de Sharpe sea suficientemente
alto. Existen otros métodos de reduccién de dimensiones del pro-

blema, pero exceden el 4&mbito y objetivo del presente escrito.
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11.10. Problemas.

Problema 47. Seleccione dos activos de los que pueda obtener al
menos dos afios de datos historicos sobre precios y calcule los esta-
disticos estudiados en este tema, sobre sus log-rentabilidades did-
rias.

Por otro lado, obtenga rendimiento anualizado medio y volati-

lidad anualizada de cada muestra.

Problema 48. Dado el Excel con los datos historicos de ciertas ac-
ciones, calcule los rendimientos diarios de cada uno de los valores,
y sobre estos datos, obtenga el rendimiento diario, la volatilidad
diaria, la anual, y el resto de medidas como asimetria y apunta-

miento.

Problema 49. Con los datos del archivo excel adjunto, y los datos
de los valores de volatilidad haced un grdfico donde se compare
rentabilidad diaria y volatilidad. ; Qué activos se comportan mejor?

¢ Cudles escogerias?

Problema 50. Un fondo de inversion da las siguientes rentabili-
dades continuas durante cinco meses consecutivos: -2 %, 3 %, 4 %
.1 %, 2 %. Calculad rentabilidad media y volatilidad del fondo, en
base a estos datos. Calculad las otras medidas de valor central y

riesgo que hemos estudiado.

Problema 51. Con los datos suministrados en Excel, calculad los
ratios de sharpe basados en los datos historicos, y representad grd-

ficamente los ctivos en base a su riesgo y rentabilidad. ;Cudles
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escogerias? (suponed que el tipo libre de riesgo es 1 % continuo

anual)

Problema 52. La rentabilidad media diaria de un activo es de
0.02 %. Calculad la rentabilidad mensual y anualizada, suponiendo
que esa rentabilidad media es continua y no-continua. Si invertimos

100 euros durante un ario, ;cudl es nuestra revalorizacion media?

Problema 53. Tenemos una cartera de 100 acciones de Acciona
compradas en 85 euros y de 800 acciones de BBVA compradas a
10,1 euros. La tabla siguiente nos da los valores que tenian estas
dos cotizaciones al final de cada uno de los nueve meses siguien-
tes. Aplicad base 100 para poder realizar una comparativa de la

evolucion. ;Qué valor ha subido (o caido) mds?
’ Acciona ‘ BBVA ‘

85,00 | 10,10
57,38 9,81
83,10 9,62
87,09 9,86
87,00 9,92
95,61 10,20
83,64 | 10,10
83,81 10,02
83,47 | 10,05
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Capitulo 1 2

Probabilidad, Variable
Aleatoria y Distribuciones de
Probabilidad.

12.1. Introduccién a la probabilidad.

En primer lugar, seria necesario argumentar porqué es necesario
el uso de la probabilidad como herramienta de modelizacién, sopor-
te, etc, dentro del entorno financiero si los participantes del mismo,
como actores racionales, tendrdn motivaciones y en virtud de estas
realizaran acciones basadas en dos racionales financieros, o ganar o
no perder (codicia y pédnico). Al ser un elemento asumido, que de
forma natural subyace al entendimiento de los mercados financie-
ros, no se suele argumentar que un activo en bolsa, cambia su valor
de forma aleatoria, si bien esta aleatoriedad viene como resultado

de la accién conjunta de los participantes del mercado, que toman
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sus decisiones racionales (o en menor nimero de veces, irraciona-
les) en virtud de su comprension de la informacién (asimétrica) que
reciben, y en momentos distintos del tiempo. Este tipo de compor-
tamiento, no es predecible, pues no lo son las decisiones humanas
segtin el entendimiento de la informacién y la motivacién de cada
cual. Por todo esto el comportamiento de los niveles de los instru-
mentos financieros queda dentro del mundo estocéstico, siendo esta
la raz6n mds natural complementar con la teoria de probabilidad y
de modelos el estudio de las mateméticas financieras.

Una forma de entender el término probabilidad es mediante la
asimilacion como el limite de la frecuencia de aparicion de cier-
to suceso. Cuando el experimento tiene la posibilidad de repetirse
muchas veces la ocurrencia de los sucesos del experimento ird con-
vergiendo a algo, un valor, una curva, etc. Suponga que tenemos una
moneda con cara y con cruz, si el experimento consiste en tirar la
moneda y apuntar el resultado, se puede ir llevando el censo de las
veces que aparece la cara o la cruz. La frecuencia de aparicién de
“cara” se calcula como el nimero de veces que aparece cara divi-
dido por el nimero de veces que se ha repetido el experimento, y
la frecuencia de aparicién de “cruz” se calcula como el nimero de
veces que aparece cruz dividido por el nimero de veces que se ha

repetido el experimento.
. Ncara
f cara —
Ntotal

. Neruz
Jeruz =
Ntotal

Niotal = MNecara + Neruz

Al principio, cuando el nimero de veces que se repite el ex-
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Frecuencia de Cara
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Repetiones del experimento

Figura 12.1: Experimento de la moneda: Cara y Cruz

perimento es bajo, no queda claro ver el valor al que tienden las
frecuencias relativas. Segin aumenta el nimero de observaciones
n — oo, las frecuencias relativas van tendiendo a valor limite en
torno al 0,5 (50 %). Esto lleva a pensar que la aparicién del evento
“cara” o “cruz” tiende a ocurrir con una probabilidad del 50 % en
ambos casos. De esta manera se estd asumiendo que la probabilidad
se puede definir como el valor limite de la frecuencia relativa de
cierto suceso siempre que el experimento se pueda repetir un niime-
ro suficiente de veces.

Observe ahora para el caso de sucesos dentro del &mbito finan-
ciero. Un suceso posible puede ser, “rentabilidad diaria de al menos
10 %”, se puede analizar este suceso para darle una frecuencia rela-
tiva y por tanto, en el limite una probabilidad.

Esta forma de definir la probabilidad tiene problemas asocia-
dos, si bien resulta intuitiva, y permite explicar ciertas exigencias

que deberia cumplir el concepto de “probabilidad”. Algunos de los
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problemas que tiene la definicién de probabilidad como limite de

frecuencia relativa podrian ser:

1. El sistema, todos los sistemas a estudio (piense en la bolsa)
cambia con el paso del tiempo, la velocidad de cambio de-
pende del sistema y de la informacion relevante, que es capaz
de absorber. Al cambiar el sistema lo hacen las frecuencias
relativas, y por tanto las probabilidades, haciendo que las me-

diciones anteriores carezcan de la misma validez.

2. No es posible hacer tantas repeticiones como resulta necesa-
rio, para asegurar que las frecuencias relativa llegan a conver-
ger a un valor cercano y estable a la probabilidad. Imagine
que se quiere calcular la probabilidad de que explote una cen-
tral nuclear. No parece razonable “probar o repetir” muchas
veces (0 ninguna) el experimento para determinar esta fre-

cuencia relativa.

Por ello es més conveniente definir la probabilidad como una suerte
de incertidumbre, con un valor que vendrad determinado por la fre-
cuencia relativa, en el caso de que el experimento se pueda repetir
tantas veces como sea necesario, y por otro tipo de informacion,
cuando no sea posible repetir el experimento el nimero de veces
deseado. Por otro lado, las propiedades que tiene que tener la pro-
babilidad vienen explicadas de considerar la probabilidad como un

limite de la frecuencia relativa de ocurrencia de cierto suceso.

12.1.1. Propiedades de la Probabilidad.

= La probabilidad de que ocurra un suceso C' resulta en un valor

entre 0 y 1, al igual que la frecuencia relativa de un suceso
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s6lo puede estar entre 0y 1.

0<P(C)<1 (12.1)

= Cuando se tiene absoluta certeza en la ocurrencia de un suce-
so K, la probabilidad de que ocurra K serd 1. P (K) =1

= Si dos sucesos son excluyentes, como en el caso del experi-
mento de la moneda, que ocurra el suceso de CARA [C] ex-
cluye totalmente la ocurrencia de CRUZ [X], la probabilidad
de que ocurra uno u otro, esto es la suma de las probabilida-
des. Si se asemeja al caso de la frecuencia relativa de caras y
cruces, al ser excluyentes, si del experimento se concluye que
la probabilidad de cara es del 40 %, es natural adelantar que
la probabilidad de cruz es del 60 %, porque la probabilidad de
cara o de cruz es el 100 %, siempre se obtendrd o uno u otro

de los resultados.

P(C+X)=P(C)+P(X)

= Si dos sucesos no son totalmente excluyentes, esto es que pue-
de ocurrir el suceso A y no el suceso B, o puede ocurrir el
suceso B pero no el suceso A, o puede ocurrir Ay B ala vez.

La probabilidad de A o B vendria como:
P(A+B)=P(A)+P(B)— P(AB)

o Razonamiento a partir de las frecuencias relativas: Si el

nimero de ocurrencias las entendemos como:

<& n 45t Nimero de veces que ocurre el suceso A pero
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noel B.

<& nzp: Nimero de veces que ocurre el suceso B pero
no el A.

< nap: Ndmero de veces que ocurre el suceso Ay el

<& Entonces:

> n4: Nimero de veces que ocurre el suceso A se

puede calcular como las veces que ha ocurrido
Ay B mds las veces que ha ocurrido A pero
noB.nA:nAB+nA§

np: Nimero de veces que ocurre el suceso B
se puede calcular como las veces que ha ocu-
rrido A y B mas las veces que ha ocurrido B
perono A.ny = nap + n4p

na+p: Numero de veces que ha ocurrido A o
B se puede calcular como las veces que ha ocu-
rrido A y B mas las veces que ha ocurrido A
pero no B més las veces que ha ocurrido B pe-
rono A, estoes: naip = nap +n, 5+ ngp,
que operando con las expresiones anteriores se
puede expresar n 44 p en funcién de n4, np 'y

Uy:n
NA+B =NA+NB —NAB

Dividiendo por el nimero total de ocurrencias

en ambos lados llegamos frecuencias relativas:

fasB = fa+ fB— faB

M.O.F.
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Que llevado a las probabilidades queda como:

P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB)
(12.2)

Ejemplo 48. ;Cudl es la probabilidad de sacar en la baraja espa-
fiola un oros o un caballo sacando una carta?
La baraja espaiiola consta de 40 cartas, de las cuales 10 son

oros, y hay 4 caballos, uno de ellos de oros. Por tanto:

P(oroécaballo) = P(oro+ caballo)
= P(oro) 4+ P(caballo) — P(oroy caballo)

=25%+10% — (25% x 10%) = 32,5 %

12.1.2. Probabilidad y Condicionamiento.

Cuando los sucesos ocurren en diferentes momentos del tiempo,
pueden darse situaciones en las que la informacion del resultado del
sorteo anterior aporte informacién para los siguientes experimentos.
Suponga que un experimento consiste en un juego por el que se
presentan tres puertas y se le propone seleccionar una de ellas, en
todo momento usted sabe que s6lo una de ellas esconde el premio y
el resto no tienen nada. Si se abre una de las puertas que usted no ha
elegido y resulta que detrds de esta puerta no hay nada ;cree que esta
informacién es relevante para usted en este contexto? Ciertamente
es totalmente natural concluir afirmativamente, ya que en la primera
vez que usted eligi6 la probabilidad de acertar era de 1/3, esto es
33 %, mientras que cuando se abre la puerta que no ha elegido y

resulta que no hay premio, parece que ahora la posibilidad de ganar
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pasa a un 50 %.

Otro ejemplo de esto, son los juegos de cartas. Queda claro que
saber las cartas que va recibiendo varia la probabilidad al aportar
mads informacidn relevante al proceso. La probabilidad condiciona-
da se marca en cuestiones como ;qué probabilidad hay de que me
den un rey, en una baraja espafiola, si ya han salido 2 y se han re-
partido 10 cartas?, toda la informacién de la pregunta es relevante
para determinar la probabilidad con la que se repartiria uno de los
dos reyes que quedan por salir en la baraja.

Desde un punto de vista de frecuencia relativa, considere un ex-
perimento que puede dar lugar a dos resultados A, B, se puede mo-
delar la frecuencia relativa de A condicionada a la ocurrencia de B,
contando aquellas ocasiones en las que que habiendo ocurrido B y
apuntando en aquellos casos en los que ocurre A. Esto resulta de ver
las veces que ha ocurrido tanto A, como B, en relacién a las veces

que ha ocurrido B, esto es,

_ AB
F(41B) = "4

Si bien se puede expresar esta frecuencia condicionada en rela-

cién a otras frecuencias relativas, ya que:

Fay = 22
[B = =2
faB) = =2

Por tanto la frecuencia condicional en relacion a las frecuencias
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relativas del experimento vendrd como:

f(AB)
f(B)

Finalmente extrapolando como se est4 haciendo hasta ahora, en

f(A|B) =

términos de probabilidad, la probabilidad de que ocurra el suceso
A condicionado a otro suceso B, se puede escribir como:
P(AB) P(ANnB)

PUAIB) = 55 = “h (12.3)

Note el lector que se puede expresar la probabilidad de que su-
ceda Ay B, como P (AB), o bien como P (AN B).

Ejemplo 49. La Paradoja del Falso Positivo[§].

Suponga una muestra de personas a las que tras haber hecho
las suficientes pruebas, se puede tener la certeza de que de cada
100 personas estudiadas 1 de ellas tiene cierta enfermedad y 99 no
la tiene. Se propone cierta prueba rdpida para identificar la enfer-
medad y se pretende verificar si esta prueba rdpida es suficiente-
mente exigente como para aceptarla. En concreto, esto supone que
con una alta probabilidad, cuando al practicar la prueba rdpida
sobre un paciente y siendo el resultado de la prueba positivos, este
paciente esté realmente enfermo. En otras palabras, se qu