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Para los que ensenan y para los que aprenden

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






El poder de las matematicas

El que domina las matematicas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiang,
por tanto, domina al mundo.

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






Prefacio

regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.

Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidié plasmar
y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo princi-
pio fundamental es que la persona que aprende matemdticas, piensa, razona, analiza y por tanto actiia con
logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no sélo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es ficil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas, De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el drea, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

El Colegio Nacional de Materndticas es una institucién que, desde su fundacién, ha impartido cursos de

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte prictica que
requiere un estudiante al aprender matemdticas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
enel aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos bésicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrd la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido, Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la prictica puede lograr que este razonamiento se dé mds rdpido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por trece capitulos, los cuales llevan un orden especifico que siempre toma en cuenta
que el estudio de las matemadticas es un proceso en construccion, es decir, cada capitulo se liga con los cono-
cimientos adquiridos en los capitulos anteriores.

Cada capitulo esta estructurado con teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son resueltos
paso a paso para que el lector comprenda el procedimiento y posteriormente resuelva los ejercicios corres-
pondientes, Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el estudiante
verifique si los resolvid correctamente y compruebe su aprendizaje. Ademas, en algunos capitulos aparece
una seccion de problemas de aplicacidn, la cual tiene como objeto hacer una vinculacidn con casos de la vida
cotidiana y asi mostrar la eficacia de aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacién se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, dlgebra,
geometria y trigonometria y geometria analitica que se encuentran al final del libro, para que el lector haga
un diagndstico de sus conocimientos en dichas dreas, los cuales son fundamentales para iniciar el aprendi-
zaje del calculo. En caso de tener algiin problema con dichos ejercicios se recomienda consultar los temas
correspondientes en los libros de aritmética y algebra, geometria y trigonometria y geometria analitica de la
serie CONAMAT.
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CHOUD DFERENCIAL E INTEGRAL

En el primer capitulo se estudian las funciones, su valor, clasificacién grifica, sus propiedades, sus opera-
ciones, etc. Enel segundo, el concepto de limite y su calculo, con esto se da paso para estudiar la continuidad
de una funcidn en el tercer capitulo,

El cuarto capitulo trata la derivada, su definicion, su interpretacién geométrica, sus reglas de derivacion,
etc. En el quinto capitulo se dan las aplicaciones de la derivada, maximos y minimos, ecuaciones de las rec-
tas tangente y normal, dngulo entre dos curvas, punto de inflexion, problemas de optimizacion y razon de
cambio, aplicaciones a la economia y diferenciales.

El estudio del cdlculo integral comienza en el capitulo 6 con las propiedades de las sumas y la suma de
Reimann. En el capitulo 7 se estudia la forma de resolver integrales inmediatas (formulas de integracion,
cambio de variable, integracion completando el trinomio cuadrado perfecto); posteriormente, en el octavo
capitulo, se ven integrales de diferenciales trigonométricas (casos de potencias trigonométricas) y los méto-
dos de integracion (sustitucion trigonométrica, integracion por partes, fracciones parciales, sustitucién por
una nueva variable, integrales de diferenciales binomiales v transformaciones) en el noveno. En el capitulo
10 se contemplan las aplicaciones de la integral; drea bajo la curva, entre dos curvas, volimenes, longitud de
arco y aplicaciones de la integral,

En el capitulo 11 se introduce al estudiante a las ecuaciones diferenciales, con la intencién de mostrarle
una aplicacién del calculo y que con ello pueda iniciar un curso formal sobre el tema.,

Por 1ltimo, se incluye el apéndice A que contempla tres capitulos complementarios que son: logaritmos,
progresiones y matrices, los cuales se adicionan puesto que se consideran en muchos planes de estudio.
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RELACIONES Y FUNCIONES

la culminacién de un largo proceso, cu-

ya esencia malemdtica interna consistié
en ko acumulacién y asimilacién teérica de
los elementos del caleulo diferencial.

La aparicién del andlisis infinitesimal fue

Para el desarrollo de esie proceso se con-
faba con el algebra; las técricas de cdleulo; introduccion a las matema-
ticas variables; el método de coordenadas; ideas infinitesimales clasicas,
especialmente de Arquimedes; problemas de cuadraturas y la bisqueda
de fangentes. Las causas que motivaron este proceso fueron las exigen-
cias de la mecanica newtoniana y la astronomia.

la Cltima etapa del desarrollo del andlisis infinitesimal fue el establecimiento
de la relacién e inversibilidad mutua enire las investigaciones diferenciales,
y a partir de aqui la formacién del caleulo diferencial.

El céleulo diferencial surgié casi simuliineamente en dos formas diferentes:
en la forma de teoria de fluxiones de Newton y bajo la forma del caleulo
de diferenciales de G. W. Leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(16446-1716)




CARITULO

CALCULO DIFERENCIAL

Relacién
Regla de comrespondencia entre los elementos de dos conjuntos.
Ejemplo

Relacidn

Esta relacion se representa con el siguiente conjunto de pares ordenados
R= {{-x]! y]}! {-x]! }'2}; {12, 3'1}- (xzi )'2); {xji }'3); (xq.! J'q)“ }

Funcién

H concepto de funcién es uno de los mds importantes en el mundo de las mateméticas. Las funciones no sélo repre-
sentan formulas, o lugares geométricos, también se utilizan como modelos matematicos que resuelven problemas de
la vida real,

A continuacién se dan algunas definiciones de funcién:

© Es una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos conjuntos. La cual a cada elemento del
primer conjunto (dominio) le asocia un solo elemento del segimdo conjunto (contradominio).

& Sean A y B dos conjuntos y funa regla que a cada x e A asigna un tnico elemento f{x) del conjunto B, se
dice que [ es una funcién que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma: f* A — B, donde
al conjunto A se le llama dominio y al B contradominio, que también se representa por medio de un diagrama
de flechas:

2 Una funcién es una coleccién de pares ordenados con la siguiente propiedad: Si (a, &) y (a, c) pertenecen a
ma coleccién, entonces se cumple que b = c; es decir, en una funcién no puede haber dos pares con el mismo
primer elemento,



CariTuO 1§

EJEMPLOS

e
£

2 e

Relaciones y funciones

' Determina si los siguientes diagramas representan una funcién o una relacion:
1 A B 2, A B
2 4 -
3 > o
4 > 16 L]
5 25

[ —
Solucién
El primer y el tercer diagramas corresponden a una funcién ya que a cada elemento del conjunto A se le asigna un
solo elemento del conjunto B.

En el segundo diagrama al menos a un elemento del conjunto A se le asignan dos elementos del conjunto B, mien-
fras que en el cuarto diagrama el elemento 8 se asocia con tres elementos del conjunto B, por tanto, se concluye que
estos conjuntos representan una relacién.

Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcién o a una relacién:
A={(-24),(3,9).416), (5, 25)}
B=1{(3,2),(3,6),(57), (5, 8}
C={(2,4),3,4),5,4),. 6,4}
M={(2,4),(62),(73),412),(2, 6)}

Solucién

Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estdn
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B y M son relaciones.

Las funciones y relaciones pueden tener una representacion grifica en el plano cartesiano. Para distinguir si se
frata de una funcién o una relacién basta con trazar una recta paralela al eje Y™ sobre la gréfica; si ésta interseca en
dos o més puntos es una relacidn, si sélo interseca un punto serd una funcién.



1 Carituic

CALCULO DIFERENCIAL

3 ®¢° Determina si las siguientes gréficas representan una relacién o una funcién,

1. Y 2.
Y.

ANAN
<

\\_/x

Solucién
Se traza una recta vertical en ambas gréficas y se observa que en la primera interseca en dos puntos a la grafica, por
tanto, representa una relacién y en la segunda, la recta vertical interseca en un punto a la grifica, por consiguiente

representa una funcién,
L. ¥ 2 ¥ Recta vertical

A
\/r|\/*"

Recta vertical

EJERCICIO 1

Identifica si los siguientes conjuntos representan funciones o relaciones,

1. {(0,3),(2,3), (-1,3)...} 4. {(2,5),(~4,2),3,-3)...)

2. {(-3.5.3.9.(-32)...} 5. {(a, 2a), (—2a, 3a), (4a, a)...}

3.4,y (~4, V3), (V2,5)...) 6. {@ 1],(%, -1],(1, g]}

Identifica qué representa cada grafica (funcidn o relacién):
7 8 9. 10.

b
TR

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

6



CariTuO 1§

Relaciones y funciones

Notacién

Una funcién se denota o escribe como y = f(x), donde:
x: variable independiente.
¥: variable dependiente.

f: funcidn, regla de asignacién o correspondencia.

Clasificacion

Las funciones se clasifican en: algebraicas y trascendentes

Algebraicas
Trigonométricas
Funcidn Inversas trigonométricas
Trascendentes Rxponcncialcs
Logaritmicas
Eijemplos
Algebraicas
fy=x*—dx fy= Jx—4 ¥ =|x|
y=%=l-5-6 g = Yx+1 gy =|x=2|-1
Trascendentes
flx) =cosx flx) = et s() = In(2t — 4)
f) =sentx = 2) y=¢e" +2 g(x) = log(x + 1)

Las funciones algebraicas y trascendentes pueden ser:

© Explicitas
Es cuando la funcién estd en términos de una variable, por ejemplo:
y=2xt f= % ¥y =sen 3x s(ty=¢' y=logx
1
y=x-1 g(x) = ,[ﬁ f)=cos > x g =27+ f@) = In(3x)
© Implicitas

Es cuando ambas variables forman parte de la ecuacidn, por ejemplo:

x1—8y+16=0 B4yr=3x=0 senx+cosy=1 e’=x+13

Las funciones que se estudiardn en este libro siempre tomardn valores de niimeros reales tanto para la variable

independiente como para la dependiente.

Valor de una funcién
H valor real f{x) de una funcién es aquel que toma ycuando se asigna a x un determinado valor real,

7



1 Carituic

CALOULO DIFERENCIAL
EJEMPLOS “
2. 1 8% Obtén f(— 3) parafix) = 3x% — 5x — 2
by Solucién
Para obtener f( —3) se sustituye x = —3 en la funcidn y se realizan las operaciones indicadas,
f(=3)=3(=3)2=5(-3)—2=27+15 -2 =40
Por tanto f(—3) =40, es decir y =40 cuando x = —3 0 lo que es lo mismo, la curva pasa por el punto (—3, 40)
en el plano cartesiano.
3x -1 3
' 1T IN-H = e
2 Sifix) 5—x ,encuenll‘af(4]
Solucion

Se sustituye x = % en la funcién y se realizan las operaciones:

—_

45

5 3 3
= =— ,portanto,cuandox= —, f| 7| =
5 17 4

Blw
b=

3
4
3 ®:35is(r)= 1 —5,determina s(4), s(a + 5)

Solucién
s(@) = .[4—5=/=1,1a funcién no estd definida para ¢ = 4, /=1 no tiene solucién real

s@+5)= Ja+5-5=+a
4 @05 f(x) =se.n(x+%] ,determjnaf(%]

Solucién
Se sustituye x = %,e:nf(x)y se utiliza la identidad sen (@ + B) = sen @ cos B + sen Bcos
T

™ m m w w w
—| =sen| =+ | = sen—cos— +sen— cos—
f(a] Sﬂ]][3 4] m]]acﬂsq' !'sf,';]l‘i-l:t:ls3

_ (E]{E]J,[ﬁ](l] _ Y6, V2 _Jo+\2
2 )2 ) (2 \2) T 4T

fla+b)— f(a)

5 @2 Determina 3 si f@= Jx
Solucién
Se obtiene que fla+ by= Ja+b y fla)= Ja
Se sustituyen los valores obtenidos:

fa+b)-fl@ Jatb—+a
b B b
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Un resultado equivalente se obtiene al racionalizar el numerador:

Ja+b-Va Jatb+Va _ (Ja+b) —(Va) _ b o
b Jatb+va  b(Jarb+ia)  b(Jarb+ia)  Jatb+a

fla+b)—f@) Ja+tb—va 1
Finalmente, el resultado de ;s = b = Ja+b+~f5
6 ®orgiy = xi2 ,encuentra el valor de y cuando x = —2
Solucién

Al evaluar la funcién en x = —2, se obtiene:
-2 2

YT 2+2 70
La funcién no estd definida para x = —2, ya que la divisién entre cero no estd determinada.
fx

7 ..rSif(x} =x?- l,demuestraquef(i] = - =

Demostracién
1
Se sustituye . la funcidn:

PO PR s

X X

Pero x2 — 1 =f(x)

Pbrtanto,f(i] = —%
EJERCICIO 2
Evaliia las siguientes funciones:

1
1. Sif) = 22 - 3, ubténf(‘i] f3).f(0)

2, Si flx) = x? — 5x + 6, determina f{a), f(a + b)
flx+h)— f(x)
h

3. Si f{x) = 3x? 4 4x — 2, determina f(x + k),

) 2x -1 ; 1 1
4, 8i flx) = P ,dﬂtemu.naf(s] ,f(_i] S+ h) = flx)

5. 8i fly) = Jx* —16 , determina f(5), f(4). f(6), f(3)

6. Si fix) = Jf——a ,determina f(x + h), w

9
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7. 8if(x) = ﬁ , determina w
hy—
8. Sif(x) = JT—x ,determina M

-5
9. Sif(x) = L:Tz' , determina f(1), f(0), f&x + 5)

= -2+ % = 2, dommina 7-0,1{1)
10. Si f(x) 3t + 2 x,determmﬂf( D, f -

11. 8i f(x) = x? — 3x, demuestra que fi3x) — flx — D =4(x - )}2x + 1)

110~ 122, e (1) - -1

13. Siflx) = ﬂ—; , demuestra que f(—x) = ﬁ

14, 5i f(x) = tan x, demuestra que f(x) = f(x + 3m)

15. 8i f(x) = cos 2x,demuestra quef(x + ;—T] = —f(x)

B fx+h)—fx) _ 1
16. Demuestra que para f(x) = /x—2, h T fxt+ B+ f(x)

17. Sih(x) = \;'xz —4,r(x)= Jx*+4 ,L’emuestmquah(n+i] + r(n—l] =2n

o s—1 femy~f@) _ m—n
18 Slf(.f}— s+l,demucsimque l+[f{m)][f(n}] = ].+MJ'!

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Dominio, contradominio y rango de una funcién

Dada una funcién f: A — B, se dice que el conjunto A es el dominio {Df) y B el contradominio (C,) o codominio
de f. En términos del plano cartesiano, el dominio corresponde al conjunto formado por los valores posibles para X
mientras que el contradominio corresponde a los valores posibles para ¥,

© Rango (R))
Valores del contradominio para los cuales y = f(x), siendo f(x) la imagen de x.

Dy ¢

10
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EJEMPLOS .

Solucion

La funcién es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, el dominio son todos los mimeros reales, es decir
x € Ro dicho de otra forma x e (—u, =).

(]

x—
x+

2 ®%° Determina el dominio de la funcién f(x) =

L

Solucién

La funcifn es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la divisién entre cero no estd definida, por
tanto, se busca el valor para el cual ¥ + 5 =0 obteniendo x = —5, entonces el dominio es: D, = {x € R |x#=5}o0
bien x & {—o, —5) U (-5, =),

x
PP .. s
3 {Cuil es el dominio de la funcién f(x) = — 5 6?

Solucién

Al factorizar el denominador se obtiene: f{x) = ,el denominador se hace cero para

_*
{(x—6)}x+1)

x=6 o x=—l,Df={xERix#—l,x#6} obien {x e (—=, —1)U (-1, 6) U (6, =)

4 ®°° Determina el dominio de la funcién f(x) = \x—35

Solucién

El radicando debe ser mayor o igual a cero (ya que no hay valor real para raices cuadradas de mimeros negativos)
es decirx — 5 Eﬂ,dedondexas,portantol)f= {x e R|x=5}obienx e [5, =)

5 ®¢° Encuentra el dominio de Ia funcién fxy= Jx*—16

Solucién

Se plantea la desigualdad x* — 16 =0, al resolverla se obtiene que el dominio es el conjunto D= {x & R |x=—-4o0x=4}
obien x & (—=, —4] U [4, =)

& ®¢° Determina el dominio de la funcién f(x) = log(2x — 3)

Solucion

Para determinar el dominio de esta funcién se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N >0, por tanto, se plantea
la desigualdad y se resuelve:

3
2x=3>0 - 2x>3 = x}E

.. . 3 . 3
Entonces, ﬂld)]]ll]]lOESﬂlCODjuﬂtDDf= {xER|x>—2—}, obien, x (E,MJ

11
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+1
7 ®** Encuentra el rango de la funcién f(x) = .?.‘.t_...,
+3x
Solucién
Se despeja x:

_ 6x+l
1+3x

= ¥Wl+3¥Ix)=6x+1 — y+3Ixy=6x+1

-y
—6x=1-— = Jxy—-2)=1- - x=—=
3xy 25 o-2 y 3(5-2)

H denominador se hace cero cuando y = 2, por tanto el rango es el conjunto:
R = {y e R|y#2} obien, y e (—o=, 2) U (2, =)

8 @+ Dxtermina el rango de la funcién y = |[9 — x?

Solucién
¥ =0, porque la raiz es positiva o cero, se despeja x:
y=49-3" o y1=9-3? 5 x2=9-3? 5 x= 9y

Se plantea la desigualdad 9 — y? = 0, al resolverla se obtiene que y & [—3, 3], pero y =0, por tanto, el rango es el
conjunto R, = {y € R |0 =y =3}, o0bien, y € [0, 3]

&

EJERCICIO 3
Determina el dominio de las siguientes funciones:
-3
L fx)=x*—4 10. f(x) = ﬁ
2, fx) =3x* -2 1L f0) =
3. f@) = ﬁ 12, fr) = Jx+1
x—d
4. f@ =5 13, ) = Jx—6
3
5. fx) = =T 14, flx) = J2—x
6. f(x) = x’::gx 15. f(x) = J12—3x
1 2
7. M) = F o710 16. f(x) = Jx* —25
8.1 = o 17. f) = ¥ 556
9. fx) = ﬁ 18. f(x) = /36—

12
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19. fix) = |9+

2. flx) = x—1
21 fix) = Yx—5
-1
2. f(x) = ;‘_x
X
il

Determina el rango de las siguientes funciones:
3L fx) =22+ 1

R fx)y=x2—4
3. flx) =9 — x?
M. f(x) =3x — x?

10x—1
Vel = 3f5x

2x—3
%= o

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Algunos tipos de funciones

Funcién consiante

Relaciones y funciones

x+4
5.0 = |75

1-
%.f0) = J5—>5

27. f(x) = log(3x + 6)

28. f(x) =In{5 — 2x)
1
29, fix) =log (;]

30. f(x) =log(3 + 2x — x?)

37, y= Jx +1
B y=—2-x
9. y= J4=x1
e
YT ¥+

x—1

41, v= |—
y x+3

42.y=|x—4|

f(x) = kcon k e Rrepresenta una recta paralela al eje “X" sobre k.

Dominio: D; = R o bien x & (—x, =)

Y4

Rango: Rf = {k}

Ax) =k




CARITULO

CALOULO DIFERENCIAL
Ejemplo
Obtén la gréfica de f(x) = 4
Solucion
Se traza una recta paralela al eje X sobre y = 4
D,=R R, = {4}
Ve
fixy=4
"X

Funcién lineal

Esta funcidn tiene la forma f(x) = mx + by representa una recta en el plano cartesiano, en donde m es la pendiente
y b la ordenada al origen.

Dominio: D,=R o bien x e (—o, o), Rango: R, =R o bien y e (—=, =)
Ya Y&

m>0 m<0@

Para graficar una funcién lineal se lleva a cabo lo siguiente:

L. Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).
IL A partir de este punto, se localiza otro, tomando la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre
el incremento horizontal.

14
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EJEMPLOS

=2/} ®#- Grafica 1a funcién y = 33;+ 4
E |

i Solucién

m= =

| k2

Grifica de la funcidn

2 ®°° Traza la gréfica de la funcién y = —

Solucion

Grifica de la funcién

La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:

2
¥y= 3x+ 4
2 incremento vertical

3 incremento horizontal '

b = 4, representa el punto (0, 4)

La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:

Ya
1 i 2
i il
3
.
0 X
2 42
SX
= i + 2
y= sx
—4 decremento vertical

5 etk hortzaital b = 2, representa el punto (0, 2)

15
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Funcién identidad
Es la funcién lineal f(x) = mx + b,conm =1 y b =0, es decir: f(x) = x
Dominio: D.=R o bien x & (—os, =) Rango: R, =R o bien y & (—os, =)

F b

45°

Funcién cuadrdtica
Es de la forma f(x) = ax? + bx + ¢y representa una paribola c6ncava hacia arriba o hacia abajo
Sia>=0 Sia<0

Ydl.

] G VR
g X
V(h, k). son las coordenadas del vértice.
Dominio: D, = R o bien x & (—=, =) Dominio: D, = R o bien x & (=%, %)
Riipoige |:4ac—bz’m] Hanineps {_m’tlac—bz]
da 4a

Para obtener las coordenadas (h, k) del vértice se aplican las siguientes formulas:
b dac—b’

;,:_E,k: 5

Ejemplo

Obtén el dominio, rango y la gréfica de la funcién f(x) = x? — 4x + 5.

Solucién

Se identifican los valores de los coeficientes de cada término:a = 1, b= —4yc =35
a >0, la pardbola es cdncava hacia arriba

Se calculan los valores de hy k:

A .. _ dac—b’ 4D -4F
2a 2D T 4a 4(1) -




Caritulo 1

£ 1
i

EMPLOS
,t ®%° Obtén la grafica de las funciones f(x) =x? y g(x) = x*

Relaciones y funciones

Hl vértice es el punto V(2, 1) y el dominio y rango son:

D; =R obien x e (—, x)

- |:4ac—bz!m] —[1, %)

Para graficar, se tabula y se asignan valores de x menores y mayores que 2

f@W=x"-dx+5

2

la funcién flx) = x"
Con “n” entero positivo tiene como: Dominio x € (—os, o) es decir el conjunto de los reales R y Rango:

ye[0,2) sinespar
ye(—=,%) sinesimpar

5
. ]

Solucién
Se tabula con valores arbitrarios de x:

Yai
fy=x* 4 1 0 1 4 f=2 |

T T T | T T T -xr

Al graficar se obtiene:

Y4
glx) = x* % 1 0 1 % goy=g' |\ |
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2 ®* Obtén la gréfica de las funciones f(x) = x* y g(x) = x*

Solucion
Se tabula para valores arbitrarios de x:

=2 7
fx) =x* —8 —1 0 1 8 —— : e
) =x ] -
m "
243 243 o5
=x5 —=— — —— s I
g =x* —75 1 g 1 32 X

Funcién racional
Se expresa como el cociente de dos funciones polinomiales,

X }, con Q(x)#0

Fi(x) = Q{—:}

Definicién de asintota

Sila distancia dentre una recta o curva Ly el punto mévil Q(x, y) de la funcidn tiende a cero, entonces la recta o curva
recibe el nombre de asintota,

Existen tres tipos de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas.

Cuando la grifica de la funcién f(x) se acerca a la curva o recta L(x) y la distancia dentre un punto de f(x) y la
curva o recta L(x) tiende a cero (es decir la grifica no toca a L(x)), enfonces L(x) recibe el nombre de asintota,
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Relaciones y funciones

Eijemplos
Asintota vertical
Y& Asintota vertical 1 Asintota oblicua
: y=mx+b
.
H Asintota
2 horizontal
y=b R LT PP
Lo y=f®
0 s
x=a

En este capitulo sélo se estudiardn las asintotas horizontales y verticales,
©  Asintotas verticales

P
Una funcién de la forma F(x) = % , tiene asintotas verticales si existen valores x,, x,, x5, ... , x, tal que se
cumple lo siguiente:
O(x)=0x)=...=0(x)=0

©  Asintotas horizontales

Se despeja la variable independiente x, si se obtiene una funcién de la forma G(y) = *;_R—g')} , tal que para los

valores de y,, ¥,, ¥,, ..., ¥, se cumpla que;

Syp=8(w)=...=8(y)=0

19
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QEMPLOS -
1
=2/} ®* Obicn 1a préfica de la funcidn f(x) = -
é Solucién
H dominio de la funcién estd dado por el conjunto D= {x € R| x# 0}, teniendo una asintota en x = 0, es decir el
gje vertical del plano.
1
Al despejar x se obtiene x = ;
De la cual se deduce que el rango estd dado por R, = {y € R | ¥ # 0} y su asfntota horizontal es y = 0, es decir
el eje horizontal del plano.
Si tabulas para valores de x diferentes de cero obtienes:
1 1 1 1
x =i i | =5 g 0 3 3 1 2 3
1 1 no 1 1
Mg s 2 8 e 2 Y 5 3
Se grafican las asintotas y se localizan los puntos en el plano, se unen y se observa cémo la curva se acerca a las
asintotas sin tocarlas, haciendo la distancia entre la curva y las rectas cada vez mds pequeiia.
Y4
7
. .. . . 2x—3
2 ®¢° Determina el dominio, el rango y la grifica de la funcién y = s
Solucién
H denominador debe ser diferente de cero,
x+ 20, entonces x# —2
Por tanto, el dominio estd dado por:
Di={xe R|x# =2} o x e (=, =2) U (=2, =) yla asintota vertical es x = =2
Al despejar xse obtiene el rango y la asinfota horizontal:
2x-3 2y+3
y=m,entoncesx= . donde 2 — y#0 — y#2
Por tanto, el R, = {y e R|y #2} y laasintota horizontal es y = 2

20
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Relaciones y funciones

Grifica: Se trazan las asintotas y mediante una tabulacion se obtienen los pares ordenados, los cuales forman la si-
guiente curva;

Y

Funcién raiz cuadrada
La funci6n estd dada por: f(x) = ./g(x) ,con g(x) =0

EJEMPLOS .

=2 ) @2 Obién 1a grafica de la funcién f(x) = Jx+2
i.§' Solucién
Para determinar el dominio se resuelve la desigualdad: x + 2 = 0 donde x = —2, entonces el dominio es el conjunto:
{xeR|x=-2}oxe [-2,x)

rango se obtiene despejando x

y=Jx+2 S y¥=x+2 - x=y-2

La funcién es una rafz positiva, o cero, es decir y e [0, =) y el despeje da como resultado una expresién polinomial
donde y e R, por tanto el rango estd definido para y e [0, =}
Al tabular dando algunos valores en el intervalo x € [—2, =) se obtiene:

fd 0 1 2 V3 2 5 J& 7

La grifica que se obtiene es:
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2 ®%° Determina la grafica de la funcién: f(x) = /x* —x—2

Solucién
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad x2 — x — 2 =0, obteniendo que

x e (-, —1]U[2, =)
1+ /4y’ +9

> donde y & (—=, =), f(x)es una raiz positiva, o cero, por tanto el rango

Al despejar x se obtiene, x =
esiy € (=%, %) N[0, ®) = [0, =)

Y4

Ax)= 1]12 -x-2

-1 2 X

x—1

3 ®9° Grafica la funcién y = =

Solucion i
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad iT =0, obteniendo que:

x e (—w, —=1)U[1, =)

Al despejar x para obtener el rango:
x=1 x—1
= _ 2:— — -_— 2 2: _—
¥ 0 2 x+1—>y2(x+1)xl—>yx+y x—1
yzx_x=_l_),2
(-1 =-1-y?
—1—y

x= Y—1 , donde y# = 1,

La funcién es una raiz positiva, por tanto, y & [0, =), entonces el rango corresponde a:
ye [0, 1)U(l, =)
La funcién tiene una asintota vertical en x = —1 y dos horizontales en y = —1, y = 1, al graficar se obtiene:

Nota: Observe que grificamente y = — 1 no es asintota.

22
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Funcién valor absoluto
La funcién es f(x) = |g(x)|,dondex e D, y fx)=0.

EJEMF'LOS "
= 1 @2 Obien 1a grifica de f(x) = |x + 3.
; Solucién y
o asi a=0 : i .
Se parte de la definicién de valor absoluto, en la que |a| = [—a si a =0 »S¢ obtienen las siguientes igualdades:

y=x++ 3,y = —x — 3, las cuales son dos rectas donde el dominio son los niimeros reales y el rango estd dado
pory € [0, %)
La grifica que se obtiene es:

y=-x-3

2 ®%° Obtén la grifica de f(x) = E|
Solucion

2
;,astﬁdcﬁnidopmx#ﬂ, por tanto el dominio es el conjunto D, = {x € R | x #0} o bien
x e (—=,0)U(0,=)
Para el rango se despeja x de las igualdades que se obtienen al aplicar la definicién de valor absoluto.

- _Edﬂlldﬂ #0 il = 2dl:mt:fl!: #0
y—x—:-x—y, ¥ #0, T - 3" y

También se toma el hecho de que f(x) >0, yaque
obien y & (0, =),

La asintota horizontal es y =0, mientras que la vertical es la rectax = 0.

Luego la grifica que se obtiene es:

2
;‘ >[],portﬂntoelrangoeselmnjunto% ={yeR|y>0}

}l‘k

23
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3 ®¢° Obién la gréfica de f(x) = |x* — 4|.

Solucién
¥ = x? — 4 es una funcién cuadrética con dominio x & R y rango y e [—4, ), teniendo como gréfica:

Y4

Hr

5 2 } I " .."12 }

f(x) =0, luego el rango de la funcién es: y e [0, =), por tanto, al hacer positiva la parte donde x* — 4 es negativa
se obtiene la siguiente grifica:

Yj

- 2 : I : — %

x—1
4 % Obi¢n el dominio, el rango y la grifica de f(x) = 15
Solucion
s
Dominio: Paray = , X # —2, por tanto el dominio de la funcién estd dado por:

x+2

x €(—®, =2 U(-2,x)
1-2
Rango: f(x) > 0, por tanto, el rango estd dado por y e [0, =], pero al despejar “x” se obtiene x = y—1

, entonces

y#1, porfanio y e [0, 1) U (1, =)
Grafica 1

24
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Relaciones y funciones

En la grifica 1 se muestran los intervalos que se analizardn para construir la grafica que se propone,
i) Enelintervalo (—o, —2) las rectas y = x — 1, ¥y = x + 2, toman valores negativos, es decir

|x—l _ —x-1 x—1
[x+2]  —x+2) x+2

fx) =

La porcidn de grdfica en el intervalo (—o=, —2) es:

ii) Enelintervalo (=2, 1]
¥ =x — 1 toma valores negativos
¥ = x -+ 2 los toma positivos

es decir:
|x—l _ =x=1) 1-x
[x+2| T Hx+2) T x+2

fly =

La porcidn de grifica es:

et

iii} En el intervalo [—1, =)
y=x—1ly=x+2
toma valores positivos es decir

[x=1]  +Ga-1 =x-1
[x+2]  Hx+2) x+2

Jx) =

25



1 Carituic

CALCULO DIFERENCIAL

Tiene la misma gréfica que en el caso i)
La porcién de gréfica es:

R B

Fnalmente, la gréfica es la unién de las porciones de gréfica en cada intervalo.

Nota: En la grafica aparece un huecoeny = 1 yaque el rango es y & [0, 1) U (1, =)

Funcién mayor entero
Tiene la forma: f{x) = [x] con la propiedad de que [x] = nparatodon =x<n + l,conn € Z,

EJEMPLOS -

2/ 1 8¢ Obien 1a gréfica de: f(x) = [x]

Dominio: D, = {x|x e R}

Rango: R, = {y |y € Z}

Se toma un subconjunto del dominio por ejemplo x e [—2, 3] se tiene que:

i

-2
-1

0
f@=01=1,

—2=x<-1
—-1=x<0
0=x<1
1=x<2
2=x<3
I=x<4

(T T T T R

(FL ]
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Grifica:

También recibe el nombre de funcion escalon.

2 ®°° Trazq la grifica de f(x) = [%x:l

Solucién
El dominio y el rango de la funcién se definen:
D.={x|xeR}y R={r|yeZ}

Se elige el subconjunto del dominio x e [—2, 2] entonces:

Longitud del escalén  fix)

—25%;:::—1 —3sx<—% 5
—15%){{0 —% =x<0 —1
05%x{1 05x€% o]
15%;:«:2 %5){{3 1

Y
12
—o

g B TR 01 2 31 X
-1

1=3
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CALCULO DFERENCIAL
EJERCICIO 4
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
L fx)=4 22, y= 16— ¥
2
2.f0=-3 23, fx) = x" +x—12
3. = 24, f(x) = \J4x* =9
4.f@) =3 +5 25, f(x) = w
1 -2
5.0 = 5x—1 26. f(x) = ;?
o L L 27 - LT
JE=—gxt ) = T2
x+4
7.f@=x>—ax+3 28. fx) =
x—3
8, ) = -2 + 122 — 13 29. f(x) = x;_;
9. f(x) =4 —x? 30. f&x) = |x]
10, y = % 3L f(x) = |x = 2|
1
11. f(x) = ~ 32, f(x) = |x + 4]
12, fx) = ﬁ—2 33, fo) =|x2 1]
l3.y=:;i 34. f(x) = |x2 — 4x + 3|
+2
14. f(x) = ;Tx 35. f) = |2 — »7|
15 ()_ M 36 ( = 1
f0 = =4 0= x=2
2
1640 = Fras /9= 5=
¥ +2 x+3
e = 38. ) = [~
-3
18. f(x) = V—x 39. f(x) = ;_,_1
19. y = Jx—4 40, f(x) = -%x]
20 y=-,9-x 41. f(x) = gx:l

21, y= X -3

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJE

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Relaciones y funciones

Funcién caracteristica

Son funciones que estdn seccionadas por intervalos y en cada intervalo se presenta una funcidn distinta. Para graficarla
basta con dibujar la grifica de cada una de las funciones en el intervalo dado.

Ejemplo
Obtén la grifica de:
=1 si 2=zx<2
f =143 si2<x<4
3x—9 si x=4
Solucién

Se tabula cada una de las funciones en el intervalo dado, se localizan los puntos y se grafican, observa que hay puntos
que no estdn incluidos, para esos valores se coloca un circulo abierto.

YJL

RCICIO §

2N/ 2 4 X
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
WESL NS i . { =
2. fix) = [:] y iiia 6. fix)= 4x?+1 3 i:;i-:z
2x+1 si x>2
3£ = {;;‘ R 7. 0= Z=2 Recuerda que o] - b

2=—xs8 x<-1
4, f(x) = 43 si —1<x<2
x+1 si x=2

29
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Gréfica de una funcién a partir de otra conocida

Algunas funciones se grafican a partir de que se conoce la grifica de otra, a través de desplazamientos, alargamientos
oreflexiones de esta iiltima.

Desplazamientos
Sea f(x) una funcion, ¢ >0y b > 0, si:

a) y = f(x) + ¢ entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia arriba.

b) y = f(x) — ¢ entonces se desplaza la gréfica de f(x), cunidades hacia abajo.

¢) y = flx + ¢) entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la izquierda.

d) y = f(x — ¢) entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades a la derecha.

€) y = flx + ¢) + b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la izquierda y b unidades hacia arriba,
) ¥y = flx + ¢) — b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la izquierda y bunidades hacia abajo.
g ¥y = flx — ¢) + b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la derecha y b unidades hacia arriba,
h) ¥ = f(x — ¢) — b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la derecha y b unidades hacia abajo.

YA Y Y4
[
" I e
el
fx) fixy-¢ fi+e
Ya Ya Yi
N
a+t --l - ta —a
- e — - " *
[ —t=—| [ X
¢ X ¢ X ¢
flx-o) fix+o) fix-c)+b
Alargamientos

Sea f(x) una funcidn, ¢ > 1, si:

a) y = cf(x), se alarga verticalmente la grifica de f(x), c veces.
1 1
b) y = 7 f@). se comprime verticalmente la grifica de f(x), en
€) ¥ = flcx), se comprime horizontalmente la grafica de f(x), ¢ veces.

1
Ay= f(%x] ,se alarga horizontalmente la gréfica de f(x), en ~
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Reflexiones verticales y horizontales

Sea f(x) una funcién si:

1. ¥ = —f(x), se refleja la grifica de f(x) con respecto al eje X.
2. y = f(—x), se refleja la grafica de f(x) con respecto al eje ¥.

Y&

[

P
4

1 g
y=—rk)
[

Relaciones y funciones

Y A

0
X
L.v ==-¢ f(x)

Se tomardn como base las siguientes funciones para graficar otras de la misma forma:

ﬂx) =x’

Ya Y &
fo)=x

*y t /
Ya

¥

A=
T X

31
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EJEMPLOS

.

-g. 1 ®2° Con base en la funcién f(x) = x2, obtén la grificade: y= x2+ 2,y = x2 - 2,

1

y=¥-2
i

Se desplaza la grdfica f{x) = x°
= s bacta abajo

y=27

(g y=G-2%y=G+2hy=u%y=Jxly= -2l y=x"-2-3
.’tﬂ:f y=f+2
Y4 4
"X ! T 1 : I I | 'x
Se desplaza ia grdfica f(x) = x°
dos unidades kacia arriba
¥= -2

Y J

b

\/,

Se desplaza f{x) = x° dos S
hacia la derecha

v

Se comprime f{x)= X" a la mitad
verticalmente

y=(x+2)
¥,

. X
i dg,phm.ﬁx} = x" dos unidades
hacin s Rogakrde
Y=k
Iz

Y4

X

$¢ alarga fix) = X° verticalmente
dos veces

y=¥-2x-3=(x-I7-4

Se refleja flx) =x2c'm"""mm i
gfe X

32
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Solucién
La grificade y = x es:

Ya

Relaciones y funciones

2 ®*° Determina la grificade y = \[x—3 +2, a partir de la gréficade y = Jx .

v

Para obtener la gréficade y = \/x—3 + 2, se toma la grificade y = sf:,éstasadcsplaza3unidadesalﬂchrecha

¥ 2 unidades hacia arriba
Ya
P /
B DN
L X
EJERCICIO 6

l,y=x—4
2. y={x+37
3.y=1-x2

4. y=xT—6x+10
S, y=32+12¢+ 11
6. y=—x
T.y=x*+1

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

33

Utilza desplazamientos, alargamientos o reflexiones para obtener la gréfica de las siguientes funciones:

8. y=(x—1P+2

9. y= %x3—2
10.y= Jx—2+2
1. y=Jx=3-2
12, y=—Jx+3

1B.y=|x=3-2

14, y=3 - |x+ 4]
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Funciones creciente y decreciente

Una funcidn es ereciente en un intervalo I, si para coalquier x|, x, € [,
Jx) < f(xy) donde x, < x,

Una funcién es decreciente en un intervalo I, si para cualquier x;, x, € I,
fx) > fix,) donde x, <x,

Ejemplos
Las gréficas de las funciones f(x) = x>y g(x) = x° son:
Y & Y&

"

La funcién f(x) = x7, es decreciente en el intervalo de (—, 0) y creciente en el intervalo (0, =), mientras que g (x) = x>
e creciente para toda x de su dominio.

EJERCICIO 7
Con las funciones conocidas determina el intervalo donde crecen o decrecen:
L fe) = Jx 6. f=—Jx+3
2. fx) = x* 7. f(x)=9 —x?
3. f@=x 8. f@)=|x—3|-2
4. fx) = || 9. f) = Jo—x"
5./ = Jx—-2 10. f(x) =6

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funciones inyectiva, suprayectiva y biyectiva

Funcién inyectiva (uno a uno)

Six,x, e Dyyx #x, [ es una funcién inyectiva si y solo si f(x,) # f(x,), o dicho de otra forma, f(x,)# f(x,) si
y solo si x; #x,.

Se determina si la fiuncidn es inyectiva al trazar una recta paralela al eje X sobre la grifica y si toca un solo pun-
o es inyectiva. También se puede decir que una funcién inyectiva es aquella que siempre es creciente o siempre
decreciente.
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Relaciones y funciones

EJEMPLOS -
'g. 1 ®*° Determina si la funcién f(x) = x? + 1, es inyectiva.
i

B soiicisn

Sean x, # x,, se tiene que (x,)* + 1 # (x,)* + 1, ya que no hay niimeros distintos cuyos cubos sean iguales, con este
resultado podemos afirmar que la funcidn es inyectiva; por otro lado, si se observa que la grifica es creciente, por
tanto, es inyectiva, Otra forma de saber si la funcidn es inyectiva es trazar cualquier recta paralela al eje X, y ésta
cebe tocar un solo punto de la grifica.

I|‘ fiy=x+1
/

—u—u—llp——o—u—o—o—}

2 ®°° Determina si la funcién f(x) = 2x — x2 es inyectiva.

Solucién

No es inyectiva, ya que para x, = —1 y x, = 3 se obtiene que f{(x,) = f{x,) = —3, lo que contradice la definicidn,
Luego, si se traza una recta paralela al eje X, se observa que ésta toca dos puntos de la gréfica; por otro lado, no es una
funcion que sea creciente ni decreciente siempre.

Ya

L3
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Funcién suprayectiva

Una funcidn f: A — B es suprayectiva o sobreyectiva si para cada b € Bexiste a e A tal que f(a) = b; es decir, para
todo elemento de B siempre hay uno de A al coal fue asignado.

Otra forma de reconocer una funcidn suprayectiva es si su contradominio es igual a su rango. Al menos que se
indique lo contrario el contradominio de las funciones dadas serdn los mimeros reales.

EJEMPLOS
"'g_ 1 ®9° Determina si la funcién f{x) = x2 + 1 es suprayectiva.
g Solucién

suprayectiva,

El contradominio de la funcién es el intervalo {(—=, =}y su rango el intervalo [1, =), por tanto, la funcién no es

2 ®°° Determina si la funcién f(x) = x> + 1 es suprayectiva

Solucion

suprayectiva.

YA

El contradominio de la funcidn es el intervalo (—os, ®) y su rango el intervalo (—ce, =0}, por tanto, la funcién es

ﬂx}:xj +1
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Funcién biyectiva

Una funcidn “f " es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

EJEMPLOS .

‘g' 1 @e- Determina si la funcién f(x) = 3x + 1 es biyectiva.

;§- Solucién
Es una funcién siempre creciente, por tanto, es inyectiva, El contradominio de la funcién es (—o, )y su tango ( — o2, =)
entonces es suprayectiva.

La funcidn es inyectiva y suprayectiva, por tanto, es biyectiva,

Y

L 4

2 ®¢° Determina si la funcién flxy = J1— x es biyectiva,

Solucion
Grifica

Si al trazar una recta paralela al eje X interseca a la curva enun punto es inyectiva; no es suprayectiva, yaque su contra-
dominio son los reales y su rango es el intervalo [0, «). Es inyectiva pero no suprayectiva, entonces no es biyectiva.

3 ®¢ Determinasila funcidn f: (—oe, 1] — [0, =), tal que f(x) = ,/1 —x es biyectiva.

Solucion
La grifica es la misma de la funcién del ejemplo anterior, por tanto, la funcién es inyectiva,
En este caso se especifica el contradominio come el intervalo [0, =) el cual es igual al rango, entonces, es su-

prayectiva.
Es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva,
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4 ®°° Determina si la funcién f: (—, 0] — [0, =), tal que f(x) = x%es biyectiva,
Solucién
De la grifica se observa que la funcidn es inyectiva, ya que la recta horizontal sélo toca un punto.
Por otro lado, el contradominio es el intervalo [0, =) el cual es ignal al rango, por tanto, es suprayectiva.
Por 1iltimo, es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva.
VE
fixy =2 \ :
= T T G T T T rX
EJERCICIO 8
Indica cuél de las siguientes funciones es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva
L fx)=x 6. fx)=x2—Tx + 10
2. fxy=3 7. fxy=2x—3
3. flx) = 2 8. flxy= Jx-3
4, fx) = x* 9. f: R—[—1, ), tal que f{x) = x2 — 1
5. f@) =x%xe[0,%) 10. f: [0, %) = [0, =), tal que f(x) = |x]

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Operuciones con funciones

Sean fy g dos funciones con dominios D,y D, respectivamente
© f(x) + g(x) = (f + g)(»), con dominio: D, N D,

@ f&x) — g(x) = (f — g)x), con dominio: D, N D,

© f(x) - gx) = (f - ©®), con dominio: D, N D,

o 10 _(1

gx) "g-]{x)! con dominio: {x & D N D, | g(x) * 0}
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Determina

a) flx) + g(x)

by flx) — g(x)

) flx) - g(x)
Jfx)

0 g(x)

Solucién
Se obtienen los dominios de f y g para efectuar las operaciones,
Df: {—oo, o), D&': {—20, )

a) fixy+gx)=a2=Tx+10) + (x = 5)
=x7—6x+5,cuanﬁDE=(—°°,m)
B fD—g0)= 02— T +10y—(x—5)
=x2—8x+ 15 con D N D, = (—,)
e) fx)-gx)=@2=Tx+10)x=5)
=x* — 7x? + 10x — 5x% + 35x — 50
= x3 — 12x2 + 45x — 50, con D, N D, = (—=,x)
f® A -TxF10 _(x-5x—2)
gx)  x=5 x=5

d) =x—2c0n,{xEDfﬂDg|xi5}

fx)

* Sean las funciones f(x) = /9 — x* y g(x) = x determina: f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) - g(x)y Py

Solucién
Se obtienen los dominios de las funciones: Df: [—3, 3], Dg: {—o=, o)y se realizan las operaciones.

f&)+ g&) = 9—x" + x,condominio: D, N D, = [-3, 3] N (—0, ®) = [-3,3]
fx)— g(x) = 9 —x* — x condominio: D, N D, = [~3,3] N (o, %) =[-3,3]
fx)-g(x) = J9-x* -x=x,9—4",con dominio: D; N D, = [-3,3] N(—»,%) =[-3,3]

f® _ J9-*
gx)  x

,con dominio: {x & [—3, 3][x#0} o bien x e [—3, 0) N (0, 3]

3 @2 Sean £ = {(2,3), 3, — 1), (4, =5), (5, =9} y & = {(1, 2), 2, 5), (3, 8), (7, 10)}, determina f + g

Solucién

Los dominios son D, = {2,3,4,5}y = {1, 2, 3, 7}, entonces D= {2, 3}, para calcular f{x) + g(x) se susti-

tuyen los valores del dominio de la suma.
[ +g@=3+5=8
JG)+g3)=-1+8=7
Por tanto, f(x) + g(x) = {(2, 8), 3, 1)}
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EJERCICIO @

Para las siguientes funciones determina:

£ + 200, F() — g0), F) - 20Dy ‘;ﬁ

L f(x) =5, g(x) = —
2. fx) =2 —5,g(x)=2x+5

3f(x)—x’—4x 5,8x)=x2+3%+2

-1 x+2

4f(1)_ =7 =

5= Jx=3 ,2(x)= Jx+4

6. f@) =x+ Jx,g() = Jx

7. f(x) = sen’ x, g(x) = cos’ x

8. f ={(—1,2),(0,3),(1,4),(3,6), (5, D}, g = {(—3,6),(2,8), (~1,10),(2, 12), (3, 14), (5, 16), (6, 18)}
9. f = {(_2’ _5)' (_ll _3)= {U, o 1): (1, 1): (21 3)}: 8= {(_51 s): {_4; ?), {_3, 6), (—2, 5), {— ]_, 4), (u, 3)}

10.f = {(—z—%]x—n—l}. @, [2%](3%]}3 - {(_1,2),{1,0), (= %]}

Dadas las funciones:
fA=x+3,g@) =x2+5x+6,r(x)=x+2,s(x) =x2 = 3x— 10

Determina:
11, f(x) + r{x) 16. g(x) — s(x)
12. f(x) — s(x) 17. fx) - rix)
13. g(x) - s(x) 18. %

8 £
14, o) 19. )

) £, 502
B 2w "
Dadas las funciones:

1 —
fx) = 2 s glx) = 73 y hix) = ;T: , determina:

21, fix) + glx) 24, f(x) — h(x)

&) :

200 25. g(x) - h(x)

23, fx) - g(x) 26. i: ;H!()
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Relaciones y funciones

7, % 20 2. £ - () — gx)
8, @éé-)f-@ 55, T2 “‘;;;‘(")
29.f{x+1)-ﬁ M-m
30, h(x) — g(x) 3. I_L(x}
M) g

gx) fx)

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funcién composicién (Funcién de funciones)

Sean f y g funciones cualesquiera que definen uma nueva funcién, la cual recibe el nombre de funcién composicidén
de fcon g y se denota con:
(fog)®) = f(2x)

y es la funcidén cuyo dominio son los elementos del dominio de g, tal que g(x) pertenece al dominio de f; es decir,
Df's: {x|xe Dsy gx) e Df}
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EJEMPLOS .
-8- .I " Slf = {(1! 2)! {3! 4}! (5! 6): ﬁs 8)} Yy &g~= {{3! 1)! (_l! 3)! (_5! 5}! {_91 2}}; i:l-f.':tfﬂ'llli.l]ﬂ,f';l 8-
2 Solucién

Se determinan los pares ordenados de la funcién g, de tal manera que el segundo término sea el primer término de los

pares ordenados de la funcién f. Los primeros términos, de cada par ordenado encontrado, forman el dominio de la
fimcion composicion.
Los pares ordenados de g que cumplen con la condicién son:

(3, 1), (=L3)(=53)
Por tanto, el dominio de la funcién composicién es:
D, :{=5,—1,3}

El dominio se evalia de la siguiente manera:
Por definicién f ¢ g = f(g(x)), entonces el conjunto solucién son todas las parejas ordenadas de la forma:

(x, flglx))
fg(=5)=f5) =6
fle(-))=73)=4
Re@n=f1)=2
Finalmente el conjunto es:

fﬂ £= {(=56)(-1,4),(3,2)}

2 8 Determinaf e g g of; f of: go g para f(x) =x + 3, g(x) = ﬁ

x x* x+3x—1) 4x—-3
f°g=f{g(x))=f(x_l] i
x+3 x+3

g f=gftN =g +3= Ty = 172

fef=ffeN=fx+3)=Ex+3N+3=x+6

L x
x E— x—1 x(x—1)
g"g=g(g{x))=g(x_l] = A T x—(x—-1) Kx—1) -t
x—1 x—1

Para determinar f = g « hise aplica primero h, después gy, por dltimo, f
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3 @05 flx) =x% g(x) =2x — 1 y h(x) = x — 4, determina f e g o h.
Solucién

(fogoh)x) = flgh)) = flegx — 4N =fRx-H - D =fx—-8—-1)=f(2x - 9)
= (2x — 9 = 4x2 — 36x + 81

4 ®o-giF(x) = [(x+4) —5 ,determina f,gy htalque F= f o goh

Solucién

F(x) = \/(x+4) —5 ,lafuncién dice suma 4, eleva al cuadrado, resta 5 y obtén la rafz.
Entonces se tiene que:

R =x+4 gx)=x2-5 f&) = Jx

De tal forma que (f © g° h)x) = f(g(h(x))) = flglx + 4)) = Ax + 47 = 5) = J(x +4)* =5

EJERCICIO 10

Determina f ¢ g, go f, f ©f y g° g para las siguientes funciones:
Lf=%2—5%-2 y g=2x—3

2f0=x y g®=x

Jf=4 y gx=2

4f)= -5 y gw= ¢ +5

S =x+2x+1 y gx)=x-1

-1 1
6.f0="13 v ew=1

T.fxy=log(x—2) y gx)=x-2

- 1
=50y aw= [EH
9. ) = (2.9, 3,6, D, 6.} ¥ 80 ={(1,2), 26,4, ¢,5)

10. fx) = {(1,1),(2,4), (3,9, 4, 16)} y g®={(-21),(-12),(0,3),(1,4)}
1L f&y =4{0, D, 1,3, (=1,-1), (-2, -3} y g&x)={G.0).(-2-2),(,-D}
Encuentra f de manera que (f © g)(x) = F(x)

12, g(x) = i’:—: i,
B.ogx)=x—-1 y Fx= .x—1
Mgw)y=x y Fa)=mx*+b
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15.g(x)= &' =1 y Fx)=x2-1
1-2x
p o

1
16.g)=_ y Fx)=
Determina f ¢ g h

17. f) =x% g(x) =3x y h(x)=3x—1

18. fx) =x glx)=1—-x vy hix)=dx?

19. fx)= Vx ,g)=2%—-5 y h@®=x-2

2. fx) =x% glx) =senx y h(x)=x-2
1

1
21, fix) = ;,g{x) =iz Y h(x) = cosx

2. fix) =log x, glx) = 10* y h{x)=senx

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funciones par e impar

© Se dice que una funcién f es par si: f(—x) = f(x).
© Se dice que una funcién f es impar si: f{—x) = —f(x)

1 ®%° f(x) = x2 — 4 es funcion par, ya que

EJEMPLOS .
5

s = (-4 =2~ 4= f0).
2 ®°° 3 = 353 + 4xes funcién impar ya que:
F=2) =3(=3P + 4(=2) = =35> — dx = ~(3* + &%) = ~f()

3 ®°° f(x) = x> — x? — 5x + 2 no es par ni impar, ya que:
fER =2 = (P =5 +2=- -2+ 5%+2=—(G*+x*-5x -2
=) #fG) y [0+ —f@x)

Observaciones:

Si f y g son funciones pares y h y rfunciones impares, entonces se cumple:
L f-gespar

1L f - hes impar

ILA -res par
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Relaciones y funciones

EJERCICIO 11
Indica si f es par, impar o ninguna,

Lfa)y=x*—x 9. f(x) = (x + 1) + x*
2. f)=x*—6x2+8 10. flx) =x% — 2x

3. flxy =x3 11, flx) = x* — 2?

4 fy=—-x2+2x—4 12 fx) = i-;—;-;

5. /() = (x =2y 13. flx) = % — 2x

6. /=" 14 0 = {7+

7. f) = ¥ =9 15. fx) = = ;,2‘

8 flx)= 9-x

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funcién inversa

Sea f una funcién inyectiva con dominio A y contradominio B; la funcién g que satisface f(g(x)) = x,se llama fimcidn
inversa de f yse denota f~'(x)con dominio B y contradominio A.

EJEMPLOS
=21 ¢ Determina 1a fimcisn inversa de f(x) = x* — 3.

Solucién

f@y=x*=3
Al emplear la definicién

W =x C@P-3=x  (F@P=x+3  f@=x+3

Y 4
fx)=x-3

fw=¥x+3

X

Observa que f'(x) es un reflejo de f(x) sobre la funcion identidad ¥ = x.

Comprobacidn:
e =f(fx+3)=(4x+3) —3=x+3-3=x

Otra forma de obtener la funcién inversa es resolver la ecuacion para x dejdndola en términos de y, se intercambia
xpor f~(x), y por x.
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2 ®°° Determina la funcién inversa de f(x) =3x — 12
Solucién
fy=3x—-12sy=3x—12—>y+12 =3x—+§ +4=x

Se intercambia y por x, x por f~1x): f~(x) = g‘ + 4

Comprobacién:
FU@)) =f(§+ 4]=3[§+4] —12=x+12-12=x

3 @ Determina la funcién inversa de f(x) = x2

Solucion
La funcién no es inyectiva, por tanto, no tiene inversa.

Propiedades

Si f es una funcién con inversa f ', entonces

© El dominio de /! es el rango de f y el rango de /™! es el dominio de f.

O (fesfHmy=x(feflix)=x

© f~lesinvertible y su inversa es f,

© 8if es una funcidn real entonces la grifica de /™' es el reflejo de f sobre la funcién y = x

EJERCICIO 12

Determina la funcién inversa (si es posible) para las siguientes funciones:

1. f(x) = x 9. f() =(2x - 5
2.fy=2x—-5 10. fx) = Ja4—x* ,x [0, 2]
3. f)=x=9,x e [0, =) 11. fix) = Ix+9

4. f@0) =x2+ I +2 12. f(x) = 2;4_3

5 f=x° 13. flix) = Jyx* —1,x e [1,0)

-1

6. f(¥) = x° 14, fory = :1

7.f0) = x%,x € [0, ) 15.f0) = (75

8 fx)= 3—x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Funciones trascendentes

Funcién exponencial
Es una funcidn de la forma f{x) = a’,ccmdominion:x e (—=, @)y rango y € (0, =) (sia = 1, entonces el rango

es {1}) y basicamente existen tres tipos:
¥Ya Ya Ya
_-r—"-'.. P [ =
% X X
fy=d,ax>1 fxy=d,0<a<1 fey =1
EJEMPLOS
X }h @ Obtén las graficas de f(x) = 2° y g(¥) = 27
é ~ Solucién

Se hace una tabulacidn para cada grifica y se obtiene:

= 1 £ X
fg=2¢ 3 5 5 1 2 4 8
- - i il
agl¥) =2 8 4 2 1 5 4 3
¥a ¥a
] N [~
ey =2* £ =2 X

Una de las funciones exponenciales mis comunes es: f(x) = &%, con ¢ =2.71828

YJI.

H“’
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2
2 .‘"UJténlasgréﬂcnsdcy=e_‘,y=e"+2,y= —ef,y=—efy=—g*

3
Solucién

Mediante reflexiones, desplazamientos y alargamientos de una funcidn se obtienen las siguientes grificas:

- ¥ Ya
\ |
e . w——
X e .
X
y=g ¥ y=€e+2 y=—¢
Ya ¥s
—l—l-\_\_\_\\ Fx /__'_,_\—l—'—‘_‘ x
{
\. ,r
| {
y=-¢ y=—e&"

La fincidn exponencial f(x) = a* es inyectiva (ya que es creciente), por tanto, debe tener inversa, la cual es el
logaritmo con base a. Un logaritmo se define como el exponente al que se eleva un niimero llamado base, para obtener
cierto nimero, de tal forma que aplicado a la funcién exponencial queda:

¥ =a* entonces log,y = x,y >0, por tanto f~'(x) = log,x

De lo anterior, se define la funcidn logaritmica como:

g(x) =log x Dominio: x e (0, =), Rango: x & (—®,x)

r.ﬂ.

(1.0
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Pasa por el punto (1, 0), porque log, 1 = 0 ya que a® = 1, es creciente y tiene una asintota vertical en x = 0
Por ejemplo, las grificas de las funciones: f(x) = log, xy g(x) = log x son:

Y
fx)=log;x

g(x)=log x

X

Por otro lado In x = log, x, por tanto, si f(x) = e*entonces f~'(x) = In x

Y flxy=e

o mE
;

-
-
-

c

MN=inx

EJEMPLOS
% 1 % Dotormina ta gréfica de y = log(2x — 5),

2 Solucién
Se determina el dominio; recuerda que log, N = a,entonces N > 0:
2x—-5>0—>x> g axs(g.m]

5
Se traza una asintota en x = 3 y se desplaza la grifica y = log, x

Ya

49



1 Carituic

CALCULO DIFERENCIAL

2 ®9 Deermina la grifica de y = log(x — 3) + 2.

Solucién
Se desplaza la grifica de y = log x dos unidades hacia arriba y tres a la izquierda

Ya

Funciones trigonométricas

Para la grifica de las signientes fiunciones trigonométricas se utilizardn por convencidn valores en radianes para x.

Y4 Y

1 y=cosx

ANWAY NAWAW
VERY R AV

Dominio: x € (-,%)

Dominio: x€(-w,)

Rango: yE{—l ,1]
}r YJL

Dominio; xEREx#-(-Z—f:T-:!E,nEZ} Domin.io:{tERlx#m,nEZ}
o Rango: yE(—mrm)
Rango: yE(—m,m)
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Las relaciones y = csc x, ¥ = sec x

Y& Ya

L y=escx y=secx:

L 4
¥

X ol | orlm X

mlﬁ'“
A

Dc;minj;.'{xERlx;m,;;EZ}

Dominio: {x€ Rlx #in:rt,nEZ
Range: y E(- 00, — I]U{I,m) 2

Rango: yE (m 00, — 1] U {I,m)

Ejemplo
Determina la grificade y =2 senx + 2
Selucién
La funcién f(x) = sen x se alarga 2 unidades verticalmente y se desplaza dos unidades hacia arriba, obteniendo la
siguiente grafica:
Y
SR
2 1 2 3
EJERCICIO 13
Obtén la gréfica de cada una de las siguientes funciones:
1. flx) = 3* B.flx)=1+1logx
2. y=37 9. f)=2+In(x+ 1)
3, y=3"-3 10. flx) =3 cosx — 2
4 flay=e"+1 11. flx) = —2senx + 1
5./=1-¢ 12, f(x) = —tan x
6. fx)y=e*+2 13, flx) = —2secx + 1
7. f(5) = In(x — 2) 14, f(x) = sen (x + %]

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Las funciones como modelos matematicos

Como se afirmé al principio del capitulo, las funciones representan modelos para resolver problemas de la vida real.

EJEMPLOS .
1 ®%° La altura de un recipiente cilindrico es el doble que el radio de su base, expresa el volumen del cilindro en funcién
e su altura.
Solucién
volumen de un cilindro es:

V= ﬂ-rzh //—{—_—_\‘-\

Puesto que la altura es el doble del radio de la base, entonces:

h=12 B
=2Zr—pr=g
h h=2r
Al sustituir r = 5 en el volumen se obtiene:
hY h’ ah’
N PLR B i _
V—'.lrrh—qr[g] h=m= a h= 2
Por consiguiente //-————;—-\_\
Vi) =
2 8o perimetro de un rectingulo es de 26 unidades, expresa el drea del rectingulo en funcién de su largo.
Solucion
Se establecen las dimensiones del rectingulo:
x: largo, y: ancho
H perimetro es
x+2y=26—>x+y=13
y=13 —x x
drea del rectingulo es
A=xy
¥ ¥

Al sustituir y = 13 — x, se obtiene:

A=x(13—-x)=13x—x?

Por consiguiente,
A() = 13x — 22

52



CariTuO 1§

Relaciones y funciones

3 @ na persona tiene una pared de piedra en un costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar y
desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados. Expresa el drea del corral en términos
del ancho de éste.

Selucién
Sean x y y las dimensiones del corral donde,
x: ancho del corral, y: largo del corral

Entonces,

A,
TR
-t“\:“ AR

2x+y=1600—-y=1600 - 2x
el drea del rectingulo estd dada por:

A=xy

-
-
-
-

Al sustituir y = 1 600 — 2x, se obtiene:
A(x) = x(1 600 — 2x) = 1 600x — 2x*

m
4 8-y globo asciende desde un punto con velocidad constante de 1.5 PR 30 m del punto del despegue se encuentra
wma casa. 5i7es el tiempo en segundos, expresa la distancia que existe entre la casa y el globo en funcién del tiempo.

Solucién
Seav= % ,entonces d = v, donde, des la distancia, v la velocidad, f el tiempo.

Al transcurrir ¢ segundos el globo sube 1.5 fen metros; entonces se aplica el teorema de Pitdgoras para obtener:
3 2
=t| +30)
(3] +co0
9
p SRR
d 2! + 900

J9t2+3600
d= S

d= §,ﬁ2+4nu

d2=(1.517 + (30 = 4°

]

Por tanto:

dit) = %,Jrz + 400
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EJERCICIO 14

1

10.

11

12,

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. El drea de la base de un cilindro es de 40 7 m?. Expresa el volumen en funcién de la altura,
2.

Fluye agua por un tanque cénico de 10 m de radio y 25 m de altura. Cuando el nivel del agua estd a una altura
de hy radio r, expresa el volumen del agua en funcién de la altura,

. Si el ancho de un rectingulo es la quinta parte de su largo, determina el perimetro en funcién de su drea.
. Dada una circunferencia de radio r, precisa el 4rea de la circunferencia en funcién de su didimetro d.
. Se inscribe un cubo de arista x en una esfera de radio r. Expresa el volumen de la esfera en funcion de la arista

del cubo.

. Al graficar la recta, cuya ecuacién es 3x — 2y + 6 = 0, y trazar una linea vertical paralela al eje ¥ en cual-

quier punto sobre el eje X se genera un tridngulo rectingulo. Expresa el drea de dicho tridngulo en funcién de
la abscisa x.

. Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de 2.5 m de altura y a cada extremo del

cilindro van unidas dos semiesferas de radio r. Expresa el volumen del tanque en funcion de r.

. Se inscribe un tridfngulo equildtero de lado xen una circunferencia de radio r. Expresa el drea de la circunferencia

en fimcidén del lado x,

. Se inscribe un rectingulo en una elipse cuya ecuacién es 9x2 + 16y% — 144 = 0, Precisa el 4rea del rectdngulo

en funcion de la abscisa x.

Un cartel de base x y altura y tiene un drea de 540 cm? con margenes de 2 cm a los lados y 1.5 cm en las partes
superior e inferior. Expresa el drea impresa en funcién de la base del cartel.

Desde cierto puente de la Ciudad de México un peatén observa un automévil que viaja a 18 m/s en una avenida
perpendicular al puente peatonal. Sites el tiempo en segundos, determina la distancia entre el peatdn y el automévil
en funcidn del tiempo, si la altura del puente es de 4.5 m.

Una lancha es remolcada con un cable hacia un muelle. El cable es enrollado a razén de 0.5 m/s y la lancha se
encuentra a 2 m por debajo del nivel del muelle. 5i ¢ es el tiempo en segundos, expresa la distancia que le falta
recorrer a la lancha hacia el muelle en funcidén del tiempo.
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CAPTULO D

LIMITES

El nimero e

| nmero e llega por primera vez a las

matematicas de forma muy discreta.

Sucediéen 1618 cuando, en un apén-
dice al rabajo de Napier sobre logaritmos,
aparecié una fabla dando el logaritmo na-
tural de varios nimeros.

Briggs dic una aproximacién numérica al
logaritmo base diez de e sin mencionar a
e especificamente en su rabajo.

En 1647 SaintVincent calculé el rea bajo una hipérbola rectangular,
pero no encontrd la conexién con los logaritmos, en 1661 Huygens com-
prendi6 la relacién entre la hipérbola rectangular y el logaritmo. Examiné
explicitamente la relacién enire el area bajo la hipérbola rectangular
yx = 1 y el logaritmo.

lo notacién e aparece por primera vez en una carla que le escribiéd Euler
a Goldbach en 1731. Euler hizo varios descubrimientos respecto a e en
los afios siguientes pero no fue sino hasta 1748 cuando Euler dio un tra-
tamiento completo a las ideas alrededor de e.

Demostré que:

= Lo o J o TNl _ 1y
e=1+ 1 - a0 + 3 +4! + .= Ei’l(”;]
Euler dio una apreximacién de e con 18 decimales,
e =2.718281828459045235

Leonhard Euler
(1707-1783)
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Definicién intuitiva de limite
Si al aproximar x lo suficientemente cerca de un mimero & (sin ser @) tanto del lado izquierdo como del derecho, f(x)
se aproxima a un nidmero L, entonces el limite cuando x tiende al nimero a es L. Esto lo escribimos:

lim fix) = L

Donde 1a notacién x — a se lee “x tiende a a”, para decir que: “tiende a a por la izquierda” se utiliza x — g, para
decir que: “x tiende a a por la derecha” utilizamos x — a ™, de tal forma que:

Si Eﬁx} = EEf(x) = Lentonces lin:f(x) =1

Es decir, si los limites laterales existen y tienden a un mismo niimero L entonces el limite cuando tiende al mimero
a es L. Para que el limite exista no se necesita que la funcidn esté definida para el niimero a, basta que esté definida
para valores muy cercanos,

EJEMPLOS
X 1 ®% Deermina el limite cuando x tiende a 3 de la funcién (x) = xx—__:
T Solucion

La funcidén no estd definida para x = 3, sin embargo, podemos evaluar la funcién en valores muy cercanos por la
izquierda y por la derecha. Por otro lado graficaremos la funcién utilizando la simplificacién:

(x+34x-3)
x—3 I

es decir, graficamos la recta f(x) = x + 3 con la restriccién x # 3 donde se formard un hueco.

Jx)y = x+3

29 ;

: 59 1

299 599 i stz ]

2.999 5999 il i i i

2.9999 59999 :_ ' ¥
A

3.0001 60001 . I : -

o - 2 N

301 601 T

3.1 6.1

Se observa que para valores de x muy cercanos a 3 por la izquierda (2.9, 2.99, 2.999, 2.9999), f(x) tiende a 6,
lo mismo pasa para valores cercanos por la derecha (3.0001, 3.001, 3.01, 3.1), es decir:

lmf)=6 y lmfex)=6

por tanto ]I.f_.[[!lf{x) =6

56



CARITULO 2

[Imites

2 @i fix) = [3.x+14 si x<-2

12 di x> —p determing 1o £
Solucién
Graficamos la funcién y evaluamos en valores muy cercanos a 2.
¥
. Al
=) 7.7 7T
-2.01 7.97 T
54
—2.001 7.997 il
3_-

2

~1.999 3.999 : \

—1.99 3.99 = —t——1 i F—t—T—
—3-2-1 12 4 X

19 39 T

Aqui tenemos que: ‘_].Elle fxy=8 y ll_ig{f{x) =4

entonces ‘LfEI::l_ fx)# ‘_]I'E:l* f(x) por tanto !‘f_l'lélﬁx) no existe

3 @+ Deiermina 1im 220
0 g

Solucién

Evaluamos con valores muy cercanos a 0 por la izquierda y por la derecha. Observe que la funcitn no estd definida
en & = 0 y que los valores serdn tomados como radianes.

(] f(e)

—0.005 0.999995833
—0.004 0.99999733
—0.003 0.9999985
—0.001 0.999999833

0.001 0.999999833 _
W W
0003  0.9999985 e

0.004 0.99999733
0.005 0.999995833

Tenemos: l.imsa;a=l ¥y ]Imse.;GZI
0" @ R
senfl senfl senfl
entonces HT—EET—IPOHMM HT_I
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4 @ Purg 1a funcién f(x) mostrada en la figura determina: a) lim f(x) y b) lim f(x)

¥
5
5 N
F4 ot T
23456 x
Solucién
a) Calculamos los limites por la izquierda y derecha
lim fix) =4 y limf(x) =4
los limites laterales son iguales por tanto lim f(x) = 4
b lm ) =4y lim fix)=3
los limites laterales son diferentes, por tanto lxi_'n!lf(x}nu existe
y4
5
4-£= [
1T s :
T :‘1‘
AarHdR-FTF
F 1 T = e
i 4 il L
T |I I ||
| i >
| ? 3 4 5 6 X




CARITULO 2

EJERCICIO 15

1. 1&::1{;’ —3x+1)

3, 1fm 23
_t—ﬂx —g

X =5x+6
MR

4, 1tm 1=C08%

x=0 X

o g A
=0 sen x

La gréfica de una funcién f(x) es la siguiente:

pe

Utilzando una tabla con valores muy cercanos al valor que tiende el limite, calcula:

[Imites

-]

- R L e R O

|
A
|
=
1
L)
1
b3
—

v

k43,

De acuerdo con ella determina:
6. lim f(x)

7. lim f(x)
8. imf(x)
9. Limf(x)

10. lim f(x)
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Definicion formal de limite

A continuacién se presenta la definicién formal de limite, la cual también es conocida como definicién £-8

(epsilon-delta).
El lim f(x) = L, si para todo £ > 0 existe un & >0, tal que:

Si0 < |x — a| < 8,entonces |f(x) — L| < &
Dicho de otra forma, ]ﬁ_.I:f(X) = L, si para cualquier mimero Y4

positivo elegido &, por pequefio que sea, existe un mimero positivo
&tal que, siempre que 0 < |x — a| < S entonces | f(x) = L| <&

=]

,:' a-8x=aa+é ;

La definicién nos dice que para lim f(x} = Lexiste un nimero & > 0 lo suficientemente pequefio para un niimero
£ >0 dado, tal que todo xen el intervalo (@ — 8,a + 8)con excepcién posiblemente del mismo g, tendrd su imagen
Sfix)enel intervalo (L — &, L + £). Observa que para un 8, << 8 para el mismo &, la imagen de un valor x en el intervalo
(a — 6,,a + ) estard dentro del intervalo (L — &, L + &) lo cual sélo cambia si tomamos un valor de epsilén distinto.

EJEMPLOS *
-g_ ] @ Demuestra que lim (2x — 1) =5
i§. Solucién

Para un & > 0, se quiere encontrar un § >0 tal que siempre que 0 < |x — 3| < & entonces:
2x—1)—5|<e
de donde
K2x -1 =5|=Px—6l=Rex -3 =[d k -3 =2k -3 <e

entonces |x — 3| < g,porloquebastacscogcr.ﬁ: %p&mqueﬂﬁlx-a]c: g

Comprobacién
Para0 < |x — 3| < % tenemos que
h—ﬂ{%
2k -3 <e
[2c —3) <&
[2x - 6| <e
k2x—1)-5|<e
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3 oo

Limites
'—5x—6
{ T L ]_{mxi =
2 Demuestra que L 7
Solucién .
8i0 < |x — (—1)| < Sentonces w—{—?){q
x+1
de donde
xz—Sx—ﬁ_'_? _ ¥ =5x—6+7x+7| _ |3 +2x+1|
x+1 x+1 | | x+1 |
_ D _
o S PR e P

por tanto seescoge 8 = &

Si ]i.‘_[.li'l(z — 3x) = —1y £ = 0.06, determina el valor de &.

Soluciéon

Se aplica la definicidn y se obtiene:

8i0 < |x — 1| < 8, entonces |2 — 3x) — (—1)| < e,donde [3 —3x| < &
Bl - <e
g

1 —x|< =
h-s<q

Pero |1 = x| = |x = 1|, por tanto, |x = 1| < g y el valor de Sestd determinado por:

5= % < ? =0.02
EJERCICIO 16
Demuestra los siguientes limites:
I lim(3x+4)=10 6. lim(2x—1)=0
3
2, lim(2x—5)=-3 7. lim(1-3x)=7
2—
3, lim(5—x)=8 g 2.y
a—=3 =1 x =7
s 135..(%”1]:1 9. lim 2a—3x)=8a
T—5x+4 1 11
Cim T2 T o g 10. lim| = —3x |=——
5 o 0 £(2 3x] 2
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Obtén el valor de & o gen los siguientes ejercicios:
1. Si liml{Sx —2)y=-5 y £ =0.03, encuentra el valor de &

12. 8i lim(5x+1)=—1 y & =04, determina el valor de &

13. Si lfm (2x+7)=7 y & =0.05, obtén el valor de §

14, 8i lim(3+2x)=2 y & =08, jcudl es el valor de 57

2

15. Si ]I_tg{Sx—?}=—l y 8 =0.06, determina el valor de £
16. 8i lim (2 —7x)=-5 y & =0.0014, obtén el valor de £
x4

17. 8i im(5x+2)=3 y 8 =005, encuentra el valorde &
xg

8. Si lIu;l‘(Qx+1}=% y & =0.001, ;cudl es cl valor de &?
4

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teoremas
Si f(x)y g(x)son funciones, c una constante y n niimero real, entonces:
I. imec=c¢

2. ]Ix_tgx =a

3. limc- f(x) = ¢ - lim f(x)

4. lim [fix) = g()] = lim f{x) = lim g(x)
5. lim [fix) - g()] = lim f(x) - lim g(x)

fxy _ limfG)
6. ]Il-['gg(x) Eﬂ;ﬁ con li_tgg{x)aéﬂ

7. tim () = [tmf|
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[Imites

Limites por evaluacién

El limite se obtiene al aplicar los teoremas anteriores y evaluar el valor al cual tiende la variable en la funcién propuesta,
como se muestra en los signientes ejemplos.

EJEMPLOS
-ﬁ_ 1 ®# ytiliza los tcoremas anteriores y comprucba que el E{f +3x—-4)=6
i.§- Solucién
Se aplican los respectivos teoremas, se evalia el valor de x = 2, y se demuestra que:

lim (¥* +3x—4) = lim #* +lim 3x — lfm4 = (mnxr +3limx ~lim4 = 2P +3@2) ~4=6

x—1

3
3

2 @e-g; _ 3= 2x .
Si flx) T2x" determina el valor de lim f(x)
x—pE

Solucién
Se aplican los teoremas y se sustituye el valor de x para obtener el valor buscado:

lim(3-2x) lim3—lim2x  lim 3—2limx 3_2(1]
3-2x _ g _ 3 =g _ =+ 2} 3-1

ol 342x  Iim(3+2x)  lim3+lim2x  lim3+21lmx 3+2(1] 3+1
HE a—h— x—— x—— 2

-
4 2

A==
2 2 2 2

Estos teoremas nos permiten hacer una sustitucién de la variable independiente por el valor al que tiende el limite.

4
R ** 5:109 = 27— +encuentea ol valor do. Ui f(3)

Solucién
Se sustituye el valor de la variable independiente y se obtiene el limite:
4 4 4

=~ -4 1-4

ol

El limite no existe, ya que la divisién entre cero no estd definida,
e
4 ®+- oven el 1im ¥
=3 2x+1
Solucion
Se sustituye x = 3 y se realizan las operaciones:

i V9= F _N9-GF _ -9 o i
=

= 2x+1  2}+1  6+1
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EJERCICIO 17
Determina el valor de los siguientes limites:
d4z4+3
L. lfm(7—2x) 12, A+
X*+3+4
—y— lim *—F—
2. lim(4x* —2x—6) 135 ==
3. lfm(6—3x) 14; Mg 2t
x——4 z_,%24-;—5
2
x -9
3 lim ———
4.']_.?:5 8+t 15. e 3x+1
2+,y*+3
5. m\722 +14z -7 16, fm ZTNY T
242 = y—1
senx+1
6. lfm(x* —8)(4x—8) 17, tim =2
2
7. m@E—35) > x~ 18, 1 S8
f 6 57 Tt 2
4
1 1 x+1P -2
o bm 2+ =) x—= 19, lfim —— —
$ ﬁ;(“ 5)-3) - e
2 Z
9. ]Im(3+lIr2—i] 20, thn 215
4| p 2 r x=+h x+h
tan x
10. 15_5.21,!43F 2y 21. El:fscn’x

1L Hm(3=yNy* -9

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

limites indeterminados
Son aquellos cuyo resultado es de la forma

=1r=]

Ejemplos
Se sustituye el valor de la variable independiente en cada caso y se realizan las respectivas operaciones, para obtener:

gl e e o
32 -6 2(3)-6 6-6 0

5 x-1 J1—1 Jo 0

]f#.'lxz 224l (P -2)+1 1-2+1 0

i 25 0500
y0 27 — 3yt 2(0)* = 3(0)* 0

A Hm\;x2+s—3 _J@*+5-3 _ -3 _o0
Cowz x=2 2-2 0 0
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[Imites

Se observa que los resultados son de la forma o 'Pr consiguiente es necesario eliminar la indeterminacion.
Una indeterminacién se elimina al factorizar o racionalizar (de ser posible) la funcidn, para después simplificarla

y obtener el limite.
Casos de factorizacidn:
a) Factor comiin ax" + b = x"ax +b)
b) Diferencia de cuadrados a—b = (a+bla—-b)
¢) Trinomio cuadrado perfecto a £2ab+b = (axbh)
d) Trinomio de la forma X +(@a+bx+ab = (x+a)x+b)
€) Suma o diferencia de cubos a b = (axb)Xa Fab+b")
f) Faciorizacién de ¥a — b ifp—%@?-a-—iff:f——r
al+a?h?+ 57
g) Factorizacidn de 5."'5+{-f5 %4‘{'{5:%
ai—agibi+p?
h) Factorizacién de ¥a — b I N el S—
a5+a 5b'5 +a-5b'5 +a Sb-ﬁ +b 5
i) Factorizacién de 4a — b P L —
a" +a"b"+a b "+...+ab" +b
EAEMPLOS =
2 4
1 e 1 1 3x" +5x
_% e o =72
w Solucién
Al sustituir x con 0 en la funcidn, el limite se indetermina:

3 +50 0P +50)¢ 00

=020 +6x =78 20 +60) =70 0
Para eliminar la indeterminacién se factorizan el numerador y el denominador con la aplicacién del factor comiin:

3x* + 52 2(3+5xH)

220 +6x =72 T 2 +6x =715

Al simplificar la expresidn se obtiene:

34 5x7
2+6x5° —72°
Luego el limite es:
3 +5x 3+5x° 3+ 5(0)° 3
_ AT g - —.2
=0 202 + 63t — ' =0 24627 =72 2460 —-7(0F 2
Por tanto,

3x" + 5x°
a0 237 + 6x% — Ta®

3
2
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o 2
2 @« Determina el 1im 3%
=12 x+2

Solucién
Se sustituye el valor de x = —2 en la expresitn:
4-x 4= _ 4-4 0
=2 x+2 -2+2 -2+2 0
Se factoriza el numerador con la aplicacién de la diferencia de cuadrados:

d4=x" = 2+ x}2-x)

Se simplifica y sustituye para obtener,

— 2 —
lin 22X, g @D _ o ) =8 =
=2 x4 2 a1 x+2 x==1

Por consiguiente:

3 @°- Calcula el valor del 1fim 22— 221
oy —4y+3

Solucién
Al sustituir y = 1 se verifica que existe la indeterminacion:

Y =2y+1 _ @O?-20+1 _1-2+1 0

Py —dy+3 (P —4D+3 1-4+43 0

Al factorizar el rumerador (frinomio cuadrado perfecto) y el denominador {trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab),

s¢ obtiene:
Z 2
) e (6 DT, o S o e
lim = lim = li e =i =)
iy —dy+3 H{y=3Ky-1) y-3 1-3 2
Finalmente, el resultado es:
y2—2y+1 -0
1y —dy+3
3
T . X _8
4 [htemael].{—?z]—.—.ﬁf—a.x—z
Solucion
Al sustituir x = 2 se observa que existe la indeterminacién:
x—8 2y -8 §—8 0
lfm = > = — 2 _ =
=22 —3x—-2 22 -32)-2 8-6-2 0O
Se factoriza la diferencia de cubos y el trinomio de la forma ax? + bx + c.
X =8=(x=2)x"+2x+4), 27 =3x=2=(x—2}2x+1)
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[Imites

Se simplifica, se sustituye y se obtiene el valor del limite:

-8 G-+ X +2x+d | P +2)+4 12

I
2 —3x—2 =2 (-22x+D) =2 2x+1 2(2)+1 5

Por tanto:

£-8 _ 12

limiz_ = =
=2 2yt =3x—2 5

2—
5 ®¢: Culcula ol valordel 1fm —* —4
X2 3_ x+?

Solucion

Se sustituye x = 2 en la funcién:

F-4 _ (-4 4-4 0

fm—> % = = =
23— Jg+7 3-2+7 3-3 O

Se racionaliza el denominador de la funcién, multiplicando por 3+ ,/x+ 7, que es el conjugado de la expresién

3= Jx+7:
=4 3+ x+7 (x’—4}(3-+‘,|'x+?] ~ {x’—4){3+.l.'x+7] ~ {f'4){3+~fm]
3-Jx+7 3+Jx+7 {3)2—(Jm]2 - 9—(x+7) - 2—x

Se factoriza x2 — 4;

e —4}{3+Jx+7]={x—2){x+2}{3+\#x+?]=—(2—x)(x+2}(3+dx+?]

2—x 2-x 2 =x

Se simplifica la expresion,

_(2—1){x+2)(3+\.l'x+?] _ —{x+2)(3+ x+7]

2—x

Se calcula el valor del limite:
x2—-4 g s g
Em = E]él[—(x+2)(3+..fx+?]]— @+2(3+,2+7) = —(4)(3+3)=-24
Por consiguiente, el resultado es:

2 —
g T4
x—+2

= 24
3I—Jx+7
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e
6 ®¢- Dxicrmina lim L2
x=2 x—z
3 -3
Solucién 2L (35-43)
x=2 x—z Jt—b!x—z
=lim L i JII-_IQ 27
P2x=2 x4 xB2 400
=1lim ,,1,_.
=2 0084 x93 4073
_ 1
2% 4 2% .25 4 o4
1
273 427 427
_ 1
3-2%
1
332
1
33a
P -2
Por tanto lim =
g =2 x=2 334
EJERCICIO 18
Determina el valor de los siguientes limites:
3x+ 2x° y+h
1. Ii 8.
0 5%+ 6x° By
i P 2 2 __
g 20 B g fl o
ho0l h =k =2 4 —x
3 % i
3. ]Imm 10. 1im 2%
ey =y = a—w
2 ;o i
4. ]Imﬂ 11. ]Imw
0 cx® +dx =7 z=7
o =1 n=2 2
s. Hme " +_¢:-x 12 1im xz +6x+9
20 2x" —6. =3 x4+ Tx+12
6. ]fmzz;l 13. ]Imzk;l
7 —1 i b —4h+3
— z_
1. 9x* -4 14, ]fm_.i
=% 3x—2 =5 " +2x—15
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31. lim

32,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

15.

16. lim

17. lim

18, lim

19.

21,

lfmvz —26v+8
v Qyt =By

¥ —8x+15
=3 37 = Tx+12

4 +4h-3
s 2h-1

Ix—-2
Hg Ax*—11x+6

Ow? + 9w —4

) e d
e W w

2y* =15y +18
e 3y =17y —6

z—
Hmi!.xz 13x+15
=5yt =x =20

9x” —1
m—
H—;6x1+51+l

ltm y+1
=1yt 41

3
fms}l 1
sl 1—=20

z
27x* -8
x—i% 912—4

2

lim ¥ +35w+6
=2 W +8
ﬁnﬁd-x’—l
tdxt =57

4

Jx+3 =2
lfmx—

x—+ x—l

+ 2

Wi —2
=2 y+3 -1
lim Jw
Wil :;w+3 —53

dx'+3-2
J—h—’a— Qx_l

2

x—5
lim ————
r

69

33,

35,

37.

41, 1i

47,

[Imites

4227 117 - 12x+ 36
lim S :
4 X =2 —x+2

- x—x'—4x+4

=137+ 63" +5x =12
¥ — 6y +12y—8

2y —4y +16y—16

33 -
Ifm x+5—-2
i =1
-

lim

Yox*+4 -2

m
3

1y T

32

Hm,‘fx+h—ﬁ";
a0 ,."x+h—~.."';

I Jx+7 —{f'-‘l-x +19

=4 x=2

3 -
ltm x+6-=2

=2 3fx—1-1
2x+3-1
=e x4




2 Capituio

CALCULO DIFERENCIAL

limites cuando xtiende al infinito
Sea una funcién f definida en el intervalo (a, =), Si se tiene que:

lim f(x)=L

entonces significa que los valores de f{x) se aproximan a L tanto como se quiera para una x lo suficientemente gran-
e, sabemos que © no es un mimero, sin embargo, se acostumbra decir “el limite de f{x), cuando x tiende al infinito,
es L”,

Cuando en una funcién x — =, se busca la base de mayor exponente y ésta divide a cada uno de los términos de
la funci6n, después, para obtener el valor del limite, se aplica el siguiente limite:

lfmi,,mﬂ ,con ¢ constante

X x
EMPLOS 7 e
EJ Encuentra el lim w
'8. 1 @e- s fx’ +2x—1
i Solucién
La base del término con mayor exponente es x %, por consiguiente, todos los términos del numerador y del denominador
se dividen entre esta base:

25
m2x2—3x+4=l kT
mufy’ +2x—1 HWE E_l

2 2 2

3x+iz-

XT X
Se simplifica y aplica el teorema para obtener el limite,
3. 4 3 4
2242 w3 mS +lim
Wi e s LWL
WS W o0 o 9 3
x x 4w amm oy ey

2 —3x+4 1
Et} i i te., im—— = =
e e +2x—1 3

2 —
Determina ef 1m0 —>
7 ®e- = 2x 43
Solucién
La base del término con mayor exponente es x, por tanto, se dividen los términos entre esta base y se simplifica la
expresidn para obtener el valor del limite,

\9x* =5 9x* —5 5 5
N — 2 J9‘—z lim 9 — lim —
A " = 1lim X = = | X ¥ ui X
e Bl P BN A g3 B g0 i 2l 2
X X x X—$00 Z—m

_#-0 _3 _3

240 2 2




CARITULO 2

limites
3 @« Dxiermin of resultado de lim S22
x—m y + 2
Solucién
Se dividen todos los términos entre x*, se simplifica y se obtiene el valor del limite.
x 2 iy 2 3 2
X S += lfm-=+lm=
3~:+2 = x: P il B o gt OED D g
X x° x Lo e
Finalmente:
3x+2
lfm =
ww x¥ 42 ¢

Siobservamos la grifica de la funcidn exponencial f(x) = e*, tenemos que cuando x — —ss, f(x) tiende a cero

T fw=e

Y

entonces Jl_l"t_nmf(x) = }_,ﬁ_an =0
esto cumple también cuando tenemos la funcién g(x) = a* para a >0, es decir

lim a" =0 paraa>0
Por otro lado, si tenemos f(x) = ¢ %, tenemos que cuando x — =, f{x) se aproxima a cero.

f=ex |

"y

entonces lim e™ =0
También se cumple lima™* =0 paraa > 0
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EJERCICIO 19
Obtén los siguientes limites:
2 T 2
i Hip a8 T T e ' M
e dx+ 3 i h
5 4, i it B
pm oyt =5y +2 - 4 — by
2 —
i 12, lim ——
wom S+ 4w + 1 A Y|
Sh* =2k +3 (3x —2X3x+1)
4, lfm2 —<=t T2 13; lfin or“RET Y
w32 30 + 21 +h o 2+ TXE — 2)

5. lfm w T o A .
me\ 23745 et 27
e R, - x !
6. Hmim 15. h-ﬂ
= 2x+1 e

2
3+——3y" “
7 fm— 16. ]Ima'x. +..+tax+a,
gyt = =3 == b "+, tax+b
=1 =] n L]
8, m2=_t3 17, 1im & connsm
= x4 = o = dx™
T 18, tim 2 1

i  m =

Q Verifica tus resultades en la saccién de soluciones correspondiente

Asintolas horizontales
Sea la funcién y = f(x), si la curva tiene una asintota horizontal en y = ¢, entonces la ecuacién de la asintota es:
y=limf(x) o y= lim f(x)

EJEMPLOS
-g. ] @9 Encuentra la ecuacién de la asintota horizontal de f(x) = ;-xi';
1 X
i Solucién
Al aplicar y=]£l1f{x},seobﬁcn¢:
Ix+1 1
S - dusd _Lzlﬁnit__:g
YT +3  se2xF3  ew, 3 2
X X
Por tanto, la curva tiene una asintota horizontal en y = % o2y—=3=0
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2 ®°* Determina la ecuacién de la asfntota horizontal de y =—;-_'_—l—
X

Solucién

Se aplica y = % f(x), entonces la asintota horizontal tiene por ecuacidn:

El limite no existe ya que la divisién entre cero no estd definida.
resultado indica que la curva no tiene asintotas horizontales,

X 5
a4 Hm£+l .c—hml_’_L 1
P x’
El resultado y = 0 indica que la asintota horizontal es el eje X.
3 . . aatd
® @ Obtén la ecuacién de la asintota horizontal de f(x) = =
Solucién
Se aplica la definicion y = Ef(x}yseobﬁene:
X +1 I
e =i 2 o 1+_!7 1
y_xlfﬂx—S_L"x_:i_L””l_i_a
& x x

[Imites

EJERCICIO 20
Encuentra las ecuaciones de las asintotas horizontales de las siguientes funciones:
- 2x+3 w—— ax + b
YT ax—5 YT ew—d
= SO =13
X -4
3. flx) = 5 B.xy+2x—1=0
x* +3
4, y= = 9. fxy=2x+5
2 + 37 +3x+1 +ax™ + ..+
5y e gy X T =

-1

o Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

bx*+ba""' + ..+ b
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Asintotas oblicuas
S le denomina asintota oblicua a aquella recta cuyo dngulo de inclinacion 8 es diferente de 0°y 90°,

Caso |
Sea una funcidn racional de la forma f(x) = % donde el grado de @(x) es un grado mayor que el grado
de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b siendo
R
fxy=ax+ b+ % si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
lim [ f(x) = (@x+B)]=0 o lim [f(x)=(ax+5)]=0
EJEMPLOS “
o2
'% 1 ®%° Determina las ecuaciones de las asintotas y traza la gréfica de la funcién f(x) = i i)
o

Solucion

La funcidén no tiene asintotas horizontales, pero si posee una asintota vertical en x = —1
El grado del numerador es un grado mayor que el grado del denominador y éste no es factor del numerador,
enfonces:

P
fxy=x l+x+1

Para obtener la asintota oblicua se aplica cualquiera de las dos condiciones:
lim [£() = (av + b)] = lim [f(x) — (x - D]

3
Pero f(x) —(x — 1) = m,portﬂ.nto:

3 3
o e L
bl p ] a—tm x +1 H-H?ﬁ£+l
x x X
0
“1+0 ¢
La funcidn tiene una asintota oblicuaen larectay =x — 1
" Y=
x=-—1 “
X
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Limites
e— ’ " ’ . |
2 ®¢- Obién las ecuaciones de las asintotas y traza la grifica de la funcién f(x) = 2 +1
Solucién
La funcidn carece de asintotas verticales y horizontales, para obtener las asintotas oblicuas la funcidn se representa
cke la siguiente forma:
. 1—-x
f{x} =¥ xz +1
Para comprobar que y = xes la ecuacién de la asintota oblicua, se aplica la definicién:
LT Ty EETony N, B e a2
P x4 wtm| x? 4] ] e |
Se obtiene el limite:
Locai, Lo d
] =0 e M e T Ul S
wmtml 2 1) erm| y 1 Parer 1 1+0
a + = 1+ —
X X X
Por tanto, la funcidén tiene una asintota oblicua en y = x
Y
""""" >
X
: o _ o
Analicemos otro método; sea una funcién racional de la forma f(x) = ;;ai donde el grado de Q{x) es un grado

mayor que el de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b,
cuyos valores de a y b estdn dados por:

a=ﬁ% y b= lim [(x) - ax]
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Ejemplo >4 x =3
Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la grifica de f(x) = T2 =c

Solucién

La funcién tiene una asintota vertical en x = 0 y no tiene asintota horizontal, para obtener la ecuacion de la asintota
oblicua se aplican los limites anteriores:

(x’+x—3]
z —
a= 1@@:]@;:@(%]:1@(1.’.1_%]:]
X x

== ¥ X—bm X x—hm X X—bm

b= E[f(x)_x]zﬁ[#_x]zm M ZE(I_E]ZI

Se sustituyen a y ben la ecuacién y = ax + b, por tanto, la asintotaes:y =x + 1

Gréfica
YA
Caso lf s
o
Sea una funcién f(x) = PG donde el grado de @ (x) es mayor que uno y mayor al grado de P(x), la funcién tiene
una asintota oblicua no lineal.
Ejemplo « 3
Determina las ecuaciones de las asintotas de la funcién f(x) = fx—z"
Solucién
Esta funcidn tiene una asintota vertical en x = 0
Se realiza el cociente y el resultado es:
1
f@=x"+—
x
Entonces:
um(i] ~0
X4 x
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EJERCICIO 21

Q Verifica tus resultadeos en la seccién de soluciones correspondiente

limites
Por consiguiente, la funcién tiene una asintota cuya ecuacion es y = x?
Y i
'. 5 [ y=f)
L] 'P = xz
X
x=0
De las siguientes funciones determina las ecuaciones de las asintotas y traza sus gréficas:
e e x’ —3x +1
1. = 4, = 7. =
A5 x+2 8 x+2 F®)
Lt 4 1
2 fy=——% 5. fx)= ;‘+ 1 8. flx)= ~
* * (=383
_dx’—4x+5 _ % X +1
L — 5 @M= % JW==y

limites laterales

Limite por la derecha
Sea f(x) una funcidén definida en el intervalo abierto (x,, b), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x, por la derecha

es L y se representa:
lim f(x) =L
-,

Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores mayores que x,
Limite por la izquierda

Sea una funcidén definida en el intervalo abierto (g, x ), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x , por la izquierda
es L y se representa:

lfm =L
fim £G)
Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores menores que x,

leorema

limite cuando x — x, de una funcién f{x), existe y es igual a L, si y solo si los limites laterales son iguales a L,
es decir

limfix) =L < limf@x)= lim f® =L
by -, =,
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CALCULO DFERENCIAL
EJEMPLOS :
2x—3 5 x<?2
-% 1 ®#: Determina el lim fix) si f(x) = {5_12 z;:_-z
- Solucion
Se calculan los limites laterales:

lim f(x) = lim (2x—3)=2(2) =3 =1
limf) = lim (5 —x)=5-@2P=5-4=1
Egtf(x)= Jlf'gl_f(x‘):l

Por consiguiente el ]fn21 fioy=1

f@)=2x-3 F@ =5+

e . _ JJ9—x" si x=0
2 8+ Calcula el lim f(3) i f() {2;+1 i e

Solucion
Se obtienen los limites laterales:

lim f(x) = lim 9 — ¥ =9-(0)" =3
lim f(x) = lim 2x+1)=2(0)+1 = 1

Dado que, lﬁgg Jxy# E Jf(x), entonces el ]i_r..r} fx) no existe,

La existencia de un limite lateral no implica la existencia del otro (ejemplo anterior). Cuando f(x) estd definida
de un solo lado, entonces el lim f(x) es igual al limite lateral de dicho lado.
a—+x,
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[Imites

3 ®¢ Cuslesel lim f(x) si f(x) = N
Solucion
Esta funcion estd definida en el intervalo —2 =< x = 2, por tanto, los valores de x tienden tdnicamente a 2 por la iz-
quierda, entonces el valor del limite es:
lim () = lim f(x) = lim 4~ 5" = J4-@2)' =0
lim f(x) = 0
Ya
/-‘\f(x) Va-x?
— t P
-2 2 X
EJERCICIO 22
Para las siguiemgs funciones, determina el valor de los limites indicados:
x’ i x<3
L Si f9) = zx 1§ Gerod @) lim f(x),b) lim £(x), ¢) lmf(x)
x+1 i x<=2 a) lim g(x),b) lim g(x),c) lim g(x),
2. Siglx)= X —5 si —2=x<1
si x=1 d) lim g(x).e) lim g(x). f) lim g(x)
WP 5=l @ tim (). b) lim K, <) lim h(x).
3. Sih(x) = -—1 si 1<x=<3 . . i
d) lim h(x), e) lim h(x), f) Lim h(x)
Sl 3<x X x=3 x=3
3
v { si —1<x=2 @) lim f(x).) lim f(x).0) lim f(x).
BZ=ast d) lfm f(x),€) lim f(x)
— @) lim f(x). b) lim £(x), 0) lfm £(x).,
5. 8if(x) = i 2nrsd d) lim f(x), e) im f(x), ) Hm f(x)
] x:,_4 x—bdl x4 =
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x =3x-10 =
. x+2 -
6. Sif(x) = 3—2x Jl_fﬂf{x)
: da x>=-2
x =5
senf i a-:"—;
7. Sih(B) = = liualrh(ﬁ)
—c0s20 si 0=7 02
. J3e si x=0
B Shglar= {3+710g(x+1) si x>0 lim 2(x)
J4—3senx si x<mw
9. Siw(x) = 3“’“"’1 si x=7 Lim w(x)
l—hg(scni]

senx+cosx si x=0

10. Si f(x) = {m S wsn Lim f(x)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

limites de funciones frigonométricas

A continuacién se muestra la tabla de valores de las funciones trigonométricas de los dngulos notables, asi como los
dngulos de0, 7, 37"’3'2«

Angulos en radianes

Seno 0 13 é ﬁ 1 0 —1 0
2 2

Coseno 1 E ﬂ = 0] =1 o] 1

2 2 2

V3 : .
Tangente 0 = 1 3 No existe 0 No existe 0
Cotangente No existe J3 1 % 0 No existe 0 No existe
Sacante 1 % 2 2 Noexte =1 Nowxste 1
Cosecante Mo existe 2 2 % 1 No existe = No existe
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EJEMF"LOS -
& 1 ®* Encucentra el valor del lim sen 2x
[y Solucion

Se sustituye el valor de x = % en la funcién:

l.ﬁ:;'lscnix=scn2(
by

Por consiguiente, el valor del limite es 1.

2 e+ Cusles el valor del lim XR2F 3606 2x
a0 1+x
Solucién
Al sustituir x = 0, se obtiene:

sen 2x — 3 cos 2x

4

_ sen 2(0) —3cos 2(0) _ sen0—3cos0

[Imites

E] =:3t.:11E =1

2

S . 1 R

=0

1+ x 1+0
sen 2x — 3cos 2x

1+x =

Por tanto, lim
x—0

tang—coﬂx
3 ®¢: Obtén lim
HE sen x +1
Solucion
m

t.em%—mslt m%——coﬂ(i

m
2] 3 mz_cmﬁ-:l_(_l)

1 1

2
lim = = ==
=z senx+1 seng+l 1+1 1+1 2
Por consiguiente, el valor del limite es 1.
EJERCICIO 23
Calcula los siguientes limites:
i ‘] S8 o
=0l x+3 =0\ sen x + cos x
fan
2, ]Im{sen6+msﬂ) 7 2—h
s_.% i—%m k_l
3, um(zma_m] B iy AR
a—w 2 ,_.%senx—cmx
tan® w—1 sec’ w
4, —_— . lim———
wosn tan” w +1 2 ws=1—sen® w
s, m.m[x-z]m[xﬂ] iy, Ji 2B e P
. 4 4 p+Z tan B—3

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Limites trigonométricos indeterminados
Para evitar la indeterminacién en un limite de funciones trigonométricas, se transforma la funcién utilizando identi-
dades trigonométricas, en ocasiones con esto es suficiente, también se puede simplificar hasta obtener una expresién

de la siguiente forma:
senx l—cusxocosx—l
x x x
y utilizar los siguientes teoremas:
AP gy g Y g HOBVSL
w=sll Vv =i v =0 v

A continuacién se da una lista de las identidades que se pueden utilizar,

Identidades trigonométricas fundamentales Funciones del dngulo doble

tana=::: sen 2a =2 sen acos o
cota = £B52 cos 2a =cos? o — sen a
s&ena
sena = L cws2a=2sena— 1
csCa
senacsca= 1
csca = . cws2a=1—2cosla
sen a
msa=1_ hn2a=ﬂ
seca 1—tan’ a
cosaseca =1
W Funciones de suma o diferencia de &ngulos
tana = 1.1 senfa = f) =senacos B *sen Bcosa
tanacota =1 1
cota = e cosla + B) =cosacos B + sen asen B

ser’a=1-cos’a Transformaciones de sumas o restas de funciones
trigonométricas a producto
senfa +cosfa =1

cosa=1-sen?a sana+senﬁ=29en(%ﬁ_)ms(ﬂ—zﬁ)
g o —sng=2con(=52)en (232)
1+coa=csca ms“er‘e:zm(%E)m(ﬂ—;E)

cre- s 10 )51
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limites
EJEMPLOS -
1 @ Determina el o
E s sen 6 —cos 6
T Solucién
Se sustituye § = % , Tesultando:
T
1—tand L= -1 _0
lﬁ]l = = _ -
"%mﬂﬂ_mse sen™ — cos ﬁ_ﬁ 0
4 4 2 2
Para eliminar la indeterminacidn, se aplican las identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresidn equi-
valente que no se indetermine:
_send cos ) —sen @
1—tané cos cos @ _ cos f —send 1
senf—cosf  senf—cosf  —cosf+sen  —cosbBicosf —send)  cosf
Se calcula el valor del limite:
ffmt—taml e f 1 ]_ 1 =__l=_i=_u-’§
s_,;senﬂ—mslﬂ 03 cos COSE ﬁ 2
4 2
Por consiguiente, ]ﬁnﬂ — =3
st:nﬂ cos f
2 ®*- Calcula el ]Imcosw—cosi!w
w0 sen’w
Solucién
Al evaluar el limite:
Hmmsw—cus2w _cosO—cos2(0) _ 1-1 _ 0
w—sll SGIIZW Sﬂ]z{n} (0}2 U
Se indetermina la funcidn, por consiguiente, se transforma mediante identidades trigonométricas, como se ilustra:
P 2 2 2 2
1 28 ¥ ::osﬁw ) {cos” w —sen'w) hmcosw oos w+sen w
w0 sen w w0 sen w SEN w
2 ]Im[cosw{l msw)+sen w] Hm[cusw(l—cosw) sen w] ]Im[cosw{l—gosw)_'_l]
sen’w 1—cos™w
cos w (1l —cos w) 4 cos W
w=i| (14 cos w1 — cos w) w=0| 1+ cosw
Se aplica el limite:
T M LT P R
w=i| 1+ cosw 1+ cos0 1+1 2 2
Finalmente, el valor del limite es %
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3 @2 Opign ol lim 2223
x=30 x
Solucién
Para que Hﬂz L adopte la forma l.iftrulE , se multiplica por 3 tanto el numerador como el denominador
X L d v
2sen3x 3 6 sen 3x sen 3x
lim = = lim = i = 1y =
R Hstme il
= x
4 @9 ,Cyjl es el valor del &w?
Solucién
Se sustituye y = 0 en la funcion:
Hmcosay—msby _ cosa0)—coshb(0) _1—-1_0
40 y (0)* 0 0

Se transforma la diferencia de cosenos en producto,

cosay —cos by =2 22 Jn| 2B = — 2 50n 4D e @20

Entonces:

_ (a+b)y (a—b)y
DDSG}'_CUSb)'ZHm 2 sen 3 sen 2

¥ 4 v
i (a+b)y - {a — b)y

= —3.1{m 2 . 2
= ¥ ¥

lim
s

= (a+b)y en (a—b)y
—2.lim 2 iim b
0y 0y

i (a+by (atbh) se,n(a —byy (a—b)

2. 2 .2 . 2 .2
i ) M N L)
2 2
(a+b)y (a—b)y
_Aa+by PV @by T
2 o (atb)y 2w (a—b)y
2 2
_ =2a+b),., @—b),
e

o _2(02 _bz) -

4 2

cosay —cosby _ b’ —a’
2

Por tanto, lim
y—0
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1+ (x—1)cos x

5 ®¢: Determina el valor de Ifm
x—40 4x

Solucién
Se evalda la funcién para x =0

g LH = Deosx _ 1+(0—Dyoos(0) _ 1+ (1)) _1-1

L 4x 40) 4(0) 0
Se transforma la expresidn de la signiente forma

1+{x—l)cusx:1+xmsx—cusx=l—msx+xmsx=

4x 4x 4x
zl[l—cusx+xcosx
4 X x
1{1-
=—[ ct]E”":+i;:cnw::|
4 x
entonces
Hml+(x—1}cosx - liml[l_mx+cosx]
=0 4x a0 4 x
g l[uml-cﬂmmm]
4| =0 x =]
1
= ~[o+1
Lo
1
= —q
4()
_ 1
T4
Por tanto
lﬁnl+(x—l)cosx=l
a0 4x 4

=_=E
0

[Imites
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EJERCICIO 24

Determina el valor de los siguientes limites:

10. lim

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

1. im

cos 2w
ws™ COS W — SEN W
4

lim tan x

=0 fl—senx—.f1+senx

tan(3 + a) — tan(3 — a)

a=0 gsen(3 —a) — sen(3 + a)

86

11, lim

12. lim

13,

14,

15. lim

16. lim

17.

18. lim

19,

20. Hm

xa*—b")

10 008 ax —cos bx

(sen x)"
+0 (sen 2x)"

mn(ﬁ—a]tana
o~ 2

Hm( £ 1]
w=0 fanw  senw

+=0 2 tan x —sen 2x

cosx —1
0 3x% csc? x

sen” 3x
x4 X

sec2w—1
w—0 Wsec 2w

COS FIX — COS NX
]Im—2
x—0 2;
cos 4x —cos” 2x
a—+0 X




CAPTUIO 3

CONTINUIDAD

—\ n el siglo XX la matematica se apoya-

YN — \. ba en la geometria y el dlgebra para
- buscar sustento a sus afirmaciones.

. — En el caleulo infinitesimal se siguieron las

lineas que le eran posibles con el sustento
conceptual, como la existencia de funcio-
nes continuas.

Escuando Weierstrass publicaen 1872, gra-
cias a su discipulo Paul Du Bois Reymond,
su teorema sobre la existencia de funciones continuas que en algunos pun-
tos no tenian derivada; las consecuencias de este teorema fueron de gran
inferés, en su época se decia que una funcién era continua si su gréfica se
podia trazar sin despegar el lapiz del papel, ain en nuestra época esto
da una idea informal de la confinuidad de una funcién.

Pero el resultado de Weierstrass mostrd que se podia hablar de la con-
tinvidad en un lenguaije toftalmente analitico, sin necesidad de recurrir a
imagenes geométricas. Este lenguaje proporcioné la advertencia sobre lo
peligroso que resuliaba confiar demasiado en las conclusiones exiraidas

de un dibujo.

Karl Weierstrass
(1815-1897)
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Continuidad puntual

Una funcién f(x) es continua en el punto x, & R si cumple con las siguientes condiciones:
1. f(x,)estd definida,

2. E Jflx)existe.

3. lim f(x) = f(x,).
Ea

EJEMPLOS *
'g_ 1 ®9° Verifica si fix) = x? — l es continuaenx, = 2

;§- Solucion
Se deben verificar las tres condiciones:

1. f(2) = (2)* = 1 =3, por tanto f(x) estd definida para x, = 2
2. Se calcula el valor de cada limite lateral:

lim f() = Ifm 62~ 1) =@ ~1=3
lim f(x) = Ifm 62~ 1) = 2P~ 1=3

Entonces, Eﬂg fix) siexiste y !E.Izl f=3

3. Como l}_'u;f(x) =3 y f(2) = 3, entonces li_tgf(x) = f(2), por consiguiente, f(x)es continua en x, = 2

Y4

I (%)

-y
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2 ®¢- Determina si la funcién f(x) = [

Continuidad

2x=3si x<1 . -
"y & x=1 es continuaen x, = 1

Solucion
Se verifican las condiciones:;
L f(1y==(1)
f(1) = —1, la funcién estd definidaen x, = 1

Y4

2 Sedeterminan los limites laterales:
limf(x) = lim (2x —3)=2(1)—-3=—1
x=+ x=41

lfm ) = lim (—) = ~(1) = -1
Por tanto, ].E’Iilf(x) = -1
3. Probar que el lim f(x) = £(1) J)=2x-3

lim f(x) = f(1) = —1

Finalmente, es continua en x, = 1

x g x=1

* Determina si la funcién f(x) = {2x —3 si 1 <x =3 escontinnaenx=1yx=3

3 s 3<x

Solucién
Se verifican las condiciones para los puntosx =1y x = 3:

1. f(1) = (1)* =1, la funcién esti definida enx, =1

2k Eﬂi;f{x) = E]a%{h -3)=21)-3=-1;
Iim f(x) = lim = (1> = 1
Debido a que el E@' flx)# _,]j_:.[,q f(x), entonces ]lI_’u} f(x) no existe.
Por tanto, f(x) no es continua en x, = 1 Y

fiy=x

Se verifica la continuidad en x, = 3

1. f{3) =2(3) — 3 = 3, la funcidn estd definidaen x, = 3

2. lim f(x) = lim 3 =3; lim f() = lim (2x = 3) =2(3) =3 =3 fx)=3
=3 a— =3 a3 3

Se concluye que,
lim f(x) = lim f(x)
=3 =T

Entonces, l[u; fixy=3

3. limf(x) =3y f(x) =3 entonces, lim f(x) = fG)

Por consiguiente, f(x)es continua en x, = 3

89



3 CarTuO

CAICULO DIFERENCIAL
senx si x<Z -
4 @9 Fs continua g(x) = enx = —
i T s 2
cos x si x>5
Solucién
Si se verifican los pasos se obtiene:
L. g(g] no estd definida, por tanto, la funcién no es continua en x, = 12_:'

Discontinuidad evitable o removible

Sea f(x)una funcién racional no continua en x = x;, si mediante una simplificacién algebraica, f(x) se vuelve continua
en x = x_,entonces recibe el nombre de discontinuidad evitable o removible.

EJEMPLOS .
-g' 1 ®9° Verifica si es continua la funcién f(x) = 6‘22;% enx = %
) Solucién

1. Seevaliala funcién en x = -21—

- 1 - 1-1 To1-1
2l = -1

1
La funcién se indetermina o no estd definida para el valor de x = 2 ,lo cual implica que es discontinua en este punto;

g o 3 7
BYCO S CEE OEae S Y
f3) = ; : &

sin embargo, se elimina la indeterminacién mediante una simplificacidn algebraica.

_ 6" =Tx+2  (Gx—22x-1) _ .o, 1
PRS0, P Dede  RnAAp
1
Esta simplificacién indica que la grifica es una linea recta con discontinuidad evitable o removible enx = 3
Y
6x” = 7x +2
x)= ————
===
i
X:;
b >
X




CariTuo 3

Continuidad

2 — —
2 ®%° Determina si la funcién f(x) = % es continua en x = 3 y traza su grifica,
x —5x

1. Seevalia la funcidén enx = 3,

(3*-23)-3 9-6-3
(3 =5(3)+6  9-15+6

@) =

=2 =1

La funcién no estd definida en x =3, sin embargo, mediante una simplificacién se puede eliminar la discontinuidad,
$=2x—3 (=Nt ax+l
X*=5x+6 (x—=3)x—-2) x-2
La grifica de esta funcidn es una hipérbola con discontinuidad evitable o removible en x = 3

Jix) = ,slx#3

Y

3 ® ¢ Determina el valor de k para que la funcién sea continua:

_J3x—-%k x<1
= [2kx—3, x=1
Solucién
Se obtienen los limites laterales:
lm fix)= lim 3x — k) =3(1) ~ k=3 —k
x—1 ="
lim f(x) = lim (2kx —3) =2k(1) -3 =2k -3
i a1
Para que el limite exista:
lim f(x) = lim f(x)
entonces:
3—-k=2k-3
—k—2k=-3-3
=3k= -6
-6
= =3
k=2

21
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por tanto, para que la funcion sea continua k = 2, es decir la funcién se debe escribir:

3 x—2, x<1
J“{x)_[el-x—fl-, x=1

Comprobaciéon

Probemos que la funcién es continua enx = 1

) f)=41)-3=4-3=1

i) limf(x) = lim(3x~2)=3()-2=3-2=1
lim f(x) = lim (4 —3) =4() ~3=4-3=1
lim fix) = lim f(x) =1
por tanto ].E'III flx)existe y ]f_'[!ll fx)y=1

i) f(1) = lm flx) = 1

Por tanto f(x)es continuaenx = 1,

4 ®¢° Determina los valores de a y bpara que la funcién sea continua

ax—3 x=-=2
fxy=4x*—1 —-2<x<3
bx+1 x=3

Solucion
Se obtienen los limites laterales en x = —2

lim fix)= lim (ax—3)=a(—-2)—3=-2a—-3
a==T" x==2"
lim fix)= lm (x*=1)=(=2P-1=4-1=3
a2 x—==1"
Para que el limite exista se debe cumplir:

lim f)= lim_f(¥)

Entonces:
—2a-3=3
-2a=3+3
-2a==6
_ 5
=
a= =3

Por tanto a = =3
Se obtienen los limites laterales enx = 3

lim f(x) = lim (bx + 1) = b(3) + 1 =3b + 1
E&f(xpg(x?—l):(af—l=9—1=s

lim f() = lim f(x)
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entonces

Por lo tanto b = %

EJERCICIO 25
Verifica si las funciones propuestas son continuas en los puntos indicados:
1. fix) =22 — x,enx =0
2. flx) = ‘Hx2—4,fmx=2
-1 3
3. flx) = m,cnx— ~3
4 f0)= = enx=3
Cfx) = Jm,ﬂnx—
5. flx) = ﬁ,enx=2
Gf{}— ,enx=2qr
_ si x<2 _
1.5 = {2,1'.—1 o gemgsmET2
siox=l1
8. g0 = —4 si x>0 x=1
3 -2 si x<0
9. WGy = 2 +3 o g=0-*=0
si o x<—2
10. f(x) = si —2=x<2,enx=—-2yx=2
4 si x=2
z si x<l1
X
11. gx) = {=3x+5 si Il=x<2,enx=1yx=2
J2x si x=2

se.n(x+;—j-] six=T

12. h(x) = {cos x siw<x£%1r,enx=¢ryx=§w
) . 3
tan| x +— = -
(x 2] 8 x>om
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|| si x<-3
13. f(x) = 4x* -2 si —3=x<3,enx=-3yx=3
log(x+7)" si x=3

2
—5x+
14, g(x) = %,enx=3

-1
15. hix) = Rl 1

'+ 8
16. g(x) = ;_4,&11:: -2
x—8
17, fix) = m,enx=8
6x"—x—1 1

80 = G a1 2

Determina el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas:

2x+k si x<2
19. f@) = [3&;—1 i x=2

_JE=x si x=0
2. fox) = {2k+3x si x>0

21, g = {Jx+k si x<3

kx—1 si x=3

Obtén el valor de las constantes para que las siguientes funciones sean continuas:
ax+3 s x=-—4

2. fx)=3x" =4 si —4<x<l
bx+4 si x=1

ax+b s x<0
23, f(x)={3xb—-2 s 0=x<3
2a—x s x=3

ax+2 siox=1
24, fx)y=jqa+bx si 1<x<4
ax—2b si x=4

@ Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente
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Continuidad de una funcién en un intervalo

Continvidad por la derecha
Una funcidn f{x) es continua a la derecha de x_si y solo si para x € Rse cumplen las siguientes condiciones:
1. flx ) existe
2. lim f(x)existe
]
3, ng{x) = flxy)

Continvidad por la izquierda

Una funcién f(x) es continua a la izquierda de x, si y solo si para x e R:
1. f(x,)existe

2. lim f(x) existe

3. lim /() = fix)

Continvidad de una funcién en un intervalo abierto

Se dice que f(x)es continua en el intervalo abierto (a, b) si y solo si es continua en todos los puntos del intervalo.

EAEMPLOS o
"8_ 1 ®¢ pemuestra que f(x) = /9 —x" es continuaen el intervalo (=3, 3)
5 Solucion

La funcién f(x) = /9 —x" esti definida en todos los puntos del intervalo (—3, 3), como se ilustra en la grifica, por
consiguiente, f{x)es continua en dicho intervalo.

Yi
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1
200 iy = ~ es continua en el intervalo (2, 3)?

Solucién
J{x)no estd definida en x = 0; entonces no es continua en este punto, por tanto, no es continua en el intervalo (-2, 3)

lr.l

Continvidad en un intervalo cerrado
Una funcidn f(x)es continua en el intervalo cerrado [a, b] si es continua en ¢l intervalo abierto {(a, b) y ademds

lim (9 = fla) y lim f(x) = f(b)

EIEMPLOS .
'g_ 1 e Demuestra que f(x) = x? — 2xes continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
é Demostracién

La funcidn f(x)es polinomial, lo cual implica que estd definida en el intervalo abierto (—1, 2), por tanto, es continua
en el infervalo, ahora se prueba la continuidad en los extremos del intervalo,

Parax= —1

@) f(-1) = (-1P - 2(-1)=3 0t .,

b lim f()= lim (x> 2x) =3 : ;

¢ lim f(x) =f(~1) 3

Para x = 2 \ o

a) f2) =2 - 2(2)=0 N X
B lim f(x) = lim (x* —2x) =0

<) l_ligl_f{x) = fi2)

Jfi{x) es continua en el intervalo abierto (—1, 2) y es continua a la derecha de —1 y a la izquierda de 2, entonces f(x)
es continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
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x si x<0

2 ®¢« L4 funcién f(x) = {Qx_l s

Solucién
Del intervalo (—2, 3) la funcién f(x) no es continua en x =0, ya que:

lim f(x) =0, lim f(x) = 1

es continua en el intervalo [—2, 3]7

lim f(x) # tm /)
Por tanto, Hf(x) no existe,
Si f(x) no es continua en el intervalo abierto

(—2,3)
Entonces, no es continua en el intervalo cerrado
[-23]
i i x=
3 ®°° ;La funcién f(x) = {1 +f 2 ;g es continua en el intervalo [—3, 3]?

Solucién
Se prueba la continuidad de la funcién enx = 0

L fly=1—-(0)2=1
2 kli}lgf{x)=l+(0)= l;kligl.,f(x}=l-(ﬂ)2=l

3. f0) = lim () =1

La funcidn es continua en el intervalo (—3, 3)
Ahora se prueba la continuidad en los extremos:

Parax = =3

L fi-3)=1—-(-32=1-9=-8

2, Ef{x)= 1—-(32=1-9=-8

3 f(-3)= lim f()

Parax =3
L fH=1+3=1+3=4
A lin}f(x)=l+3=l+3=4

3. f(G)= lim f(x)

Continuidad
Y.h
3 X
Y
-3 - 3 rX

La funcién es continua en ( —3, 3) y ademads es continua a la derecha de —3 y a la izquierda de 3, por tanto, es continua

en el intervalo [—3, 3]
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Continvidad en un intervalo semiabierto
Para intervalos semiabiertos (a, b] y [a, b) se tiene que:

1. Una funcion f(x) es continua en el intervalo semiabierto (a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b),

y lim £(x) = f(b)

2. Una funcidn f(x)es continua en el intervalo semiabierto [a, b) si es continua en el intervalo abierto (a, b),

y lim /() = f(@)

2
Demuestra que f{x)} = sz es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

Demostracién

dominio de la fincidn se define D, = {x € R|x+#3}, por tanto f(x) es continua en el intervalo abierto (3, 6)
Se verifica la continuidad por la izquierda en 6

w | b2

2
a f6) = 3
by lim = lim 2 =
) ._.a-f{x} =iml—s]| =3
¢) lim f(x) = fi6)
Entonces, f(x) es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

Ya

(=3
¥
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2 @e-

Continvidad
—_— 3 si x<<2 : li i i 312
(La funcién f(x) = =18 2=x<3% continua en el intervalo semiabierto (—1, 3]

Solucién
Se verifica la continuidad enx = 2

L fQ=02P-1=3
2 lim f() =3; lim f(5) =3,

Por tanto, liuzlf{x) =3
3 ()= ]f[gf{x), la funcién es continua en (—1, 3)
Se prueba la continuidad por la izquierdaen x = 3

1. f(3) no estd definida, por tanto, la funcién no es continua en el intervalo (—1, 3]

Ya
1 23 X
. o ; -Xx si =2=x=0
* Verifica la continuidad de la funcién f(x) = P +dy g O<x<d OO [=2,4)
Solucién
Se verifica la continuidad enx = 0 YA
1, flhy==-0)=0

X x_]igl_(—x)=l], ]II:I;:E{—12+4x)=U
3. Por tanto, lf_u.%f(x) = f(0)

La funcién es continua en el intervalo (-2, 4)
Se prueba la continuidad por la derecha para x = —2

1 f=2=—(-2y=2 2 | y
2 lfm (—x)=—(-2) =2

3 f-2) = lim (—x)

Por tanto, la funcién f(x)es continua en el intervalo [ -2, 4)

-y
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EJERCICIO 26
Verifica si son continuas las siguientes funciones en los intervalos indicados:
1. fix)=3x+2en[0,3) 6. f(x)= Jx+3 en[—3,1]
2x—x° si 1
2 f®= g en(-13) 7. f) = {;_; g ;;lan[—u]
si x>0
3. fx)= x* +4 en[-3,3] 8. flx) = { en[—3, 4]
2x+1 si x<0
1 11 <2
4 fx)= 7 —3en (_E’E] 9. fx) = {litL+l : ::,_2 en (0, 3)
s x<1
5 f(x)=x2—x%en[-2,0] 10. f(x) = 2x+3 si 1=x=3en(-25)
si x>3

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teorema del valor intermedio

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo [a, b], y kun nimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe un
¢ € [a, b] tal que f(c) = k.

Y&

fib)
floy=k
Ra)

EJEMPLOS .
'g_ ] @e:5; Jf(x) = 3x — 2 es una funci6n definida en el intervalo [—2, 3], obtén el valor de ¢ que cumpla con el teorema del
5

valor intermedio cuando k= 1

Solucién
Al aplicar el teorema se obtiene:

fley=k—=3—-2=123=3->5c=1

Por consiguiente, ¢ = 1 cuando k = 1
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Continuidad

2 ®¢: Dadala funcién g(x) = x? = 3x — 2, definida en el intervalo [1, 4], determina el valor de kque cumpla con el teorema
del valor intermedio cuando ¢ = 3
Solucién
Se aplica el teorema:
fy=k=c?-3-2=k
Pero, ¢ = 3 y al sustituir se obtiene el valor de k
GP-33)—2=k—k=-2
entonces, k = —2
Y A

EJERCICIO 27
Aplica el teorema del valor intermedio y encuentra el valor de ¢ en los siguientes ejercicios:

L fixy=3x—5;[-2,4]conk =1
2. fx) = Jx*+4;[-3,3]conk=2

3x—2
3 flx) = m;[ﬂ,ﬁ]coﬂk=2

¥=2 4 x<il
4. f = {—2x+1 s x=13[724]conk=0

_ JJ5—=x si x=5 _
5. f) = {xz—ZS g x>5i0:8lconk=0

Aplica el teorema del valor intermedio y determina el valor de ken los siguientes ejercicios:

6. flx) = 3 — % [=2,0], e=-1
7. fx) = ¥ +9 ;[=6,0], =4
8. /= 37 y3(L5) e=2
9, f(x) = cos x; [0, 2771, g %
10. f(x) = log(3 + x) [1, 12], c=1

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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LA DERIVADA
-l n un periodo de menos de dos afios,
\ N cuando Newton tenfa menos de 25
e\ afios, comenzé con avances revolu-
- v— cionarios en matemdtica, éptica, fisica y

astronomia.

Mieniras Newion esiaba en casa [debido
a una pese que cerd la Universidad de
Cambridge| establecié las bases del caleu-
lo diferencidl e integral. El método de las fluxiones, como él o llamé, estaba
basado en su crucial visién de que la infegracién de una funcién era el
procedimiento inverso de su derivacién.

Al considerar a la derivacién como la operacién basica, Newton produjo
sencillos métodos analiticos que unificaban muchas técnicas diferentes de-
sarrolladas previamente para resolver problemas, en apariencia no relacio-
nados, como calcular éreas, tangentes, longitud de curvas y los maximos

minimos de funciones. El De Methodlis Serierum et Fluxionum de Newion
Le escrito en 1671, pero Newton no pudo publicarlo y no aparecié impre-
so hasta que John Colson produjo una traduccién al inglés en 1736.

Sir Isaac Newton
(1643-1727)
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Definicién
Sea f(x) una funcidn, se define a su derivada f”(x), como:
reny — 1r 4 & AR = f(x)
') = lim Ar
Para toda x, siempre que el limite exista y se representa por:
i@ 2o by
Interpretacién geométrica

H valor de la derivada en cualquier punto de la curva es igual a la pendiente de la recta tangente en ese punto.
Donde:

Ax: incremento en x
Ay: incremento en y

y=f(x) £
0 (x+Ax, flx +Ax))!

flx+Ax)

f&)

En la grifica se observa que la pendiente de la recta L es:

R S
tAx Ax

Si Axtiende a cero, la recta Lcoincide con L, entonces la pendiente de L serd el limite de m,.

lim m, = tim Y = g S AN = fx)
Ax—0 A0 Ay o Ax

Por definicién, la derivada es:

dy _ o fltAn) - f(x)
dx ﬂ]{]—]-lﬂ Ax
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Regla de los cuatro pasos
Sea una funcién y = f(x), entonces:
1. y+Ay= f(x+ Ax)

2. Ay=jf(x+ Ax)— f(x)
(razdn de cambio)

flx+ Ax)— f(x)

= (derivada de la funcién)

E;!EMPLOS .
1 ®%° Encuentra la derivada de la funcién fxy=5x—-6
,§- Solucién
Se aplica la regla de los cuatro pasos y se obtiene:

L. y+Ay = 5(x+Ax)—6
2, Ay = (5x+5Mx—6)—(5x—6)

By _ (5x+5Ax—6)—(5x—6) _ Sx+5Ax—6—5x+6 _ SAx

3, R
Ax Ax Ax Ax
. , "

4, i lim = lim 5 =5 (derivada de la funcién)

i BEHAD=6]-(5x=6) _ | 5x+5Ax—6-5x+6

lim

Ax—0 Ax Ax—+1 Ax

Por tanto, la derivada de la funcion f(x) = 5x — 6 es: f'(x) =5

2 ®¢° Aplica la definicién y determina la derivada de y = 7x? — 5x + 9

Solucién
dy _ oo [T+ A9 —5(x + Ax) +9]— (7" — 5x +9)
dx T Ao Ax
Q — lfm T2 +2x(Ax) +(Ax)?) = 5x = 5Ax +9—=Tx*+5x—9
dx T Ao Ax
dy _ o 76+ 1dxAr+7Ax" — Sx—5Ax+9—Tx’ +5x—9
dx Ax i Ax
2—
%=n]£51u14xﬁx+1ix 5&:111131{144‘4.?&_5):14‘:_5

Por consiguiente, la derivada es:
ldx — 5

B&
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la derivada

=

Este resultado se obtiene también cuando se utiliza la definicién, como sigue:

5Ar -
= lim (5)=5

= Ml
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-1

2
3 ®°* Encuentra la derivada de la funcién flx) = = , aplica la definicién,

x+5

Solucién

Ax+Ax)—1 2x—1
ﬂ = lim x+Ax+5 x+5
dx Ax—0 Ax

x+2Ax—1 2x-1
dy _ o x+Ax+5  x+S
dx Ax—0 Ax

(x+5)N2x+2Mx —1)— 2x— 1)}x+ Ax+ 5)
dy _ (x+ Ax+5¥x +5) o
dx A, Ax al simplificar,
s 1Ax s 11 N
dx a0 Ax(x+Ax+5)x +5) A]{ﬂ{x.ﬁ-h_’_sx‘x_’_s) se resuelve el limite
dy _ __n
T f'x G157

* Cudl es la derivada de la funcién y = jx+2 ?

Solucién

dy _ o NEHAX+2-x+2 foriiiondia o
FER e Se racion expresion
dy _ o AFAXH2-x+2 fx+Ax+2 4+ x+2

dx Ao Ax Jr+Ax+2 + x+2

¥ Bl &

(Jx+ﬁx+2]2-(\fx+2}z g Xt A +2-x—2
300 A r+Ax+2+Jx+2) A0 Ax(x+Axt2+ Jx+2)

Ax 1
lim = lim
a0 Ar((r+ A2+ x+2) A0 Jr+tAx+2+ Jx+2

tal manera que, al resolver el limite se obtiene:

dy _ . __ 1
& W 2/x+2
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EJERCICIO 28

l.y=3x+2
2. y=2a—bx

3.y=22

4, f(x) = 3x? = 5x

S y=a’+h+c

10, y=(x—D2+x+1)

:) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Deriva las siguientes funciones, utiliza la definicién.

la derivada

3
11.f{x}=;

-1
12.f{x}=;;'_|-_*i
13 fxy= Jx—2
14, f(x) = x' —4
15. y= ¥2x+1

2
16.y=7;
TR

2
18.y=!x_1

x—1
19. y= x_+37
2, y=¥x

Férmulas para determinar la derivada de una funcién dlgebraica

La forma directa de obtener la derivada de una funcién algebraica es la aplicacion de las siguientes férmulas:

1, %c=0

2. % =1

3. %w— %

o dtv=w)_du_dv_dw
dx dx dx dx

5 df;“):m.u_.

6. %v"=m"‘"%

107

d 1 dv
7. — = o
dx * né.;v“"' dx
d 1 dv
8. pus— —— —— —
dx"r; 24y dx
d dv  du
. — — _+ et
9 dx{w) udx vdx
0. d_[E]z_ded&
dx\v v
d(c]_ ¢ dv
n | i=-£%
dx\ v v odx

12. E(E] _lav
dx\c) cdx
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EJEMPLOS @
-8. 1 @9, Cuil es la derivada de la funcién y = x* + 2x2 — 4x + 57
é Solucién
Al aplicar las férmulas respectivas se obtiene:

d d

dy d= 5 p . d 2 d
+2x7 —4x+5) = — () +—(2x) - —(@x)+—
(x x x + 5) {x) {2x7) (4x) (5)

dx  dx
N - o il d
= L2 4T+ 6

=2+ AW) - M) =32 +4x—4

2 ®°° Deriva la funcién y = I
Solucién

z 1
Aplicamos el hecho de que %/a™ = a® y posteriormente a " = P

&
I
&=
—

'Lk
™
=
s —
|
ool g
—_——
k]
wira
S
|
W | b2
E]
I
I
I
W k2
=
I-ll“
I
b3
I
3
%)
o

3 ®¢- Culcula la derivada de la funcién s =

it
Solucion
ds df 1 df =L ] sckicy 1 =8 1 1
—_—— — =] }. :—_1‘5 = em—— = em—_— = -
d a\it) d 5 5 s:g PEC
o U° =0 =13 rmntod—s=— l
By L dt 513t
4 ®9° Obién la derivada de la funcién y = 3
X
Solucién
g:i(i]:i =l — i =1 — -_— =1=1 ——J— -2 — —‘..4_:.
Fals dx{4x} 4dx{x} 4—1x"7) 4x =

5 ®¢° Determina la derivada de la funcién y = 2 {E—T
X

Solucion

Il
(3]
| =
=
e | =
L
 —
I
s |
I
|
™
al
L
—
Il
B
i
+
I
e
ral

Il
+
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6 @ Cuiles la derivada de la funcién y = (3x° —x)7 ?

Solucién

Seapllen Ta hemuly 202

=m""! % y se obtiene:

% =7(3x" — x)* -%{3,:2 —-x) = 7(3x" -

7 ®e- Encuentra la derivada de la funcién s = 38+ 4¢ —¢°

Solucién

ds _d
dt dt

8 ®°- Deriva la funcién y = e B

=)

Solucién

109

lo derivada

x)° -{i’tz —E] = 7(3x" — x)°(6x—1)

dx dx
= (42x — 7X3x* —x)°

1 1 2
—=—8+dr—1") = %{8+4:—r’)5_’-%{8+4r—r’) = %{s +d1—-1") *-(4 =317

4-3r
Se—————
HB+4r—1)3

_ 4-3

T 3@ +4r-1

___5 ] - %[-s(ﬁ-x]"] = -s%(J; =

-5[-8(VF 1) (5 )|

15 (v’;—x]_‘ (:—xv"; —ix]

15 (L_
(Vr—x)" \ 2
15 (1-2&
(a2

_ 15(1—2\;’;]
Qﬁ(ﬂ—x]‘

— —
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Q ®¢- Calcula la derivada de la funcién y = x[x+ 1

Solucién

d
Se aplica la formula — (wv)=u—+v—
p dx( ) e

9.
dx

LS
dx

dv  du

dx

(x..l'x+1] = x%ﬂ'x+l+ x +1

dx

=)

x+2x+1) x+2x+2  3x+2

x+1

S
2,/x+1

Jx=+1

110

2./x+1 2fx+1 2 /x+1
Por consiguiente, '@“z St
dx 2:,]; +1
2 —
10 @+ Ovicn 1a derivada de 1a funcién f&x) = 1“_ 3;
Solucién
du dv
. . dfuy, Y .
Se aplica la formula E(;] = 7 ¥y se obtiene:
Lo (1=3")2x)—(x" —5)—6x) 2x—6x"+6x'—30x _  28x
Foy= a-37) R
EJERCICIO 29
Deriva las siguientes funciones:
1.y=—-10 12, f(x) = 4x°
2. y=5 13. s(H) = 1
5
9
3. f(x) = a? 14. y= x*
4
4, s(t) = b2 15. fix) = »°
3
S5.y=6x 16. y = 6x2
3 2
6.y=73* 17. fx) = x*
1
7. fx) = ax 18. f(x) = 4x*
8. s(t) = bt 19. fx) = Jx
9, f(x) = 5x 2 20, s(h = 4
10. y = ax b 21, f) =5x
5
1. f(x) = %° 2. f(x) = %



Carituio 4

B.f0 =g
24, 5(1) = %
5
B.fw=7
2
%.f0= 7
2. fx) = %
28, 5(n)= %
4
29, flx) = T
30, s(1) = ‘%
31, fx) = .i\?_;

32 fx)= Tx" =3 +3x—12

B =x*—5x>+82-x-6

M. flx) = 5x° +4x+4mn —2
35. f(x) = 3ax* — dax® — 5bx? + Tex

X 3 4x 1

36. flx) = % 5 9 s

37, s(0) = %—%+§-%+é_%
. f) = J:Tb-garg

39, s5(1) = %—%—%

40. flx) = j—.-%—%—g+%
2. ) = i;’i—;,?’;

B, fivy = x"—ﬂxs—ixz—31+2

111

44, fx) = 2x7 + Exi -

4

lo derivada

=3
2

2 5L 4
Ex

45, f) = 8Vx +9a? +4 3

46, f(x) = ax"+bx""

x¥  5x 8

7 5

48. fy = a¥x +bUx

49.y=l{f;+£
2 3
2 1,3
50, fix) = {i{; E-FF
51-f{x}=%+%
52, f) = = +3-2x
X X
SS.f{x}=$
= (B
y_Jx—(f 7;]
y= 3x—4y
y= (2—4x)

y= (3x5 _2x4}4

2 1y
L ¥= (4;2 _212]

y=5-3"

Ly=3x+2

1y
_ = + —
r=(=+3)
-y=§m
-}'=(§+6J§]

64. ) = ¢fx* -2



4 Carituo

CALCULO DIFERENCIAL
65. f(x) = (= +5x— 3’ 83. f(r) = %Ja’ -7
: r—3
66. y = {(2x—3) 84. f(r) = Jﬂ
6r—3
67. y= [ J4x+3 85, f(r)y = 518
" 2 _6-3z
68, flx) = (§x+2] 86. f(z) = S—6z
2 1 7 ax+ b
6’9.)!—(; ?] 8?'f{x)_a.\:—b
2 V3
0.f@) = 4 88./@) = T3
. 1-21
. y= 3x" +3x 89. f(1) = Y
N
N.y= (4x 2x]{9x +8) 90, fiw) = {w +2]
T.y= {5:—3}(41:—2] 91. f(e) = L
X 3- B
5 s -
. y= x(3x+1) 92, f(s) = = —63
5. f(x) = xy2x +1 93, flix) = i’;ﬁ
. _ =6
7.y = F(2x+1) B~
4xb
. y=x"Jx=1 95.f&) = 56>
8. f(x) = 3x* =5)'2x" + 1)° 96. f(x) = 2x\/d—x"
79. f(8) = (& +1)°(@° - 2)° 97. y= n
x'—a
O .
8= TS L e
81, s(t) = r’[}:" —;3%] 99, y = (2x +3) /2" +3x
6 +1
82, f(x) = 27— ax 100, y = xxil
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lo derivada
12_9 vx"
X -
102, y = x+1 i y_x\;'2x+l
Ee T J4=5x
x"+1 2x' +1
103.y=:f';: 106.y=2x!2x,_1

'o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Regla de la cadena
Sea y = g(u), u = f(x), entonces la derivada de y = (g = f}(x) = g( flx)), se define:
@ .. 8 & » ﬂ.d_“
5 5 (g o f)x) = g(f(x)) 5
EJEMPLOS
-% T.“Encuenlm%siy=u2—9:u=x2+l
ia Solucién
icign D B & by B .
Ebrdeﬁmméndx 5 dx’mmmdu 2uydt 2x , por tanto:
_ﬂ.f!.‘.‘.z(gu}(gx) dux =4x21+ Dx=4dx(x2 + 1)
dx du
2 @ Obién i (yeuevisiv=ud u= ::i,-.r: ¥ -1

Solucién
Cuando hay mas de dos funciones, la derivada es:

dy _dy du dv
dx du dv dx
Luego
de v iy Y ax e

Por consiguiente, el resultado es:

d L 2 x _ 6u’x B 6( x’—l—l]zx
NS S S

v+ x* -1 (Jf +1 +1]".j,a:i -1
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3 ®°° Deriva la funcién y=3x° — 2x* + 8, utilizando la regla de la cadena,
Solucién
Al tomar u =x* —2x” + 8 , entonces y = Ju , luego:

dy 1 du 2
el paihty, — —4
d 3Ug Y & 3x x

Al utilizar la regla de la cadena, se obtiene como resultado:

dy _dy du _| 1 2 3T —dx . X —4x
Roic i 3l —dx]| = =
[ ][ _— 3 R 207 +8)

EJERCICIO 30
Determina — , para las siguientes funciones:
1 x=1
— 2 T —
5 el S s 7. y=\F+1
-1 _u+l w42 -
2.y— m,u—vx .y—u_l,u—v_z,‘l’ X 1

3.y=‘.|2u3—3u,u=x2—l 9.y=,}u—l,u=ﬁ,v=\f’;

3 2 1 v=—1
NS S, = — = |— p=(x2
4, y= W ghert x+1 10. ¥ f—u,u i 2+ 3
4 x+1
= = y3 o — g2 = — —
5.y uz—l'u x? =6 — Bx 1Il.y=w?+1,u= +Jv,v =i

6.y= J@x—1 +@x -1y

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Derivadas de funciones frascendentes

Se clasifican en funciones trigonométricas directas e inversas, logaritmicas y exponenciales, por ejemplo:

y= sen 3Jx y = tan(e* — In x)
y= In2x-1 y=33-2
yzenusz yZEJ‘CSE:]](I—z}

©  Trigonométricas

ES&D‘J=COSUE E(I}t ‘.-'=—CSC2 Vo—
=—C08 V= —8eny— iSIEGV:SEGVtEﬂvfz
dx dx dx dx
—tan v=sec’ v — —cscv=—cscvcot'-'f—v~
dx dx dx dx
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f—arcsmv— : i-dv- —narccotv———l—--év—

dx J1 =2 dx 1+v* dx

—arc cos v=— 4 B —arc sec v= A
1—v?  dx v vi—1 dx

N S oL

dx 1+v dx dx wlvi—1 dx

© Logaritmicas

Ay, 1 Ay RE e dv

dx v dx dx v odx

© Exponenciales

-‘-i-e"=e" L E—a'=a"]na--d1 —‘-i-u'—v ""gﬁﬂnu W —

dx dx dx dx dx dx dx

Derivadas de funciones trigonométricas

EJEMPLOS A
'g_ 1 ®%° Determina la derivada de las siguientes funciones:
i.§' y = sen 5x%,y = tan 6x,y = csc 4x>
Solucién
Se aplican las férmulas %scnv=cusv%, %tﬂ]] v=sec’ v%, %csc v=—csc v cot v i a cada una de
las funciones:
% = %sen 5x* = cosSx® (%Sf] = cos 5x%(10x) = 10x cos 5x2
d}. d 2 d 2 2
— = —tanbx = 6x| — 6x(6)=6 6
Sra 6x=sec” 6x dx&x sec” 6x(6)=6sec” 6x
dy PRy d 3 EEO 3 3 d 3 e . 3 L 2 3 3
E—Ecscd-x =—cscdx’ cotdx E;tl-x =—cscdx’ cotd x’(12x7 ) =—12x" csc4x’ cot dx

2 ®%° Deriva la funcién y = 4 cos(x2 — 1)
Solucion

d dv
Se aplica la férmula —cos v=—senv — ,conv =x2 — 1
2 dx £2

d 1y _ gdoos(x’=1) _ T, a1 )
dx4m5(x 1) 4—{# 4[—531]{; 1y = ] 4 sen(x” —1)- 2x

& El&

por tanto, i —8x-sen(x2— 1)
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3 ®% Bocucntra la desivads de la funcign y = ————— =

sen x+ cos x
Solucién
Primero se aplica la formula del cociente de funciones:
. dv
i(ﬁ] TR
dx\ v v

d(senx—cos x) _ _ d(sen x+ cos x)
dy (sen x + cos x) e (sen x — cos x) e
dx (sen x + cos x)’

Se derivan las funciones con las formulas para la funcién seno y coseno:

dsenx dcos x
dx

{senx+cmx}[ -| (smx—cosx)[ o

dsenx  dcos x'|

(sen x+ cos x)"

(sen x + cos x)’ (sen x +cos x)’

sen® x+ 2 sen xcos x+ cos® x+ cos’ x —2senxcos x+sen” x _ 2(sen’x + cos” x)
{sen x + cos x)’ (senx +cos x)°

ar,
dx
f_yf {senx + cos x)(cos x + sen x) — (sen x — cos x }(cos x — sen x) {san x+cos x) +(cosx —senx)
dx
L
dx

Se aplica la identidad trigonométrica sen” x + cos? x = 1 y se obtiene como resultado:
dy 2

dx ~ (senx +cos x)°

4 ®°° Deicrmina la derivada de la funcién r = tan®(+/6 —6)

Solucién
dv

Se expresa tﬂn’(\"a - B] = [hm(\.@ - 8]]3 y se aplica la férmula Ti—v" =m! -

j; dtan E:;e 6) _ d[tn (:’2_—6]]3 _ S[Im(v@—ﬂl]z-dm{:f_ﬂ]

Se deriva la tangente con la férmula %tﬂ.ﬂ v=sec’ v % y se simplifican los resultados:

& _ 3 (48 -o)-ser(yi—0)- L00)
T ——

& = (355 (-0 e (50

2.0

116



CArITULO 4

5 @9 Deriva la funcién s = cos 21 - sen 4t

Solucién

ds . d(cos2t sen 4t) 2
dt dt

&8

=4 cos 2tcos 41 — 2 sen 2t sen 4¢

&[5

1
6 ®°° Cuiles la derivada de la funcién y =

Se aplica la férmula para derivar un producto %{uv} =

lo derivada

du
_+ Rl
Yo dx

2I_d$1]4$

+
dt sen

41

Ldmﬂt
dt

Se deriva el seno y coseno con sus respectivas férmulas y se obtiene el resultado:

= cos2t- [CUSM@] + sen 4t - [—sen 2t @]
dr dt

cos2t [4ms4r] +sen 41 [—2 senQI]

sen x
Solucién
du  dv
dfa). Y Y
Se aplica la férmula —(-]= —dx _dx
dx\v v
d(l) _ dsenx
& _ i 1 _ +SENX dx 172 dx
dr  dx senx {v'senx}
Se realizan las respectivas derivadas:
E-g-)-—ﬂ d senx 1 dsenx 1 (R COS X
dx dx  2Jsenx dr  2senx 2/senx
Se sustituyen y se obtiene como resultado:
cos X =
[sen x (0)—1 cosx
dy [2 5’-"““:] _ 2/senx _ . Gosx
dx sen x - senx 2 sen x,sen x

1

EJERCICIO 31

Deriva las siguientes funciones trigonométricas:

1. y =sen Bx
2. f(x) = cos 3x2
3. f(x) = tanx?

4. (1) = sec 61

117

5. f(x) = cot 4x3

6. flx) = csc 9x
7. flx) =cos ax
8. 5(z) = tan b2
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9. f(x) = 6 sec x?

10. f(x) =

CsC

|-
PN

11. f(x) = acos 3x
12. f(x) = cot{3x — 5)

13. f(x) =2 sen g

14, f(x) = l;m{Sx —g]
15. 5(t) = tan(at + )

16. f(x) = sen x + cos x
17. s(t) = sen~t
18. f(x) = cot Ix
19, f) = wet =
x

1
20. s(t) = CDSF

21. f(x) =scc:}_;

22, f(x) =tan 3x — 3x
23, f(x) = ax + cotax
24. f(x) = sen(x — 1)?
25, 5(1) = cos(38* + 2)°
26. f(x) = 4 cot x —1

27, flxy = tan(f—j-—l-]
x—1

28. flx) = sa:(m-'-b]
ax—b

29. f(x) = sen® 5x

30. f(x) = cos® bx

118

31.f(x) = tan* 3x2

240 = itz
33.f(x) = \JsecSx®
34.f(x) = Bt s

35.f(x) = xsenx

36. f(x) = x? cos x?

37500 = sen 3x
x
.00 = S
39,y = sen(ax?)
40,y = acos (3x)
41.y = tanx
42,y = 1m 3x°
6
43,y = %uscz?x

44,y = x2+3x—se.n(i]
45.y = =3cot (1-x")
_2 x+1
46.y = 3%](—4:—1]
47.y = sen?(2 bx)

48.y = tan*(2x — 1)

49.y = ,fsec 2x
50.y = }3tanx’

51.y = x- cos® 4x

2

2.y=
Sysanax
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53, y= xvesc2x

_ cos(mx)

Rl sen(nx)
1

55.y= o

56.y =xcosx —senx

tan x—1
tan x+1

57.y=

58. y = x? sen 2x — 4x cos 2x — sen 2x

59.y =cos(2x — 1) - tan(l — 2x)

60. y = x? sec(m — x)

la derivada

x (1 +senx)1— sen x)
cos X

64 y=

65.y=2senxcosx

66.y= CSC x-tan x
COs X
1+cos x

67.y= 2

68. y = cos?(3x + 1) — sen®(3x + 1)

1—sen’x

By="""a"

1+ tan x)

70.y=—{ L
sec x

Tl.y= %Sﬂlsx—smlx+l

n.y=2cosx+2xsenx—xzcosx

e e Doy 1L
62, y = cos = T3.y= sx ssan4x+64sen8,t
1+ tan®
63. y= =
Xsecx
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Derivadas de funciones inversas trigonométricas
EJEMPLOS
-8. 1 @ Deriva la funcién y = arc sen x?
§  Solucién
T Se aplica la férmula i {arcsenv) = 1 ﬁ
P dx :;'l—vz dx
dy d 1 d (x%) 1 2x
T, HICSEij = . = x) =
a = ) J-y & 1y 2 il g
el ; : 2x
Por consiguiente, la derivada de la funcién es y’ = —
-X
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2 ®°° Cuil es la derivada de la funcién y = arc tan (Vx —1)?

Solucién
Se aplica la férmula i(mmp]:ﬁ.%
dy_d ~ 1 a(Vx-1) { i
2= Larctan(Vx-1) = -
dx dv ( ) (V=1 +1 dx (Vx =1’ +1 2Jx
& _ 1
& 2 |(Va-1) +1]
dy _ 1
de 2Jx [x-2Vx+2]
3 ® % Obtén la derivada de la funcién r = 82 arc sec 0
Solucién
& _pd do® _ .| 1 do
— = —_— — — 2
a0 0 a0 are sec B-I-mt;secﬂda [mdﬂl+mﬂe{ 8)
= 4 + 20arc secd
6 -
4 ®°° Deiermina la derivada de la funcién y = ‘1“”:””
Solucién
1 dx
dy x%(msmx]—{msenx]% [ — E]—mstmx
E - xz - xz
- = arcsen x
& _ J1-+7 i3 X _arcsenx 1 arcsenx
dx X’ x’Jl—xz x x‘fl—x x
EJERCICIO 32

Determina la derivada de las siguientes funciones:
1. y = arc sen 5x

2. f(x) = arc cos 4x?

3. f(x) = arc tan 3x

4, y = arc cot x*

120

5. f(x) = arc sec x?

6. f(x) =arc csc 3x?

7. f(x) = arc cos

8. f(x) = arc sen

Bl TR
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17.
18.

19.

21,

25,

26.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

9.

10.

11.

12,

13,

14,

15.

16.

f(x) = arc tan >
a

f(x) = 2 arc sec Vx
¥ = arc sen(3 — x?)
y = arccos/1—x*
y=x2£lrctanx

y= xarcsenx+ /1 —x

B 8mmt[,j16—x’]_x,j16—x’
x 2

¥= xarccsc(x"')+amtan[ lx I]
-X

A e am = F
¥ 2 *72

@ = arccscy/6” —1

1
y= ‘—;.,’1—4;2 +Enmsen2x

3 2
¥= %arcscnx+(x ;2]\“—12

fn=Jp¥=r +b-ﬂmseng

.¥y=x—arctanxy

. ¥ = arc tan {2x}+ms&n[¢,1:7]

. y= arcsen Jx

1
y= xmms(—]
x

v = arc sen(dax — 4x?)

121

lo derivada

27. f(r) = arc sen(r — 2)

28,

29,

31.

32,

33,

37.

41,

43,

Ly = Galccsc(

.w= 2/8+2++2 arc tan

y= -2 +%ﬂm tan(ztanf]

4 2
y = darcsen (f-gz]—-..'-‘l-x—x’
2 ]_(x+6),f4x—x’
2

x—2

1 (2x+1]
y = —arc tan

-1 1
y= x—i—— 2x—x" +~2~arcsen(x—l)

st) = 3J9-7 +2amsm%
6y =25msen3?x +3x,/25 — 9x°

a+2

3 3 2

2 (1 x]
. ¥= sarc tan| — tan

3 2

~ arcsen (m,f]
4 3

. ¥ = xarc cot(tan x)

_ arc sec (2x)

N Jax® =1

x
Ly = mt:sac(2mc5]

2x—4
3x+2

y= 4mt:scn(

.s=1arccos(l — ) + 2t

¥y = arc cos{a + x)
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Derivadas de funciones logaritmicas y exponenciales
A continuacidn se enlistan las propiedades de los logaritmos, las cuales, al aplicarlas, simplifican la funcién al momento

de obtener su derivada.
1. log, AB = log, A+log, B 4. log, YA = llcngm.»‘i
n
A
2' logsg = logaA_loga B s' ]'OguaA = {logaA}“

3, log, A" = n-log, A

Las propiedades anteriores también se aplican a los logaritmos naturales.

EJEMPLOS
-g_ 1 @9 Encuentra la derivada de la funcién y = In x2

g

i Solucion
dInv 1dv

Al aplicar la férmula o = S obtiene:

Il
n|—~
(s]
=
g
Il
TS

2 ®%° ,Cuil es la derivada de y = In?(x? — x)?

Solucion

Se expresa la funcién como: In(x? — x) = [In(x? — x)]*y se aplica %v" = m""(%v]

dh@z_’)=21n(xf—x)- 1 d(x"—x)

dx xX=x dx

[In(x* =x)]* = 2 In(x* —x)

B~

2 In@*—x) ! 2x=1)
-X

x!
2x—1

2InG*-x)=
X—x

2@2x-1)-In(x*—x) _ 4x—2
X -x xX—-x

In (x* = x)

BlE BIE RlE EIE
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lo derivada

3 ®¢- Obién la derivada de y = x2 In(mx)?

Solucién

Se utiliza la férmula del producto % =u£ +v%II

dy _ i 2 2y zi zi 2
o = dx{x In(mx)*) = x dxh(m}z + In(mx) o

B . 2#1 2 3.

& T dx(m} + In(mx)” - (2x)

@ = x’ -L-Q(m}m+2x Infmx)* = 2x + 2x In{mx)*
dx {mx)”

Utilizando log, A" = n log_ A, se obtiene:

% = 2x + 2x(@ In(mx)) = 2x + 4x In(mx) = 2x[1 + 2 In(mx)]

4 ®¢° Deermina la derivada de la funcién ¥ = In(sen x)

Solucién
Se deriva la funcidn y mediante identidades trigonométricas se obtiene:
dy d 1 d 1 cos x
= _]II = —a— = — —_— = t
dx dx erm) senx dx fet) sen il sen x e
5 ee: Derivay = ln[1+smx]
1—sen x
Solucién
Al aplicar las propiedades de los logaritmos se obtiene: y = In{1 + sen x) — In{1 — sen x)
Se deriva la funcidn:

_d sy — [ ) (rpsemn) () (i
y dx]n{l+smx) dxh(l sen x) {1+scnx]dx(1+smx] {l—scnx]dx(l sen x)

1 1 COs X COS X
J'= .l sl — +
Y (1+:;mx]{‘:mx)I (l—smx]{ cos x) l+senx 1-—senx

y = cos x (1+ sen x)+ cos x(1 —sen x) _ Cosx+cosxsenx+cosx—cosxsenx

(1 + sen x)(1 — sen x) (1 +sen x)(1 —sen x)
, 2cosx 2 cos x 2 1
—8eNn X o0s X COs8 X Cos X

6 ®¢° Cuiles la derivada de la funcién y = 25~ 17

Solucion

Se aplica la férmula %e’ - e”%yseohﬁene: % = ¢! ~%{2x—l) = g1 9 = g1

pero y = ¢~ por tanto % =2e¥ 1 =2y
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7 ®°° Determina la derivada de la funcién y = 3ve™*
Solucién | |
La funcién se puede expresar comoy = 3(e™*)? = 3¢, se deriva:

ﬂ — i -;mJ — %mx .i l — %Eﬂll ! 1 5 — _E i ;—Eﬂ!J
(Se 3e s R 3e 2{ sen x) Jsenx-e

8 ®¢- Obtén la derivada de y = x* -
Solucién
dv du

. duv
tiliza la fi la del hacerd E N S S o
Se uti 6rmula del producto o U vdx

dis & 1d 5 os5d _ 4 o 5d 5
— . N b s —_— + N — — . " — + » " 3):2
dx(x e ] x dxe e dxx X -e de; e (3x7)

= 1 = 1 I [
I!‘E""—'Fltz“e“: 2 x_ew:_'_axz_e-x

2% 3"
%xz e (\E+ 6]

B Bl RIS
I

Q @9 Cuil es la derivada de y = 55 755~ 79

Solucion
Se aplica la formula ia" =a’ -h]a£
P dx dx

Q o i STy Eax—?_ln i S o
P gtrly= 5. (7 +5x=T)
= 577 In5.(2x+5)

— (2]: + 5}_ Sf-l—ﬁx—? 5 ]]15

10 ®** Encuentra la derivada de la funcién ¥y = (sen x)*"

= ¢*(senx) [cot x + In (sen x}]

; .. .l
Se aplica la formula —u" = v-u dx+1nu W
% = ¢*(senx)” %(scnx)+ In(sen x) -(scnx)'l-g-x(e‘ )
% = e'(senx)” (senx)”' (cosx) +In(senx)-(senx)" (e")
D _ esenxy (m x] +In(sen x) - (sen x)* (€") = e*(sen x)*" cot x + e*(sen x)e* In(sen x)
dx sen x
&
dx
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EJERCICIO 33

Obtén la derivada de las siguientes funciones:

1, y=Ix*

2, f(x) = In dx?

3. f(x) = In(3x2 — 5x +2)
4. fx)=Inx

5. f(x) = log x®
6. f(x) = log 5x3
7. fix) = log, x
8. f(x) = log, ¥x
9, fix) =In*x
10, f(x) = In 5x
1. y=x’Inx

12. y=xInx?

3. y=—
4 x

In x*

14. f(x) =
15. y=In b —ax

16, fx) = Inx* 357 — 1
17. fx) = Inav Jax’ — b

3x—5
] 22
8.3 [2x+l]

cx—b
cx+b

19.y=1In

20, y=Insenx
21. y =Incos 5x
2. y=In(x* - 4)

23, y=In3x+4

S0, i 2x-3
2x+3

125

la derivada

y=InYx'+8

2. y = In*(v/x)

32,
33.

&

Ly =
. ¥y =In(sec x + tan x)

.y=Infl—sen2x

37.

.y =In[(6x + 4)(3x2 + 2)]

.y = log (5bx* —3Jx)

. ¥ =x — In{e* cos x)
31,

y = In(sen? x)
y=xhx

v = In(sec” 2x - cos® 2x)
In x

¥ = In(x sen x)

.y=x31nxz

39.y= ]n(lml\f;}!

40. y = log/x

41,

y=2.z2+5.v

42, fx)y = b

43,

&

i

}'231“1

, y = 5F=nz
.y=x-21“‘
y=x-5

47,

y=ue¥

zeirz—?_x+]
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49, y = !

ﬂ]_yze.z(ﬂnx

2x Ix
sy= Y %)

& —e™
te™

52.y=
53. f(x) = ¥
54, f(x) = &

55, f(x) = e !

56. f(x) = eg

57. f( = Ye'
58. fx) = Yer

5. fx) = e
60. f(x) = e
61. f(6) = e~
62, f(x) = e"= X
63, y = gF%uz
64. f(x) = 5=
65. flx) = T
66. f(x) = 5°
67. y = x*

68. y = x™*

69.y= ¥x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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70.

71,

73.

74,

75,

76.

77.
78.
79.

80.

81,

82,

83.

84,

835.

86.

87.

88.

89,

y=

y=

y=

y=

y:

y=

IZ e E
In sen"x
x
in{3ax* ¥ — 4)
JE+9 +3]11(x + 5 + 9]
imz"‘mgﬁih‘ﬂ 2x+ tan 2x)

x arc tan x — In /1 + x°

% =4 - 2in(x+ 7 —4]

= xmcsecx—ln(x+\ﬂxz —1]

lh] 2x—3
12 2x+3
xarc cot x + Iny 1+ %°

xmt:csc§+2]n(,x+\,1'x’ —4]
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la derivada

Derivadas de funciones impliciias
Una funcidn implicita es una relacién que se expresa en términos de x y y, por ejemplo:
W —y+Sx=x% snx=cosx—)); €e'=x hGx+y=Jx-y

En una funcién implicita se derivan término a término los elementos de la igualdad respecto a la variable que se
indica y al final se despeja la derivada.

EJEMPLOS .

"% 1 @2 Cuilcs la derivada % de la funcién implicita 3x2 — 6xy + y2 = 2x — y?

Solucién
Se derivan ambos miembros de la igualdad:

d ., . _ d
— (3 —6xv+ =it i
!{x xy+y7) !(Zx »)

Y (L Doy Y
3(2x) ﬁ(xdx+ydx]+2ydx 2(1) =7

dy dy _,_dy
6x—6x2 —6y+2y 2 =22
X xdx 'y ydx dx

Se agrupan los términos que contienen % , y se despeja:

o
622 12,2 B 5 6y—t6
gl g

%(—6x+2y+1)=2+6y—6x

dy _2—6x+6y
dx 1-6x+2y

Por lo regular, el resultado de la derivada de una funcidn implicita se expresa en términos tanto de x como de y.

Es comiin que en algunos casos la expresién % se represente como y ',
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2 ®°° Dejermina la derivada y’ de la fincién \x+y =x—y

Solucién
Al derivar ambos miembros de la igualdad se obtiene:
d dx  dy
Zx+ 2+
4ty o E D w gl
dx dx 2Jx+y dv dx 2x+y dx
S despeiay” dein dgnakiad 2= 1=y yeel reauimiores:
Eu Tty Yy :

1+y' =2Jx+y - ' Jx+y = ¥+ Jx+y =2fx+y-1
y(1+2x+y) = 2/x+y-1

L 2jx+y—1
Y T 142ty

3 @2 Obtén la derivada y’ de la funcién y = e* 7
Solucién

Se derivan ambos miembros de la igualdad:

dy d +y * d b
e o L= . — -+ = &N+
il = psdThateng) o Pl
Se despeja ¥ de Ia gmiakiad:

},rzez+y+y:e:+y - y*_y’e-f‘*'j:e-l""J’ — y'(]—e’+5}=31+r

Donde:
il ¥
J' l_ex-Py o ¥y = T__y
4 ®°° Encuentra la derivada ¥' de la funcién implicita sen(x + ¥) = x
Solucién
d _dx .
Es&n{x+y}—zx- = cosix+y1+y)=1 =  oos(x+y)+yoosx+y=1
y'oos(x +y) =1 —cos(x + )
Donde, la derivada
,_ 1—cos(x+y) _ 1 _oos(x+y)

=seclx +y)—1

cos(x+ y) cos(x+y) cos{x+y)
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5 ®¢ Obi¢n 1a derivada % de la funcién implicitax — Iny = In x
Solucion
d d dc diny dhx 1
— —]]1 —_— — — —_— 1—— r —_— -
o e B ax y 7 T %
Se despeja la derivada de la igualdad:
_l -y’:l—l — —l-y'z__x — y’:‘ty_y
¥ x ¥ x x
& ®*° Determina la derivada respecto a x de la funcién cos(x + y) = sen(x — )
Solucion
%m(x +y) = Ed;san{x-y)
—sen(x + ) L(x+y) = ws(x— N (x—y)
gty St
=sen(x + ¥) - (1 + y") =cos(x =y - (1 = y")
—sen(x + ¥) — ¥'sen(x + y} = cos(x — y) — y'cos(x — ¥)
Se despeja la derivada:
¥y'cos(x — ¥) — ¥'sen{x + y) = cos(x — ¥) + sen(x + y)
¥'[cos(x = y) = sen(x + y)] =cos(x — y) + sen{x + y)
, _ cos(x—y)+sen(x+y)
" cos(x—y)—sen(x+y)
7 % Encuentra la derivada de la siguiente funcién implicita x +\/y =2a
Solucion
d d 1 1 2.y
ZWr+ =2 — .y’ = s 1
dx(ﬁv{;)dx{a) ¥ Gmtap VY ¥ T gg
y=- \ﬁ
X
EJERCICIO 34
Deriva las siguientes funciones implicitas respecto a x:
1L.x2+y2=4 5.3+ 2y —-6y*=1
2. %xy =1 6. (x+12+(y—172=5
3_yz_3x=0 7. ﬂ:x
x=y
x? 2
4_x2+2},2+5x_2y_1=|] 8. T—%:l
a
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19,

21,

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

10,

11,

12,

13,

14, x

15,

16.

17,

18,

=2

Y =2xy =xy+55y -y
3 =23y +5xy=y—-3x
yyxr+y=x

JE+y=axy

_2x-3y
2x +3y

Jx = y=2x
y=lnJxy
xy? = ghl)

In(sen{e”)) = x

e _
i

y _
In _
x+1

x+y=In(x—y)

g"+e”_1

T
Lo

L xr=2

.y=amt:m£

.yl x—xIny—2=0
. ¥ =In(lnx)

L In(l +eY) = e~

L Inx™—x=0
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30.
31.
32,

33.

35,

36.

37.
38.

39,

41,

42,

43,

45.

47,

49,

50,

xe’ —y=0
& —xy=2
sen(e)— et =x

elmyzax

. sen(x + a) —cos(y — b) = ab

yYy—cCcosx=seny

sen?{4x) + cos¥(4y) =8
eI — g®NY —gen y
sen(xy)—2x=3

senx—cosy—3=0

. e =cosx

1+senx

1+seny

xarctany—y=0

¥y =In[sen(x + y)]

L 2Y=x-3=0

& +xy—2y=0

P =y =0

2+ sen(x+y)=y+cos(x + y)

yarccos{e"y=cos y
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Derivadas de orden superior

Las derivadas de orden superior se obtienen al derivar una funcién y = f(x), tantas veces como lo indique el orden
requerido,

La derivada de una funcidn se llama primera derivada y se denota con y' = %

d?
La derivada de la derivada se llama segunda derivada y se denota con y" = Ex{h

El proceso de hallar derivadas, una tras otra, se llama derivadas sucesivas,

La enésima derivada de una funcién se denota con y™ = &y = f"N(x)

&ﬂ
EJEMPLOS .
d!
-% 1 ®% Encuentra 1a segunda derivada ﬁ de la funcién y = cos® x
by Solucién
Se obtiene la primera derivada de la funcidn:
3
% = dc:; Y = —3cos?xsen x
Finalmente, se deriva el resultado anterior para obtener la segunda derivada:
2
i—f = %{—Bc:oszx senx) = —3cos® x + 6 sen’ xcos x

3

2 ®°° Determina % de la funcién y = In x

Solucién
Se obtiene la primera derivada:

Se encuentran la segunda y tercera derivadas:
d’y d1 1 d’y d 1 2
E=E(§]=__ Sl - o =

&’y 2

Finalmente, el resultado es: E = 1_3

4
3 ®*: Encuentra g de la funcién f(x) = x> + 2 — x
Solucion
Se deriva sucesivamente la funcion, hasta llegar a la cuarta derivada:
f@W=x*+2%-x f@O=%I+a-1 [fx)=6x+4

ffx=6
=0
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2
4 ®% ,Cyjl es el resultado de % dex?—3xy +y=1?
Solucién
Se obtiene la primera derivada implicita: %(}c2 —3xy+y) = %(1) - 2x- 3(1% + y] +

BE &l

dy
2x—3x——-3y+
o y

=0
=0

oo g
—A-3) =3 -2

dx 1-3x
dy
2 . (1—-3x) (3",_ —2] —(3y —2x¥-3)
d 3y-2
bbbl — (], BL L
d¥  dx| 1-3x dx (1-13x)
3y—2x
1-3x)|3 =2 |3y —2x)}-3
d’y_{ x)[(l—h] }-{y xX—3)
dx* (1-3x)°
4’y _ 36y=2x-21-30)-(Gy=2xX-3)
dx’ (1-3x)
d’y  9y—6x—2+6x+9y—6x
de* (1-3x)
d’y  18y—6x—2
dx* (1-3)
2
5.""Detem|.innjx—zdcx2—xy+y2=2
Solucién
Se obtiene la primera derivada:
d 2 d dy dy
La-xy+y) =< - |22 4y +2y2 =0
el et © R ) B (xdx .v] YT ¥
- L LV iy 2R
2x Idx y+2yd:t 0 — dx{Zy N=y—-2r — 7
dy dy
Se obtiene la da derivada: — = — —_— =
obtiene la segun TiV e dx[Qy—x] - o =2
-3y —3x
- (-2
dy . I)(zy-x] ¥ x)(ﬁy-x]
dx’ 2y = x)
. ; d’y 6(x" —xy+y")
al simplificar se obtiene: Fe = —m‘#
d’y 6(2) 12
Iz— + =2 —_ = - 3: 3
DR H dx’ @y-x Qy-%
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EJERCICIO 35
Realiza lo que se te indica:
4
l.Determ.ma%,mf(x)=x‘t—2x3—4xz—5x+2
dS
2.Obténg};,siy=4x2—6x+2
dzy 4x -1
3. Determina d.t"Sly_ e
. dy . axtb
4. Determina Et-;,sly— ok

10.

11,

12

13.
14,
15.
16.
17.

18,

19.

20,

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

; Obtén

3

.Obteng siy = (ax + b

4

. Determina i—f,siy=senx+cosx

2

. Determina i—::',siy=ln(sanx)

3
ax° Ty = ooy (x—17

2

. Encuentra d—y,siy=tane‘

dx’

2

dy
la
,:,CI].E.IES dx

Obtén —,51y— Mo — 2

2

.Determinai—};,sixz+y2=lﬁ
4
Obtén %,my=xlnx
Cﬂl(:ul.ﬂluﬁ sisenx +cosy=10

kii ¥

3

Siy =x2sen x, obtén %g
A | dy d'y
Siy= +l,obtén dx”dx"
Encuentra y"dexy +y—1=0

d!
dx!

. 1 d’y
Slﬂx)z 1+Senx,0b‘tﬂ]] F

Siy = In(cos x), determina —

Determina y"y y"de x? + xy + y? =

2,511—3xy+2y 0?
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Derivadas de ecuaciones polares
Sea p = f(#) una funcién en coordenadas polares. La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(r, f) es:

dy
dy _ p'senf+pcosf 4o

T dx " poost-psend  dr
do
EJEMPLOS .
-% 1 ®%° Determina %,pﬂralaecmciénpolarp=4c0536
Ly Solucién
Por el teorema:
d(4 cos 36)
418 08 30) | cen 0+ [4 cos 3
dy [ d8 ]mﬂ [4008 3010080 1) sen 39 0cn 0+ dcos 300088 _ 3scn 360 8cn 0 —cos 30 c0s 8

Pl [d{4$3B}JCDSB —[4.c0s 36]sen 8 ~ —12sen30cosf—4cosI0sen  3sen 30 cos @+ cos 30 sen d

2 ®% Encuentra la pendiente de la recta tangente a lacurvap = 1 + sen fen 6 = %

Solucion
Al utilizar el teorema:

d
[Ra{l+senﬂ)-|scnﬂ + 1+ %en feos 0 _ ocosfsenf +cosd +cos fsen

cos” 0 —sen’f —sen

@ _
dx lj%{l +sen B}Jcos & —(1+sen @)sen 6

_ 2cos®sen 8+ cosd
cos’ § —sen’d — sen 0

_ sen2f+cosé
" cos20—sen @

Seevaliap’end = %

~ scnz(z]+cos(i] ~ l+%_“€:l ~
BRI
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EJERCICIO 36
Determina la derivada de las signientes ecuaciones polares:
a

I.p=2senf +3cosd 6"0:1—1:058
2. p=dcsch 7. p=e®
3. p=asen50 8.p=4seczg
4. p= sen28 9.p=3—2cosf
5.p=1+cosf 10. p= 40
En las siguientes ecuaciones polares, encuentra la pendiente en el punto indicado:
11. p=2cos8,0= =

8
12, p=senfl —cos 0,0 = ":“'

-
13. p=tan 6,6 = ry

0=m

2
14. p=
P~ a—seno

T
15. p= 2,Jcos} 0= 3

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Derivada de ecuaciones paramétricas

La curva y = f{(x) se define por las ecuaciones paramétricas x = h(t) y ¥y = g(¢); entonces, la pendiente de la recta
tangente en un punto P(x, y) es:

d dy
o _ w50 _a
dt dt
EJEMPLOS .
1
'% 1 ®%° Calcula % para la funcién cuyas ecuaciones paramétricas son x = 12 + 31,y = T
i Solucion
Se determinan las derivadas respecto a t:
dx _ I o
& dt (t+17
Por el teorema:
& o A
& _ dr _ (:+1)?:_ 1
dx  dx 2t+3 (2t + 3z + 17
dt
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2 ®°° Determina la pendiente de la recta tangente en el punto (x, y)a la curva, si sus ecuaciones paramétricas son x = t — 2,

1
y= EIZ + 1en el intervalo —3 = ¢ = 3, para el punto correspondiente a t = 2

Solucién
Para aplicar el teorema se obtienen las derivadas: 7@
dy _d [1 3 ] 1 2t _t dxr _ d
= ===+l ==(2) = — = = —=—=0-2=1
de dt 8{ . 8( ; 8 4 dt dt( .
Al sustituir los resultados, se obtiene:
& ¢
O S
dx  dx 1 4
dt
Se evaliia la derivada en ¢ = 2, para obtener el valor de la pendiente:
4 2
EJERCICIO 37
Deriva las siguientes funciones paramétricas:
4 {ng‘ , teR
y=t —4
x=3°-5
2 142, 1=t=3
4
i
3; { =4 t, te R
y=t
4, {x:bme, 0=6=32
y=atanf
1
5.9 % ; teR
y=rjt—1
6. x=53f:n8—cosﬂ’ T
y=sent—4cosf
=t
s
7. ; 2 teR
_t +1
TS
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i
8 %7, ~T=0<Z
y=sen 28
x=5¢"
9. 4, -3<r<3
P
o [z
En las siguientes ecuaciones paramétricas obtén el valor de la pendiente en el punto indicado:
=1+
iy % 0=<r¢=2m =7
y=1—cost 3
b 2
12, {;;:f+-;b m=t=n, t=2mn
x=b(2-31) o B
13, {y=at’ 3a <t <2b, L
14. {;:iﬂ;cusr 0<t=m, t=m
=2 cot’
T i 0=0=2m, 0="2
y=4cotf 4
o 2
16. {;:f:r’ ~3<r<3, t=1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO §
APLICACIONES DE LA DERIVADA
-l 'Hépital escribié el primer libro de
- chﬁlculo en 1696, en el cual eran ob-
B\ ™ vias las influencias de sus profesores
0 Johann Bernoulli, Jacob Bernoulli y Leibniz.

L'Hapital sirvié como dficial de caballeria,
pero tuve que refirarse a causa de ser corlo
de vista. Desde ese tiempo dirigié su afen-
cién hacia las matematicas. 'Hapital apren-
dié caleulo de su maestro Johann Bernoulli en 1691,

I'Hépital era un excelente matemdtico, en 1692 su fama estd basada en su
libro Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes.

En este libro publicé la regla que ahora se conoce como regla de 'Hépital,
para encontrar el limite de una funcién racional cuyo numerador y denomi-
nador tienden a cero.

Guillaume Frangois Antoine marqués de L"Hépital
(1661-1704)
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Rectas tangente y normal a una curva

Analicemos primero algunas definiciones:

Tangente

Recta que toca a una curva en un punto,

Normal

Recta perpendicular a la recta tangente en el punto de tangencia.
T: recta tangente
N: recta normal

AP, : longitud de la tangente
P,B : longitud de la normal

AQ': longitud de la subtangente
OB : longitud de la subnormal

¥4

0

© Longitud de la subtangente. En el tridngulo AQP la tan 8 = i'—g-,pem BQ =y, ytanf=m= %,aldeslle—

jar AQ se obtiene, AQ = ~:—'DQH , por consiguiente:

A—.Q=i

&&=

© Longitud de la subnormal. En el tridngulo BQP, la tan 8 = g:g,pcm OP, =y, ytanf =m= % , por tanto,
1

al despejar OB se obticne, OB = QF, - tan 0, por consiguiente:

T L.
QB _y]E
© Longitud de la tangente, Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccion de larecta tangente con

el eje X.
En el trifngulo AQP, por el teorema de Pitdgoras:

(AP)* = (AQ) + (QP)
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Pero, AQ==- y OF, = ¥, POr consiguiente:

Bl &

+ o= % L= %Mﬁ]’]

2
Aldespejar AP, se obtiene, AP, = %;— 1+(%] , por tanto,
dx

Bl

A_P,'=y—); 1+y”

© Longitud de la normal. Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccién de larecta normal con

el eje X.
En el tridngulo BOP, por el teorema de Pitigoras:

(BR)" = (BQ) +(QP)

@ = (w2 + o= U‘)Z[H(g]z]

2
Aldespejar BF, ,se obtiene, BF, =y, 1+(%] , por consiguiente:
BF, =y \1+y"

Ecuacién de la recta tangente

La ecuacitn de la recta tangente a una curva en el punto P,(x,, v,) con pendiente m = estd dada por:

&

ye—wn= g(x-x,)

Ecuacién de la recta normal
; ; 1 5 ;
La ecuacitn de la recta normal a una curvaen el punto P (x,, y,) con pendiente m = — H estd determinada por:
de

J'-y,=-$(x-x1}
dx

141



5 CapiTuo

CAICULO DFERENCIAL
EJEMPLOS .
'g_ 1 @9, Cuil es la pendiente de la recta tangente a la curva x> + xy + y = x — 4 en el punto (1, —2)?
2 Solucién
Se derivan ambos miembros de la ecuacién:
dix’+xy+y) _dx—4) [d}f ] dy dy dy
= 2+ xZ+y |+ 2 =1 x+xZL +y+ 2o
d dx Ua ) a T T s
B
Se despeja
dy _1-2x—y & sy _1=-2x—y
B e RGeS

Al sustituir las coordenadas del punto de tangencia en la pendiente, se obtiene:

_1-2)-(2) _1
- 1+1 2

2 ®% Deermina la pendiente de la recta tangente a la curva § = sen (g—ﬂ] ,en el punto (%.%]

Solucion

Al derivar la ecuacién de la curva:

ds & Y %—a ™ -
2 - w5 el

de 2 df

se obtiene que: m. = —COS(;—T = B]

Se sustituye el punto en la pendiente:

gt et

3 ®°° Encyentra la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal a la curva f(x) = —x? + 6x — 4 en el
punto P(1, 1).

Solucién

Se deriva la funcidn y se evaliia en el punto para encontrar la pendiente de la recta tangente en ese punto.
Fey=-2x+6

Six = 1, entonces,

F)=-2)+6=-2+6=4

142



CapiTulO 5

Aplicaciones de la derivada

Por tanto,
ibmgen e =1 by, 2 <ioay=a
&y 4 'dx
dx
dy 2 1 2
fangente: dy l+(—] =Z-fﬁ normal: y, 1+( ] J17

4 ®¢° Determina la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva xy + y — 1= 0O en el punto (3, i]

Solucién
. . . p_ Y . e
Al derivar la funcidn se obtiene y' = T por definicién m,. =)

1
Se evaliia en el punto [3 l] m =—i =—i
P d) T T T 1e
Ecuacidn de la tangente:
Se obtiene con P 3-1- m ——L sustituye en y — —é'y-{x—x)
obtiene col kg Tr= g e yeeny =y, = o ;
1 1
y====—(x=3) —= loy—d4==x+3 = x+16y=7=0
4 16
Bcuacion de la normal:

SaohﬁemconP(S,i] ym,= —é = 16, se sustitiye en y — y, = —é{x —%)

dx dx

y—-i—=l6{x—3) = 4dy—1=64x—192 — 6H6dx—4dy—191=0

Las ecuaciones de las rectas tangente y normal son: x + 16y — 7 =0y 64x— 4y — 191 =0

EJERCICIO 38

Calcula la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal de las curvas dadas en el punto indicado.
1. fix) = —x+2enx=3
2, flx)=—x2+3x —2enx= -2
3. y=x = 5x+ 6enel punto (—1, 12)
4, fix) = x> — 2x? + 3en el punto (2, 7}

5. y= x—"'; enel punto (2, 3)
—

6. flx} = V—x en el punto (—9, 3)
7. flx) = Jx+3 enelpunio(1, 2)

B y= lttr|x=2
x
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9. fx)= x"—4d4xenx=3
10. x*y—y—2=0 enel punto (2,%]

Determina la ecuacion de las rectas tangente y normal a la curva en el punto indicado:
11. y=x"+35 enel punto (=2,9)

12. y=x"—x+1en el punto (0,1)

13, y=4x"—4x+1 enel punto (%,0]

14. y=x°—x* enelpunto (2,4)

15. y=x"+3x"+2x" —5x—9 enel punto (—1,—4)

16. f(x) = \/9—x" enel punto (\E,ﬁ]

17. fx) = ”—"'i en el punto (3,2)
P

2
18, flx) = T en el punto (0, 2)

19. y=senx en el punto (%,1]

7 1
2. y= 1 e e
¥ cusxanepuntu(g 2]

21. y=tanx+2 enelpunto [%,3]

x*=y*=12=0 enel punto (4,2)
xy=1 enel punto (1,1)

x* +2xy—4 =0 enel punto de abscisa x = 1

B R BB

x'y* —4y+1=0 en el punto de abscisa x = 2
26. Jx+y=x+1 enel punto de abscisa x = 3

27, f(x) = Inx en el punto de abscisa x = ¢

28. xy+x—2=0 enel punto de abscisa x=%

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS

<21
£

Aplicaciones de la derivada

Angulo entre dos curvas

Sea P(x,, y,) el punto de interseccién entre las curvas f(x) y g(x), entonces el dngulo § entre las curvas se obtiene
Qon:

fix,)—g'x,)
1+ f'(x,)-8'(x,)

Donde f“(x,) es la pendiente de la recta L, y g'(x,) es la pendiente de la recta L |

tan § =

Y&

N\

/

- ®%° Determina el dngulo agudo formado por las curvas f(x) = 4 — x2y g(x) = x2en el punto de interseccién, cuya
abscisa es x = V2
Solucién
Se obtienen las derivadas de las funciones:
fxy=4-—x2 g(x) = x?
fe)y=-2 g'x) =2

Se evalta la abscisa x = /2 en las pendientes (derivadas)
Fi(N2)y=-242 g(N2)=242
Se aplica la f 6rmula, entonces;

e r(2)-¢(2) _ —22-22 _ 43 _4s2
1+ £(V2)g(vV2)  1+(-2v2)(22)  1-8 7

;] =arctan[4Tﬁ]

6 =38°56" 32"

Al despejar 8

Por tanto:
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2 ®¢° Cyil es la medida de los dngulos formados por las curvas x2 + y? =4, x? — y2 + 6x + 8 =0 en los punios (—l,wﬁ] ;

(-1.-V3)?
Solucion
Paso I:
Se obtienen las pendientes de las curvas al derivar las ecuaciones y evaluar los puntos dados:
Delacurvax? +yi=4,y" = i ydelacurvax? — y* + 6x+ 8§=0,y’ = 13
¥ ¥
En el punto (— 1, \'E] , las pendientes son: LY ¥y 2, respectivamente.
O]
En el punto (— 1, —\E] , Ias pendientes son: — . ¥ 2 respectivamente,
BB
Paso II:
Se obtiene el dngulo al sustituir el valor de las pendientes en la f6rmula.
Para el punto (—l, \E) :
2 1 1
YT R i BN
3 N3 3 3
Por consiguiente: # = 19° 6’
Para el punto (—l, —ﬁ]
_i_(_L i e

2 1 2 5 5.3
1+|-= || -—= 1+ £
FEw) s s
Finalmente: § = 160° 54’

3 @9 Encuentra la medida del 4ngulo agudo formado por las curvasx® + y2 =8 =0 y y? = 2x =0
Solucién
Se obtienen las intersecciones de las curvas mediante un sistema de ecuaciones:
xz+y2—8=ﬂ;yz=2x — 2+ 2x—-8=0
(x+4x—2)=0
x=—4x=2

Luego, six = 2 entonces y = =2 que resultan en los puntos (2, 2) y (2, —2)
Se obtienen las derivadas de cada una de las ecuaciones:

x14+y2—-8=0 y2=-2x=0
2x+ 2yy' =0 Zyy' —2=

f —

X r—
= =
y
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Se realiza la evaluacién en los puntos (2, 2) y (2, —2)
ﬁl‘ﬂﬁl]}uﬂtﬂ{:, 2) — yl' B _g = _l;}'z’ i %
Luego:
l_{_l) l+1 3
mng=2—— =2 = 2 =3 donde § = arc tan(3) = 71° 33’
bkl  Teie =
2 2 2
2 1
Parael punto (2, —=2) — y,/ = = —f gt =
Luego,
1
1_(_5] i+l 3
tan 6 = £- = —2 = 2 —3;donde 6 = arc tan(3) = 71°33'
el P P
1+{1)( 2] = 3
Ya
22
fﬂz_s:f g
X
#=71°33"
(2-2) y-2x=0
EJERCICIO 39

Determina la medida del 4ngulo agudo y obtuso que forman las curvas dadas en el punto indicado:
1. y=x"+1 ; y=x+1 enel punto (0,1)

4
2. y=v§x2;y= 25—x" enel punto (3,4)

Lad

. y=413=x; y=/18 = (x+5) enel punto (-2, 3)
x*=y—=2=0; ¥ —x=0 enel punto {2,\,5]

. o

th

. 327 +5y=0; 2x+5y+1=0 enel punto (1,—%]

x—1 1

en el punto (2, E]

<

=]

. x*+y*—5=0; ¥ — 4x=0 enel punto de abscisa 1

oo

. Determina la medida del dngulo obtuso que forma x* +3y* =13=0 y ¥ —dx=0

147



5 CapiTuo

CALCULO DIFERENCIAL

Calcula la medida del dngulo agudoe que forman las curvas dadas:
9. 32" +4y" —12=0; 4y —9x=0

10. xy=—x—=2=0; 2y—1=0

11, x=2y; y=2(x+2)

12. y=x"+x; y==x"+5x

13, ¥ =x+1; y'+2x—-4=0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Curvatura

Radio de curvatura
En geometria plana la longitud de un segmento circular estd dada por la férmula: s=r-8 — r=

5

- F K%

En la figura se observa que s cambia cuando @ cambia,
En una curva cualquiera, al tomar un segmento muy pequefio formado por dos puntos de la curva y al relacionar
la férmula anterior se tiene que:

AB=Af
Ad AG'
A i)
As
De la formula anterior se define Ar como:
Ar= A
Ag
Luego, si la longitud As es cada vez mds pequefia, es decir, tiende a cero, el radio de curvatura se define como

el siguiente limite:
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En la figura se tienen dos puntos, P y O, de la curva, muy proximos entre si, en cada punto se traza una recta
tangente y su normal. Al punto de interseccién entre las normales se le llama centro de curvatura y a la distancia del
centro a cualquiera de los puntos Py Q se le llama radio de curvatura.

1
La expresidn = j—f recibe el nombre de airvatura.

Para determinar la férmula que permita calcular el radio de curvatura se tiene la siguiente figura,

Ya

y+dy--

En la funcién f(x) se tienen los puntos Py Q infinitamente muy préximos, de manera que la longitud del segmento
circular ds sea igual a la longitud del segmento P(Q; entonces, de la representacién geométrica de la derivada se tiene
que:

dy

dy_
tan @ f =arc tan—
— f=arc o

Del tridngulo PORYy el teorema de Pitdgoras se obtiene:

ds = \{(dx) +(dy)’ "{[1+(dy)2 {dx)z=\/1+(%] dx

(dx)
Luego,
ds=r-dd — r=E
(Y- : a) [+(2)
1+ (dx] dx [l+[dx ] 1+ 7
- T r= 3
damtan— 4y u dy
i!Ez . &2
dy
1+[dx]

Finalmente, la formula para determinar el radio de curvatura es:

AHE] o

La longitud del radio de curvatura es una cantidad positiva,
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Circulo de curvatura

Es una curva dada en un punto de tangencia a la circunferencia, que tiene de centro el centro de curvatura y de radio
el radio de curvatura y que pasa por un punto de tangencia, también se le conoce como circunferencia osculatriz o
circulo osculador,

fix)

Centro de curvatura

Para determinar la férmula que permita calcular el centro de curvatura se tiene la siguiente figura,

Y4

Donde:
C{a, B): centro de curvatura

Q(x, y): punto de la curva
r: radio de curvatura

Se obtiene la ecuacién de la recta normal de la recta tangente en el punto Q.
B-y=—t@-»
Ty
Se obtiene la ecuacidn de la circunferencia de centro el punto C(a, B), radio r y que pasa por el punto Q(x, y).

(x—c::!)lz+{y—,3}2=Jr2

Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtienen las coordenadas del centro de curvatura.

dy, (Y dyY

| +(dx] aeys| T\
d’y ' d'y

ar dr’
azx_[y,|1}@T |], ﬁ:ﬁ(%]
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EJEMPLOS .
'g. 1 ®#° Determina el radio de curvatura y la curvatura de la curva x* + y? = 25 en el punto (3, 4)
i

Solucién
Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la funcién dada.

& _x Lo o
dx ¥ dx? }.!
H punto se evalia en cada derivada.
B nliad,
dx ¥ 4’

2 yi 4!

Los valores que se obtienen se sustituyen en la farmula de radio de curvatura,

25
64

o T [”H]T -

b 2 25

Por tanto, el radio de curvatura es:
r=35

Luego, el valor de la curvatura se obtiene con la expresién:

a6 _1

ds r
Finalmente, el valor de la curvatura es:

E — l

ds 5
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2 ®¢° Determinael radio y el centro de curvatura de curva y? = —8x, enel punto (=2, 4)

Solucién
Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la curva y se evahia el punto.

dy _ -4 _ 4 _
dx ¥ 4

dy 16 _ 16 1

& Vv @ 4

Los valores obtenidos se sustituyen en la f drmula del radio de curvatura.

r=7[1 +(I1)2T — r=¥ = r=82
SR
Por tanto, el radio de curvatura es:
r=82
Luego, el punto (—2, 4) y los valores de las derivadas, se sustituyen en las férmulas que determinan las coordenadas

del centro de curvatura.

[@] O b w0 o | JPRRP

4

1+ (y)?
},ﬂ

132
el l R

,3=y+[ ] - =4+

Por tanto, las coordenadas del centro de curvatura son el punto (—10, —4)

Radio de curvatura en coordenadas paramétricas
Dadas las ecuaciones de una curva en coordenadas paramétricas.
x=fr), y=g()
Entonces, al derivar y sustituiren la formula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

j (%JJ’(%]] [Jer+orT
e dy _dy dx] T Wy =y
d da* dt di*
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EJEMPLOS -
-% 3 ®%° Determina el radio de curvatura de la elipse x =2 cos #, y =3 sen f en el punto correspondiente a t = ;—T
i

Solucién
Se obtienen la primera y la segunda derivadas de cada ecuacién y se evalia t = g en cada una de ellas.

x=2cost — x'=—2sent — f=—255n(%]=2{1)=2
¥'=-2cost = x"=-2 ms(;—rJ —2(0)=0

y=3sent — y'=3cost — }f=3ms(;—r]=3{ﬂ)=ﬂ

y'=-3sent — y"=—355n[%]=—3{1}=—3

Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula del radio de curvatura:

[Jor+o7] [Vor+oF ] g

— r=—=§=
6

Koy—y-x] " j@x-3)-©x0) ]

r=

W&

Por consiguiente, el radio de curvatura de la elipse en el punto correspondiente a t = % es:

4
]
3
Radio de curvatura en coordenadas polares
Dada la curva con ecuacidn de la forma:
p=f(8)

Se tiene que:
x=pcosf, y=psenf
Si se sustituye p = f(#) en estas 1iltimas ecuaciones, se obtiene:
x=f(B)cosd, y= f(f)send

Entonces, al derivar y sustituir en la férmula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

26

dpY’ d?
P2 E2) —p-L8
P (dﬂ] P 462

-3

B [w"P"'(P’)zI
— r=
|* +2(p")" = pp|

Fi—
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EJEMPLOS “
'8_ 4 ®%° Dciermina el radio de curvatura de la curva p = cos 26, en el punto correspondiente a 6 = r
o Solucién

Se determinan la primera y la segunda derivadas de la funcién dada y se evalia a=%

p=cos2f — p=cos2(m) — p=1
p'=—2sen20 — p'=-2sen2(m) — p'=0
g =—4cos2r — p'=—dcos2im) - pg'=—4

Los valores se sustituyen en la férmula y se simplifican las operaciones,

R N O

i 17 + 2007 — (1X—4)| “i+0+4 5

1
5

Por tanto, el valor del radio de curvatura es:

1
i
5
EJERCICIO 40
Determina el radio de curvatura y la curvatura de las curvas en el punto dado:
l.x2—y2=-3 (1,2)
2 xy+y+4=0 (3, -1
3. x2+4y=0 @2, -1
4y=r @
5 [xicuss —
y=sent
6. {‘212” i=2
y=t
7. p=cos o=Z
2
8. p=sen 3:%

Determina el centro de curvatura de las curvas en el punto dado:

9. x2—dy=0

10, x2+ 4y —8=0

I1. y =senx

12.y—e*=10
13, y=yx+1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

21
(=2,1)

m

2’ ‘]
0, 1)
3,2)
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Maximos y minimos de una funcién

Definicién

1. Sedice que una funcién f(x) tiene un maximo local M en x = x_, si f(x,) = f(x) para toda xen un intervalo (a, b)
tal que x,, pertenezca a dicho intervalo.

2. Sedice que una funcién f(x) tiene un minimo local men x = x,, si f(x,) = f(x) para toda xen un intervalo (a, b)
tal que x, pertenezca a dicho intervalo.

¥4 ¥4
fxoy|m==mmmmoz M ﬁxo\ :
f@ : '
/ il :
Te = o'x s % b x
F<fi,) fxa) < fx)

Si f{x) tiene un méximo o minimo local en x,, entonces la pendiente de la recta tangente (derivada) en dicho punto
es igual a cero.

Y
M
/7 fx=0 %
E e =0
X

Donde:
M = punto miximo
m = punto minimo

Criterio de la primera derivada para encontrar puntos méximos y minimos

a) 8if'(x) >0, paratodax e (a,x,)y f'(x) <0, para todax e (x,, b} (es decir, la derivada cambia de valores positivos
a negativos), entonces en f(x,) existe un valor miximo local.

b) Si f'(x) <0 paratoda x & (a,x,) y f'(x) >0, para toda x e (x_, b)(es decir, la derivada cambia de valores negativos
a positivos), entonces en f(x ) existe un valor minimo local.

¢} Siparatodax e (a, b)y f'(x) tiene el mismo signo, entonces f(x) no tiene valor mdximo ni minimo local.
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EJEMPLOS .

'8_ 1 ®#° Determina los puntos méximos y minimos para la funcién f(x) = 3x — 12x + 15, utiliza el criterio de la primera
5 ' derivada.
i

Solucién

Paso 1
Se obtiene la derivada de la funcion:

i) =6x— 12

Paso 11
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacidn:

fx)=6x—12; 6 —12=0 donde x=2
Este resultado recibe el nombre de valor o punto critico.

Paso 11T
Se da un valor menor y uno mayor préximo al valor critico y se evahian en la derivada.
Para x = 2 se toman los valores 1 y 3

F(1)=6(1) 12 = —6 <0 y FB)=6(3)-12=6>0
H cambio de signo es de negativo a positivo, entonces la funcién tiene un valor minimo enx = 2.

Paso IV
valor critico se evahia en la funcion:

@y =327 -12(2) + 15
f@=3

Por consiguiente, el punto minimo es (2, 3)

2 99 Obién los puntos méximos y minimos para la funcién f(x) = 2x°> —3x> —12x +15

Solucién

Paso [
Se obtiene la derivada de la funcién:

F() = 6x° —6x—12

Paso II
La derivada se ignala a cero y se resuelve la ecuacién:

i) =6 —6x—12 — 6xX —6x—12 =0
r-x-2=0
(x—2)x+1) =0

Los valores criticos son:

=2,x==1
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Paso III
Se dan valores menores y mayores proximos a los valores criticos y se evalian en la derivada.

3 1
Para x = —1, se toman los valores x = —5 yx= _E

3 -3) _ (-3 21 1 =\ 15
"NN==1= — | -] — |- Sy "NN==1 = — | —-6] — |- = =
f[z] 6[2] 6(2]” 2}°”f(2] G(z] 6[2] ==z =0
La derivada cambia de signo positivo a negativo, entonces la funcién tiene un valor méximo en x = —1

Para x =2 se toman los valores x = % yx= %

) - <os o(D)- Ae2

La derivada cambia de signo negativo a positivo, entonces la funcién tiene un valor minimo en x = 2

Paso IV
Los valores criticos se evalian en la funcion:

Parax = —1, f(—1) = 2(—1P— X —1)*—12(—1)+15 =22
Parax =2, f(2) = 2(2)’ = X2 —122)+15 = =5

Por tanto, el punto méximo es (—1,22) y el punto minimo es (2, —5)

Intervalos donde crece o decrece una funcién

Definicién

1. Una funcién es creciente en el intervalo (a, b), si f'(x) >0 para toda x & (a, b)

2. Una funcion es decreciente en el intervalo (g, b), si f'(x) <0 para toda x  (a, b)

¥t ¥

a0

fx

o S et s

- i,

e | e

X <Nt x

x
Observacién 1. Existen funciones siempre crecientes, pero su derivada se anula para algiin valor de x.

Eiemplo
La funcién f(x) = 1 + (x — 2)? es siempre creciente, pero su derivada es cero para x = 2

F@®=3x-20 > f@)=32-27=30)=0
Observacién 2. Existen funciones siempre decrecientes, pero su derivada se anula para algin valor de x,
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-S_ 1 ®%° [ 4 funcién f(x) = 1 — (x — 2)* es siempre decreciente, pero su derivada es cero para x = 2

F@=-3x-2F = A2)=-32-2P=-300)=0

2 ®¢: Indica los intervalos donde la funcién f(x)= %x’ = %xz — 6x es creciente y decreciente.

Solucién

a) Intervalo donde f(x) es creciente,

Paso 1

Se obtiene la derivada de la funcién: f/(x) =x2—x—6

Paso II
Por definicidn f'(x) >0
x1—x—-6>0

Al resolver la desigualdad se obtienen los intervalos:

(==, =2) U (3, )
Donde la funcion es creciente.

b) Intervalo donde f(x) es decreciente.
Paso I
Se obtiene la derivada de la funcion:
Fxy=x—-x-6
Paso II
Por definicién f'(x) < 0
xI-x—-6<0
Al resolver la desigualdad se obtiene el intervalo:
(=2,3)
Donde la funcién es decreciente.
Grifica:
Y4
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EJERCICIO 41
Encuentra los méximos, los minimos y los intervalos para los que la funcién es creciente o decreciente,
3
1. f(x)=x*—6x+5 9. f{x)=%—§—6x+4
4
2, fix)y==3x"+5x—4 10, f{x)=%—§x’+§x’+l
3, fx)y=x"-3x 11, y:ffzx
4. flx)=x'—6x 2 pm=213
x—3
iy { __2x
5. fx)y=4x>+ 3x —6x 13, f(x) 744
x'=1
6. fx)=4x’—x"—4x+3 14, Yer—s
-x
2
7. fx)==2x+3x" +12x -5 15. fxy=—
x+3

8. .JI'{A:}=§—A:2 —3x+1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Criterio de la segunda derivada para encontrar puntos méximos y minimos

a) Daday= fix)con f'(x,) =0, si f"(x,) > 0, entonces el punto (x,, f(x,)) representa un punto minimo.
b) Daday = f(x) con f(x} = 0, si f"(x,) <0, entonces el punto (x,, f(x,)) representa un punto méiximo.

Ejemplo

Determina con el criterio de la segunda derivada los puntos miximos y minimos de la funcién
FEy=x*—-3x2—-24x - 10

Solucién

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcidn:

Fia)y=3x2—6x—24
Paso II
Se iguala la derivada a cero y se resuelve la ecuacion:
2 —6x—24=0
-2 -8=0

x—4)x+2)=0
Los valores criticos son:

xr=4 y x=-2
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Paso III
Se obtiene la segunda derivada y se evaliia con los valores criticos:
flixy=6x—6
Parax= —2

S(=2)=6(-2)-6=-18<0

Por tanto, la funcidn tiene un valor mAximo en x = —2
Parax=4

ffH=64—-6=18>0
Por tanto, la funcidn tiene un valor minimo en x = 4

Paso IV
Los valores criticos se evalian en la funcién:
Para x = =2
F=2=(-2F —3(-22 —24-2)-10 =18
Parax=4

F(4) = (47 =347 ~24(4) =10 = —90
Entonces, la funcién tiene un punto médximo en (—2 18) y un punto minimo en (4, —90)

Concavidad y punto de inflexién de una funcién

La funcién f(x) es concava hacia arriba cuando las rectas tangentes a dicha funcién estdn por debajo de la curva.
La funcién f(x) es concava hacia abajo cuando las rectas tangentes a dicha funcion estin por arriba de la curva,

Y4 Céncava hacia
flxy=0 arriba de (x,, =)
fx)
fx)>
Fe)T
fF(x)>0
Cdncava hacia ¥
abajo de (—, x,) 2 - e %

Donde (x,, f(x,)) es el punto de inflexion.
Prueba de concavidad:

1. Una funci6én es cdncava hacia arriba en un intervalo (g, b) si para todo x € (a, b), f'(x) = 0
2 Una funcidn es cdncava hacia abajo en un intervalo (a, b) si para todo x e (a, b), f"(x) <0
3. Una funcién tiene un punto de inflexién en (x_, fix 3 si f'{x,) =0

Ejemplo
Determina las coordenadas del punto de inflexidén y los intervalos de concavidad para la funcién:

flx) = =2x7+9x" + 60x
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Solucién
Punto de inflexion

Paso I
Se obtiene la segunda derivada:

f@=—6x"+18x+60 — f'(x)= —12x+18

Paso 11
La segunda derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacién:

—-12x+18 =0 — x=§

Paso III
Se evalia la funcién con x =

b |

) -6 () +=() - 7

3 20?]

Por consiguiente, las coordenadas del punto de inflexion son [E' e

Intervalos de concavidad

Intervalo donde la funcion es concava hacia arriba.
Por definicién f"(x) > 0, entonces:

—-12x+18 =0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x < g , por tanto, el intervalo donde la funcién es concava hacia arriba

(=)

Intervalo donde la funcidn es céncava hacia abajo.
Por definicién f"(x) < 0

—12x+18 <0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x > 3 , entonces, el intervalo donde la funcién es cdncava hacia abajo

- (3) |
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EJERCICIO 42

g
:

@

Dadas las siguientes funciones, determina:

a) Puntos miximos y minimos,

b) Intervalos donde la funcién crece y decrece.
¢) Intervalos de concavidad.

d) Puntos de inflexion.

€) Grifica,
1. fx) = x* —6x+10 7. f(@) = 2x* =3x> = 12x +6
2, fx)= —x*+4x+6 8. f=@xr—1y
.= -3 -9x+1 9. flx)= m
4, fix) = 2% —3x" —36x+24 10, f(x) =x3%x +2)
5. 0() = xt — ax? 11, f(x) = sen(2x)en [0, 7]

_ ap 1
6. flx) = x +x2

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Optimizacién
Los métodos para obtener puntos méximos y minimos de una funcién son una herramienta que se emplea para solu-
cionar problemas pricticos donde se va a optimizar una variable,

Hay una gran variedad de problemas, por lo que resulta dificil dar reglas especificas para resolverlos. No obstante
se dan algunas sugerencias:

©  Leer cuidadosamente el problema y pensar en los hechos que se presentan y las variables desconocidas.
© Hacer un diagrama o dibujo geométrico que incluya los datos.

© Relacionar los datos con las variables desconocidas, hallando la funcién a maximizar o minimizar,

©  Encontrar los valores criticos y determinar cuil corresponde a un maximo o a un minimo,

EJEMPLOS .
1 ®#° Encuentra dos mimeros positivos cuya suma sea 20 y el producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro,
sea un valor miximo.
Solucién

Sean x y y los niimeros buscados, entonces:
Lasuma de los mimeros es 20: x + y = 20
El producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro, es méximo: P = x?y?
Se despeja y de la primera igualdad y se sustituye en el producto:
x+y=20 -  y=20—-x
Por tanto: P = x2y* = x2(20 — x)* ser4 la funcién a maximizar.
Se obtiene la derivada: P'(x) = x(20 — x)? (40 — 5x)
La derivada se iguala con cero: P'(x) =0, 2(20 — x)*(40 — 5x) = 0
Al resolver esta iiltima ecuacidn se obtienen los valores criticos: x = 0, x =20, x = 8
Se obtiene la segunda derivada: P"(x) = —20x3 + 720x2 — 7 200x + 16 000
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Se analizan los valores criticos:

Para x = 0, P"(0) = 16 000 >0, entonces en x = 0 existe un valor minimo
Para x = 20, P"(20) = 0, entonces en x = 20 no existe valor mdximo ni minimo
Para x = 8, P"(8) = —5760 < 0, entonces en x = § existe un valor miximo

Por tanto, uno de los valores es x = 8 y al sustituir en y = 20 — x, se obtiene y = 12, entonces los mimeros que
se buscan son:

x=8,y=12

2 ®%° Dk Ias cuatro esquinas de una limina cuadrada de lado m, se suprimen cuadrados ignales de lado x. Se doblan los
bordes de la limina recortada para formar una caja sin tapa. Determina la longitud de x, para que el volumen de la
caja sea maximo,

Solucion

m-x

H volumen de la caja en términos de la variable x estd dado por la funcion:
VEx) = (m — 2x)(m — 2x)(x) V(x) = (m — ()

V(x) = (x)(m — 2xy

Vix) = (x)}(m? — dmx + 4x?)

Vi(x) = m% — 4mx? + 4x* funcién a maximizar.
Se encuentra la derivada respecto a la variable x de la funciém:

V'(x) = m? — 8mx + 1247
Se iguala a cero la derivada:
Vix)=0; m?—8mx+12x2=0

Al resolver se obtienen los valores criticos:

m
r= —
2

)r xz_n_t
6

Se obtiene la segunda derivada y se evalian los valores de x:

m

Vﬂ(?] = _3m+24(%] = —8m <+ 12m = 4m > 0 minimo

v"(%] = —8m +24(%] = —8m + 4m = —4m < 0 méximo

Por consiguiente, el valor de x para que la caja tenga un volumen méiximo es:
xXr=

i
6
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3 @ Deerminacl dngulo que deben formar los lados iguales de un tridngulo isdsceles para que su drea sea médxima.

Solucién
Se construye una figura con los datos:

Sea x la base y y la altura, entonces su drea es 4 = %xy
Se toma la mitad del tridngulo:

)
£
2
Se aplican identidades trigpnométricas en el tridgngulo para el 4ngulo §

X

safn:nfl:l:i donde, x=2msenf cus3=1 donde, y=mcos @
m 2m m

Al sustituir los valores de x y yse obtiene:

A{G)=%{2msenﬂ](mcmﬂ} - A(ﬂ)=%"fz[25¢133°°5'9]

Pero 2 send cos # =sen 20, entonces A = %mz sen 20, ésta es la funcion a maximizar.

Se obtiene la derivada y se iguala a cero:

Ay =nmlcos20 — A0)=0 — micos20=0
m#0; entonces cos20= % =0, despejando el dngulo:
cos 26 =0 20 =cos™'(0)

T
& (0)
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Se obtiene la segunda derivada y se evaldaen 8 = %

A0y = -2m?sen20 — A"(E] =—2m? mQ(E]
4 4
ol Tl __no2 .
A (4] 2m s&n(z]
A"(E] = —2m*(1)

H drea es méxima para 8 = % y el dngulo que deben formar los lados iguales es de 90°

Calcula el volumen méximo del cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de H cm de altura y R cm de
radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan,

Selucién

Observa la figura,

De acuerdo con ella se hace un corte transversal y se obtiene el tridngulo que se muestra; por construccidn se tienen
tridngulos semejantes que cumplen con la siguiente proporcion:

R
R—r

=

H volumen del cilindro es:
V=arh
Despejando h de la proporcién y sustituyéndola en la férmula del volumen se obtiene:

arHr’

H H
h=—=H—Er — V=1rr2h=1rr2(H —Er]='1rHr2—

La cual es la funcion a maximizar,
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Se deriva la funcion:
2
Vi o — S
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacidn para r:
3w Hr’

V'(r) =0, 2wHr — =0

Si R #0, entonces 2HRr — 3mHr’ =0 — wHr(2R—3r)=0 = r2R— 3r)=0
Valores criticos:

2
=0, =—R
r=0,r 3

Se analizan los valores criticos en la segunda derivada:

Vo) = 2aeii = 378

r

Para r=0; V'(0) = 27H — %(ﬂ} = 27H = (0, entonces, el volumen es minimo,

Para r= —g—R % V"(—i—R] = 2¢7wH — -G—E{f-—(—gﬂ] = =27 H < 0, entonces, el volumen es maximo.
Entonces, las dimensiones del cilindro de volumen méaximo inscrito en el cono son:

3 R R\3 3

5 ®¢° Determina las dimensiones del cono circular recto de drea méxima, que puede inscribirse en una esfera de radio
R =5u

Solucién
Figura

H drea del cono de radio r, altura h y generatriz s, estd dada por:
A=mrs

De la figura se toma el tridgngulo rectdngulo

h=5+y 5
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Mediante el teorema de Pitigoras se obtiene:

s2=(5+yP+r? s=J5+y+r?

De la figura se toma el tridgngulo rectingulo,

Por el teorema de Pitdgoras:
S§=r'+y. = r=25-y

Este resultado se sustituye en: s =4/(5+ y) +r°

5= G+ +(5-y)

yasuvezen A = 7rs

A=ar G+ +25-y

Maximizar A equivale a maximizar A2, y el problema se reduce a términos simples, es decir:
At =q'r? [{S +yY +25 —yz] ,pero r* = 25—y, entonces:

A =725 -y)[(5+y)Y +25-y"] > A =7'(Q25-y)[25+10y+y +25-y"]
A*=m%(25 — ¥' X50 + 10y)
AP =77(25 - Y X105 +)
A2 =1077(125+ 25y = 5 — )

Si A® = f(y), entonces, f(y)=107"(125 +25y—5y" —y*) es la funcién a maximizar.

Paso [
Se obtiene la derivada de la funcién:

J'O) = 107725 — 10y — 3y?)

Paso II
La derivada se iguala a cero y se determinan los valores criticos:

FOH=0 - 107%25-10y-3%) =0 — y=_5,y=§

Paso III
Se evaldan los valores criticos en la segunda derivada para determinar los mdximos o minimos de la funcidn:

700 = 1072(—10 — 6y)
Paray = =5
f(— 5) = 107%—10 — 6(—5)) = 2007 > 0, minimo.
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Para y =

|

f"(%] = 1072 [—10 - e(g]] = —20072 < 0, méximo.

Entonces, para y = % el drea del cono es méixima, sustituyendo en las férmulas: r2 =25 — y2y A =5 + v, se obtie-
ren las dimensiones del radio y la altura del cono inscrito en la esfera:

r?=25—y? h=3+y
57 5
r 25 (3] 5 3

B 25 _ [200 _ 1042 _ 20
R e e

Finalmente, el radio y la altura miden respectivamente:

r=%wf§u h=?u

EJERCICIO 43

11,

12,

13,

14,

Resuelve los siguientes problemas:
1;
2
3.

Encuentra dos mimeros cuya suma sea 40 y su producto sea miximo,

Encuentra dos mimeros cuya diferencia sea 50 y su producto minimo,

Con una ldmina cuadrada de aluminio de 12 pulgadas por lado, se quiere construir una caja sin tapa, cortando
cuadrados iguales en las esquinas y doblando los bordes. ; Cudnto deben medir por lado los cuadrados recortados
para obtener un volumen miximo?, ;Cudnto mide dicho volumen?

. Calcula el volumen méximo de un cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de 72 cm de altura y

24 cm de radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan?

. En la construccién de un recipiente cilindrico de hojalata se emplean 100 pulg?, esta cantidad incluye las tapas.

{Cuidl es el mayor volumen que podria tener la lata?

. { Cuéles son las dimensiones que debe tener un cono de volumen méximo cuya 4rea lateral es de 10 71 2?
. Un cartel tiene una superficie de 150 cm®con mérgenes de 3 cm en las partes superior e inferior y 2 cm a los lados,

Calcula el drea méxima impresa en el cartel.

. Considera un tridgngulo rectdngulo con sus catetos sobre los ejes de coordenadas y la hipotenusa pasa por el punto

(4, 3). Determina el drea minima que puede encerrar tal tridgngulo.

. { Qué niimero positivo minimiza la suma entre €l y su reciproco?
10.

Determina las dimensiones del tridngulo isdsceles de superficie mdxima que podria inscribirse en un circulo de
radio r.

(Cuiles son los dos puntos sobre la curva y = x*cuyas abscisas difieren en dos unidades, de tal forma que la recta
que los une tiene una pendiente minima?

({Cual es el drea mdxima posible de un rectingulo, cuya base coincide con el eje X'y sus vértices superiores estdn
enlacurvay =4 — x??

Encuentra las dimensiones del rectingulo de drea mdxima que se puede inscribir en un semicirculo de radio igual
a 2 unidades.

La resistencia de una viga rectangular varia segiin sus dimensiones. Si la resistencia es proporcional al cuadrado
del ancho de la viga por la altura, jcudles son las dimensiones de la viga més resistente que podrd cortarse de un
tronco cilindrico con radio de 3 pies?
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28 8

32,

]

35,
36.
37

38,

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

18.

19.

. Calcula el drea del rectdngulo mayor que se puede inscribir en la elipse, cuya ecuacitn es x_z +==
a

Aplicaciones de la derivada

. {Cudl es la distancia minima que existe entre el punto (5, 1) y la pardbola y = —x2?
16,
17.

La suma de dos niimeros es 16. Encuentra los mimeros si la suma de sus cubos es un valor minimo.

(Cuiles son las dimensiones del rectingulo de mayor perimetro que se puede inscribir en un semicirculo con radio
de 5 unidades?

Se inscribe un rectdngulo en un tridngulo isésceles, cuyos lados tienen longitudes 5, 5 y 6. Uno de los lados del rec-
tangulo estd sobre la base del tridngulo (lado desigual), ; cuil es el drea mayor que puede abarcar el rectingulo?
Se desea inscribir un cono dentro de otro. El cono exterior tiene una altura de 6 cm y un radio de 4 cm. El cono
interior se inscribe de modo que su ciispide reposa sobre la base del cono exterior. La base del cono interior es
paralela a la base del cono exterior. Los ejes de los conos son colineales. ; Cual deberi ser la altura del cono interior,
a fin de que contenga el mayor volumen posible?

. Calcula las dimensiones de un tridngulo isésceles con un perimetro de 6 unidades que tenga drea maxima.
. Determina dos niimeros reales positivos, cuya suma sea 40 y su producto sea méximo.
. Encuentra las dimensiones del cono recto circular de miximo volumen que puede ser inscrito en una esfera de

radio 6 unidades.

. Obtén las coordenadas del punto de la recta 3x + y — 5 =0 mis cercano al origen.
. (Cuil es el drea del rectingulo mayor que se puede inscribir en un tridngulo rectingulo de lados 5,12 y 13 cm?

b
b?

. Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (3, 4) y forma con el primer cuadrante un tridngulo de drea

minima,

. ¢ Cuiles son las dimensiones del cilindro circular recto de méxima drea lateral que puede inscribirse en una esfera

de radio de ocho pulgadas?

. Para la hipérbola equildtera x* — y? = a?, considera el punto (0, k) sobre su eje conjugado y determina el punto

mis cercano a éste,

. Determina dos niimeros positivos cuyo producto es 16 y tienen suma minima.
. En la construccién de una casa se van a emplear ventanas en forma de rectingulos curvados por semicirculos.

Si el perimetro total de cada ventana es P, jcuiles son las dimensiones mds convenientes para que las ventanas
proporcionen maxima iluminacién?

. Una persona tiene una pared de piedra en el costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar

y desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados, ;qué dimensiones debe tener el
corral para tener la mayor drea posible?

Un alambre de 100 cm de largo se va a partir en dos trozos, una de las partes se vaa doblar para formar una cir-
cunferencia, y la otra un tridngulo equildtero. ;Cémo se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
circulo y del tridngulo sea méxima?

. Se desea construir un cono con una generatriz de 10 cm. ;Cudl es el mayor volumen posible para dicho cono?
. Encuentra las dimensiones del rectingulo inscrito en un circulo con radio de 25 cm que proporcione el drea

mixima.

Para construir un recipiente cilindrico de hojalata se empleardn 150 pulg?, esta cantidad incluye las tapas. ; Cuéles
son las dimensiones del cilindro para que contenga el volumen méximo?

Un anuncio de 20 metros de altura estd colocado sobre una base que se encuentra 5 metros sobre el nivel de los
ojos de una persona, ;qué tan alejada debe estar la persona para que su dngulo de visién sea miximo?

Un silo consta de un cilindro con una parte superior semiesférica. Determina la longitud del radio del silo con un
volumen V, que tiene la menor drea de superficie, incluye la tapa inferior.

(Cuiles son los puntos sobre la curva y = x? — 4, que estdn mis cerca del punto (=2, 1)?

169



5 CapiTuo

CALCULO DIFERENCIAL

Movimiento rectilineo uniforme

Si un punto se mueve sobre una recta una distancia s, en un tiempo ¢ con velocidad uniforme v, entonces:
5
v= ;,ck:aqufs =y-t

Sean (s, ;) y (s,, 1,) dos pares de valores de s y 4, tal que:
S =Vl Y 8§, =Vl
Entonces:
===t
Donde:
5, =8,

v = -—— = velocidad uniforme
I, =1

El concepto de velocidad media es mas general que el de velocidad uniforme para cualquier tipo de movimiento
rectilineo.
La distancia dirigida s, de un punto P, desde un origen en un tiempo ¢, estd dada por:
s=s(t)

Entonces, a la funcién s = {{¢, §) | s = s(¢)} se le denomina “funcién de posicién” del punto Py lavelocidad media
de P durante el intervalo [1,, t,] se define como:

5,8 _ s(t)—s(t)
;=4 hL—h

Sit, — t; = h,entonces ¢, = t; + hcon h #0, luego s5(t,) = s(t; + h) y la velocidad media de P durante el inter-
valo [2,,1,] = [t,, #, + h] es:

s(t, +hy—s(1)
h

Se obtiene el 1imite:
lim S{II + h) - S{Ii)

=0 h

Este limite se llama velocidad instantdnea, rapidez o simplemente velocidad de P en el tiempo ¢, Un fisico inter-
pretaria esto como el valor limite de las velocidades medias, medidas sobre las porciones de tiempo cada vez menores
alrededor de 7.

Al generalizar:

Si la funcién de posicién de un punio P es:

s={(ts|s =5}
La velocidad de Pen el tiempo f serd:

_ sy = B0
v(t) = s'(1) %
La cual se denomina funcién velocidad del punto P,
Puesto que s = s(1), v=v{N) y v(t) = % , entonces v = %
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Aceleracion media

v={(tv) | v=v(t)} la razén w , se llama velocidad media de P, durante el intervalo [z, £,] =
[t,,1, + Al
. + h)— vt 2 g ; ;
Si existe Hw , entonces se le denomina aceleracién de P en el tiempo #, y se denota mediante

a(t,), entonces:

dv(t,)
at) = — [ = V() = £ty
Por tanto:
ol Y
d¢ ar
Ejemplo

Una particula se mueve conforme a la expresién s(t) = 2¢> — 3¢ + 3, donde s se expresa en metros y ¢ en segundos.
Determina;

a) Su posicién inicial.

by Suvelocidad al inicio de su movimiento.

¢) Lavelocidad que alcanza al transcurrir 3 segundos.

d) Lavelocidad final a los 5 segundos.

€) Suaceleracién,

Solucion

@) Su posicién inicial se determina cuando ¢ = 0, entonces,
S(0)=2(0F-3(0)+3=3m
b) Lavelocidad al inicio de su movimiento se obtiene mediante la primera derivada evalvadaen s =0
=22 -3+3 = vi)=4-3
w0)=4(0)—3=—3 ?

¢) Lavelocidad cuando = 3 segundos

W=4-3 3 vO)=43)—3=9 ?
d) Lavelocidad cuando t = 5 segundos

viy=4t—-3 =  v(S=45-3=17 i’;-
€) Suaceleracién se obtiene mediante la segunda derivada:

sSO=21-3+3 o> sO=4#-3 - a=s’(¢}=4gﬂz
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EJERCICIO 44

Resuelve los siguientes problemas:
1. La posici6n de una particula se expresa mediante la funcién s (r) = 2/ — 5/ + 10,con sen metros y f en segundos.
3
¢ Cuadl es su rapidez parat = 1, 3 .0 segundos?

2. La distancia recorrida por un automdvil scbre una carretera en el instante  estd dada por s(r) = 9% — 12013 +
4322, ;en qué intervalos su velocidad media es positiva?
3. La trayectoria de una particula en movimiento rectilineo estd dada por la funcién:

s@=1>—92 + 241 +2

Encuentra:
a) syacuandov=0
b) sy vcuandoa =0
¢) Cuando s aumenta
d) Cuando v aumenta

4. Un proyectil es lanzado con una trayectoria que obedece a la funcién s(r) = —3t* + 54, a) Calcula en qué tiempo
hace contacto con su objetivo que se encuentra sobre la superficie terrestre y la velocidad que lleva en ese instante.
b) En qué instante logra su altura midxima y cudl es el valor de esta.

5. Un proyectil es lanzado en direccion a una torre de 36 m de altura. El proyectil sigue la trayectoria de acuerdo
con la fincién s = —¢? + 12, después de siete segundos. Indica la velocidad y la altura en la que hace contacto
el proyectil con la torre,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Razén de cambio
Si una cantidad x estd en funcién del tiempo f, la razon de cambio de x con respecto a festd dada por j—: . 8i dos

o mds cantidades se relacionan con una ecuacion, la razon de cambio de cada cantidad se obtiene derivando la
ecuacion.
Pasos para resolver problemas de razdn de cambio:

© Se traza un dibujo que contemple todas las variables y constantes que intervengan en el problema.
© Se elabora un modelo matemadtico que relacione las variables.
© Se deriva el modelo matemitico respecto al tiempo, se despeja la incégnita a conocer y se sustituyen los datos

dados.
EJEMPLOS
3
-8. 1 @2 Un cubo de hielo de 10 e de volumen, comienza a derretirse a razén de Gm , icudl es la razdn de cambio de la
: 4
. s
i superficie del cubo en ese instante?
Solucion
Se construye un cubo de arista x cuyo volumen es V = 10 cm® y la raz6n con la que se
derrite es
dv cm’
S
dt s

(El signo indica que el volumen del cubo estd decreciendo.)
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Se deriva el volumen V = x* respecto al tiempo: %Yw = 3;1?,
T i
dx . dx
=225 o despetn =5
R o o
5
X dt
G i ; dx 2
La razén con que disminuye la arista es: = = -=
X
Hl drea total del cubo es A = 6x? y la raz6n con que cambia el 4rea es:
- ) dt dt
Pero — = ——;, entonces:
dr X

dA dx 2 24
L o o= =-2
dt xd: x( x’] X

Si el volumen es de 10 cm?® = x?, entonces x = Ef’m , por tanto:

dA 24 cm’

& J0 s
24 cm’

H drea disminuye arazén de 7%

3

* Se estd vaciando arena sobre un montdn de forma conica a razén de 30 l , la altura del cono es siempre igual al
min

radio de su base. ; Con qué rapidez aumenta su altura cuando el montén tiene tres metros de altura?
Solucion

3
H volumen del cono es V = %ﬂrzk,pemr=h,entonccsV= %ﬁlﬁy dd—‘;':ﬂﬂ::jn

Al derivar el volumen respecto del tiempo:

av ,dh dh 1 av
2 — o2 E donde £ = —_E7
d O & ah d
3
Al sustituir % = 30> yh=3m
dh 1 30 10
s 0 "9 T3
10 m

Por consiguiente, la altura aumenta a razon de — —
min
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3 ®** Un automévil se dirige al norte de una ciudad a razén de 60%,31 mismo tiempo un camidn se dirige al este de
la ciudad a razén de 80 % . {Cuiil es la razén con la que varia la distancia entre los vehiculos cuando el automdvil

yel camidn se encuentran a 30 y 40 km, respectivamente, de su punto de partida?

Solucién
Se realiza el dibujo con las caracteristicas establecidas:

i

v Z

? Lo a s

Donde,

x =40 km, y = 30 km; = 60 = 80

& &

km
h

B

dmy
h

Se debe encontrar con qué rapidez se separan los vehiculos (%]

La figura representa un tridingulo rectingulo, por tanto, se aplica el teorema de Pitdgoras para obtener la relacién:
z2=x2+y?

Se deriva la expresidn respecto al tiempo:

d _ d  dy dz B el
& =2 4% 2:5 = 222 42y lificand
e aE T Gy Lty b o)
dz _ x dx  y dy
dt z dt z dt

Luego, en el momento en que x = 40 km; y = 30 km

L= w'rxz"'}'z = J(307 + 40y = /900 +1600 = 2500 =50 km

Entonces,
dz _ @(mg].;.%(ﬁgg]
dt 50 km h 50 km h
E - (40)B0) + (30)60) - 3200+ 1800 - 5000 o IUUE
dt 50 50 50 h

174



CapiTulO 5§

Aplicaciones de la derivada

4 ®e-yp, persona sostiene un extremo de una cuerda de 150 cm de largo y en el otro extremo cuelga un blogue. La cuerda
pasa por una polea que estd a 40 cm de altura directamente sobre la mano de la persona, si ésta se aleja de la polea a

mzén de 10 <= . Con qué rapidez se eleva el bloque cuando estd a 6 cm de la polea?
s

40 cm

cm

Solucién

p:

La persona se aleja de lapolea a Ty s entonces, % =10
s

5

En la figura, por el teorema de Pitdgoras, se tiene:
Y=x2+ @40 > yr=x2+1600
Luego, la medida de la cuerda estd dada por:
y+z=150  donde, y=150—z
Este resultado se sustituye en y* = x? + 1 600

y2=x2+1600 — (150 — z* ==x2+ 1600

Se deriva respecto al tiempo:

d ,_d dz dx

— {150 -z =—{(x* +1 Az-150) = | = 2x=

dr{SU z) dr{ 600) — 2z 5)(‘”) *
& n &
dt  2(z—150) dt
& A
dt  z-150 dt

Cuando z =6 cm
x24+1600=(150— 22 — x2+1600=/(150 — 6)?
x4+ 1600 = (144%
x2=20736 —1 600
x1=19136;x = f19136

Por tanto, larazdn con la que se eleva el bloque es de:

de_ _x & _yO16, 9136 _5(8V299 _ 51299 em

T2 9 s

dt  (z—150) dt  6-150 144

(10) =
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5 @ Un hombre de 1.70 m de altura se aleja de un poste de alumbrado a razén de 3 m/s, la limpara del poste estd a 10 m
de altura, Determina la razdn de cambio a la cual se mueve el extremo de la sombra del hombre,

Solucién

10 m
1.70 m
—_—
L |
I X 1
De acuerdo con la figura & 4= y la incdgnita es L]
dt s dt
Por tridngulos semejantes:
10 m
1.70 m
x—
| . :
Se obtiene:
10 X
—_— — —p 10(x— 2)=1.70x
1.70 x-z ¢ !
10x — 10z = 1.70x
10x — 1.70x = 10z
8.30x = 10z
Se deriva la expresidén, resultando:
dx dz dx 10 dz
302 = 102 B
8205 d df  830dr
Luego, % = 3% ,entonces,
dx 10 30 m
2= 13y= — = 361—
dt 8.30{ ) 8.30 8

Fnalmente, la razén con que se mueve el extremo de la sombra es de 3.61 m/s,
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6 ®°° L4 distancia que existe entre las bases de un campo de béisbol es de 28 m. Si la pelota se batea por la linca en direc-
cién a la tercera base con una velocidad de 32— ¢ Con qué rapidez cambia la distancia entre la pelota y la primera
5
base cuando se encuentra a la mitad del camino hacia la tercera base?

Solucion
En la figura se observa que:
2=x24 (28)2
En la cual, al derivar se obtiene:
dt dt dt 2z dt dr z dt

Luego, cuando x se encuentra a la mitad del recorrido, 1a distancia de zes:

2=(142+ (282 =196 +784 — z= 980 =14 S m

Algustitiiry =148 x=14 ¢ B = 98 o B _F B o e
dt s dt z dt
dz _ xdx 14 1 J5
o2 o=y = —= |y = X232
d zdt (144?]( ? (\E]{ )=506D

Por consiguiente, la pelota se aleja de la primera base a razdn de ?5—2&2
s
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7 ®%: Unayiso rectangular que mide 30 m de ancho da vueltas sobre un eje vertical que pasa por el centro del rectingulo a
razon de 10 rpm. Una persona que observa a distancia el aviso lo ve como un rectingulo de ancho variable. ;Con qué
rapidez cambia el ancho aparente del aviso cuando éste tiene 12 m de ancho, segiin lo ve el observador, y su ancho

estd aumentando?
\ \m'“
Observador ® y[ ¢ \
| SRR . . avise

Sea y el ancho aparente del aviso, también se sabe que gira a 10 rpm, que es lo mismo que 207 rad/min, entonces se
tiene que encontrar la relacién que existe entre y y 6.

Solucion

De la figura:
Aviso
30 m
y
[
Se obtiene:
senf = L — y=30send
30
Derivando la expresién anterior:
dy d6
— = 30cosf—
dr R
Luego, cuando y = 12 m, entonces:
_r 12 2
nb=35 =3 3

Como el ancho del aviso estd aumentando, § e [El, 1;-] , por tanto:

2
f=sen!'|=| =235°
sen (s]

B _ 30 005 099 =30 cos(23.5°)20 ) = 30(0.9170 )20 77) = 550 277
dt dt min
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8 ®°° Una escalera de 8 m de longitud estd apoyada sobre un piso horizontal y contra una pared. Si el extremo inferior de
5 3 —— : : ;
la escalera se aleja del muro a razén de 3 % - {Con qué rapidez desciende el extremo superior en el instante en que

su altura sobre el suelo es de 3 m?

Solucién

Sea y la altura generada por la escalera sobre la pared, x la distancia generada por el extremo inferior y la pared,
entonces,

Por el teorema de Pitdgoras:

(8P =x2+y? — 64 =x2+y2

Se deriva la expresidn:
dt dt dt dr dr
o
Aol
L
dt 2y dt yadt
Cuando y = 3, el valor de x estd determinado por:
@) =x*+(3)? 64 =x24+9
64 —9 =x2
x= 55
Por tanto,
e B :__5_5_(_3_2]
dt ¥y dt dt 3 \2s
dy _ 55 m
dt 2 s

El signo menos indica que la altura sobre la pared estd decreciendo.
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EJERCICIO 45

1

10.

11.

12,

13,

. Un globo de forma esférica, se infla a razén de 0.16 =
min

. Si la altura de un determinado drbol es de 10 wﬁrs cm, donde r es el radio de la parte transversal del tronco

del drbol. Si el radio aumenta a razon de —;—$ , {.con qué rapidez cambia la altura cuando su radio es de 5 cm?
ando

. Un ndufrago es remolcado hacia un barco con un cable. La proa de donde se jala el cable se encuentra a 7 m del

nivel del mar y el cable es jalado a razén de 12 l . . Con qué rapidez se estd moviendo el ndufrago hacia el
min
barco cuando se encuentra a 20 m de la base del barco?

. Un automévil que viaja a 80% cruza un puente sobre un rio, 20 segundos antes de que un bote que viaja a 40%

pase por debajo del puente. Vistos desde arriba, el rio y el puente forman un 4ngulo recto. ;Con qué rapidez se
estdn separando el automévil y el bote 20 segundos después de que el bote pasa por debajo del puente?

. ,Cuidl es el volumen del globo cuando su radio estd

aumentando a razén de 0.201 ?
min

. Una escalera de 13 m de largo estd apoyada sobre una pared. Encuentra la rapidez con que baja el extremo superior

de la escalera, cuando su extremo inferior dista 5 m del muro y se separa a razén de 55

. Al caer una piedra a un estanque de aguas tranquilas forma una onda circular, cuyurﬂdmaumantaarﬂzﬁudc l—

{Con qué rapidez aumenta el drea encerrada por la onda cuando el radio es de 5 cm?

. Un tanque cilindrico de 7 m de radio y 10 m de altura se llena de agua. Se hace un agujero en el fondo del tanque, en
3

ese momento el agua sale a razén de

. Un satélite se mueve en una Grbita eliptica alrededor de un planeta. La f:cuacién de su drbita plana es de

9x? + 16y? = 144, Si la rapidez del satélite en una direccién x es de 15— , cuando la coordenada x es

de %}f . Cuil es la rapidez en la direccién y en ese instante?

. Los automdviles A y B salen del mismo punto. El automdvil A viaja hacia el este a razén de Sﬂ% y el auto-

mavil B viaja hacia el norte a Gﬂ% . A qué razén estd cambiando la distancia entre los dos a las 14:00 horas,
si:

a) Ay Bsalena las 12:00 a.m.

b) Asale a las 12 del dia y Bsale a la 13:00 horas.

3

Se estd vaciando un depésito cénico de 1.5 m de radio y 5 m de altura, a razén de 0,16 —— . ;C6mo estd bajando
min

el nivel cuando la profundidad del agna es de 2 m?
En un crucero un camidn sale a las 10:00 horas y viaja hacia el oeste a 60 km/h. Un automdvil sale a las 13:00
horas del mismo lugar y viaja hacia el norte a 80 km/h. ; A qué razén se estdn separando a las 15:00 horas?

Un globo asciende sobre un punto a razén de 6? ; un observador estd situado a 300 m del punto de despegue

del globo. Cuando el globo estd a 400 m de altura, jcon qué rapidez estd cambiando la distancia entre el globo
y el observador?

.3

Se inyecta gas a un globo esférico a razén de TE.Sila}a‘csiﬁm se mantiene constante. ; Con qué rapidez cam-
min

bia el radio cuando éste es de 1 pie?
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2
14, El drea de un tridngulo equildtero disminuye a razén de 6" . Calcula la rapidez de cambio de la longitud de
min

sus lados en el momento en que el 4rea del tridngulo es de 100 cm?,

15. Un punto se mueve sobre la pardbola semiciibica y? = x* de tal manera que su ordenada aumenta siete unidades
por segundo, Cuando y = 1, jcon qué rapidez cambia su abscisa?
16. Una persona estd de pie en un muelle y jala una lancha por medio de una cuerda. Sus manos estdn a 2 m por en-

cima del amarre de la lancha. Si la persona jala la cuerda a razdn de TU% . Con qué rapidez se aproxima la

lancha al muelle cuando se encuentraa 5 m de €17
17. Un hombre de 1.80 m de estatura camina en linea recta a 1.5 alejandose de un faro que se encuentra a § me-
5

tros de altura sobre el suelo. ; Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?, ;Cuil es la rapidez con la

que cambia la longitud de su sombra?

'e Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Aplicaciones a la economia

Sea x el niimero total de unidades producidas por una empresa y m el precio de venta por unidad, el ingreso se obtiene
con la funcién:

I(x)= mx

Si el precio de venta depende linealmente del mimero de unidades producidas, m = ax + b, la funcién de ingreso
S€ EXPIEsa Como:

x)=mx — HKx)={(ax+bx — I(x)=ax +bx
Sea C{(x) el costo de producir xunidades, la utilidad de la empresa se expresa:
U(x)= I{x)=C(x)
Y el costo medio por unidad estd dado por la expresidn:

Q{x}=@
x

Otra forma de expresar la funcitn de costo puede ser:
C = costos variables + costos fijos

Por ejemplo, si se tiene la funcién C(x) = 4x* + 6x + 850, los costos fijos son el término independiente de la
funcion, es decir, 850, al ser x el nimero de unidades, entonces x = 0 por consiguiente, el costo fijo de produccién
es C(0) = B50.

Ejemplo
Las funciones de ingreso y costo son I(x)=—2x" +340x y C(x)=3x" +600. Determina la utilidad méxima y
el costo minimo en pesos.

Solucién
La utilidad U(x)=Kx)—=C(x), x=0
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U(x)=(=2x" +340x)— (35 +600)
U(x)=—2x" +340x —3x* —600

U(x)=—5x" +340x — 600

Se obtiene la derivada de la funcién de la utilidad:
U'(x) = —10x + 340
Se obtiene el valor critico haciendo U'(x) = 0
—10x +340 = 0
—10x = —340
—340

= ——

-10
Se evalia x = 34 en la segunda derivada para verificar si existe un valor mdximo.
U'x) = =10
U4y =-10<0

Entonces para x = 34 existe un valor miximo.
Por consiguiente, se necesita producir 34 unidades para obtener una utilidad méxima, la cual es de:

U(34) = — 5(34)* +340(34) — 600 = 5180

Por tanto, la utilidad méxima es de $5 180.00
For otro lado el costo medio estd dado por:

ow=2

0(x) = @

pn=as+ 20
X

Se obtiene la derivada de la funcidn de costo medio

o'm=3-20
X

Se obtiene el valor critico haciendo Q'(x) = 0

600
x
33" =600 =0

x = =200

3-2- =0

x= +102
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Se verifica que sea el valor minimo, esto se obtiene evaluando el valor critico en la segunda derivada

— 1220

X
) _ 1200 _ 1200 _ 3
Q(mﬁ] (101!5]3 0)(10v2)  5v2 >0

Entonces, para x = 1042 = 14, hay un valor minimo,
Para determinar el costo medio minimo de forma aproximada se sustituye el valor critico en la funcién de costo
medio:
600
QO)=3(14y+ T~
Q(x)=42 +42.86
O(x)=84.86

Por tanto, el costo minimo aproximado es de $84.86

Costo marginal

Si C(x) es la funcidn de costo total que tiene una empresa por producir x unidades de algiin articulo y la empresa
incrementa el niimero de unidades de x; a x, (x; < x,), el costo se incrementa C(x,} — C(x), la razén de cambio del
costo es:

AC _ C(x)—C(x,) _ Clx, + Ax) —C(x,)
Ax X =X Ax

Clxy +4Ax) — Clxy)
Ax
e costo marginal C'(x) y representa el incremento del costo al incrementar la produccién,
Para Ax = 1 y x, suficientemente grande (tan grande que Axsea pequefio respecto a x,) se tiene que:
C'ia) =Clxy + 1) — Clxy)
Luego, el costo de producir x; + 1 unidades es aproximadamente el mismo de producir x; unidades.

En cconomia, la expresién. lim es la derivada de la funcién de costo total y recibe el nombre
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EJEMPLOS b
'8_ 1 ®2° Una empresa estima que el costo (en pesos) por producir x articulos es de:
i / C(x)=002x" + 3x +12000
T Determina el costo marginal en un nivel de produccién de 600 articulos y el costo real de producir el 601ésimo
articulo.
Solucion
Se obtiene la funcion del costo marginal:
C'(x)= 0.04x+3
Hl costo marginal aproximado para 600 articulos es:
C'(600) = 0.04(600)+3 =27
Por tanto, el costo marginal aproximado por articulo es de $27.00
El costo real de produccién del 601ésimo articulo es:
C(601) — C600) = [0.02(601)% + 3(601}+ 12 000]— [0.02(600) + 3(600) + 12 000]
C(601) — C(600) = 21 027.02 — 21 000
C({601) — C(600) = 27.02
Se observa que 27 = 27.02, es decir C'(600) = C(600 + 1) — C(600), lo cual se habia indicado antes.

El costo por unidad estd dado por la funcién de costo promedio Q(x)= g0 . Si se toma una funcién caracteris-

X
tica de costo promedio ésta podria ser:
Y.IL

C{x)

X

Dicha funcién tiene un punto critico, si se localiza este punto se tendra el costo minimo.

Al derivar Q(x) se obtiene:
o -E0-C
Se iguala con cero Q '(x), para obtener el valor C'(x)
@) =) _,
xZ
a0 (x)—=C(x)=0
xC'(x)=C(x)
=52
X
Pero Q(x)= £ Jentonces, C'(x)=0(x)

X
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Es decir, cuando el costo promedio es minimo se tiene que es igual al costo marginal. Lo anterior conlleva al
becho de que si el costo marginal es menor que el costo promedio, entonces se debe producir mds para disminuir el
costo promedio y viceversa, si el costo marginal es mayor que el costo promedio se tendrd que producir menos para
que el costo promedio baje.

“ H costo (en pesos) estimado para producir x articulos estd dado por la funcién:

C(x) = 0.002x% + 2x + 3 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 1 200 articulos y calcula el nivel de produccién para
el cual el costo promedio es el més bajo y cuil es dicho costo.

Solucién

H costo promedio estd dado por la férmula Q(x) = S , entonces:
oGy B0 D00 HOEHTO0 | o 3000
x x x
Se evalida x = 1200
3000
1200)= 2(1200)+ 24+ ——
Q(1200)=0.002(1 200) 1200

Por tanto, el costo promedio de producir 1 200 articulos es de $6.90
Para obtener el costo marginal se determina C’(x) y se evahia x =1 200

C'(x) =0.004x + 2
C’(1 200) = 0,004(1 200) + 2 = 6.8
Por tanto, el costo marginal de producir 1 200 articulos es de $6.80
costo promedio se minimiza cuando es igual al costo marginal.

CH=0(® — 0004x+2=0002x+2+22C _,  0004x=0002x +200
X

3000
x

—  0002x= 0.002x* =300

_ 3000
0.002

3000
_ 3000 205
* Vo002

Para mostrar que x = 1 225, se obtiene un minimo, se determina Q"(x} y se evalia:

om=0002x+2+220 gy = 0002 -390
X X

6000
O°(x) = ——
x
3000
0"(1225) = —{1225), =0
Por tanto, para x = 1 225 hay un minimo.
El costo promedio se obtiene evaluando x = 1 225 en Q(x).
0(x)=0002x +2+ % 0(1225)=0002(1225)+2 +%=e.39

Finalmente, el costo promedio minimo por articulo es de $6.89 = $7.00
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De la misma forma existen funciones marginales para el ingreso y la utilidad, en los dos casos es la derivada de
cada funcion,

Ingreso marginal = I'(x)
Utilidad marginal = U’(x)
Ejemplo
Una empresa estima su ingreso y costo (en pesos) con las funciones I(x) = =2x? + 340x y C(x) = 3x% + 6 000,
respectivamente. Determina el ingreso obtenido al producir la vigésima primera unidad y aproxima dicho valor con
el ingreso marginal.
Solucién
Se evaliian x = 20 y x = 21 en la funcién de ingresos:
1(20) = —2(20)? + 340(20) = 6 000
I(21) = =2(21)% + 340(21) = 6 258
El valor de la vigésima primera unidad es:
I(21) — I(20) = 6 258 — 6 000 = 258
Si se obtiene con el concepto ingreso marginal, se deriva I(x) y se evalia x = 20
I'(x)= —dx + 340
I'(20) = —4(20) + 340 = 260

En el comparativo se observa que el ingreso marginal da un valor muy aproximado a 258 que es el ingreso real
de la vigésima unidad.

EJERCICIO 46

1. Dadas las funciones de ingreso y costo, I(x) y C(x) respectivamente, determina el ingreso mdximo, la utilidad
mixima y el costo medio minimo:
a) I(x) = —x2+300x y C(x)=x2 + 40x + 80
b) I(x) = x(400 — 4x) y C(x) = x? + 20x + 12

Resuelve los siguientes problemas:
2. El costo estimado para producir x articulos estd dado por la funcién:

C(x) =0.004x% + 5x + 6 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 2 000 articulos y calcula el nivel de produccién para
el cual el costo promedio es el més bajo y cudl es dicho costo.

3. Una empresa estima su ingreso y costo con las funciones I(x) = —4x? + 400x y C(x) = 2x2 4 300 respectivamen-
te. Determina el ingreso obtenido al producir la trigésima primera unidad y aproxima dicho valor con el ingreso
marginal,

4, Una empresa de telas estima que el costo para producir xmetros de tela es C(x) = 0.001x* — 0.2x? + 24x + 2 400
y que al vender x metros cobraria p(x) = 58 — 0.00042x por metro. Determina el nivel de produccién para obtener
una utilidad méxima.

Ingreso sugerido: I(x) = p(x) - x

5. Un estadio de futbol tiene una capacidad para 60 000 espectadores. El promedio de asistencia fue de 32 000
espectadores, teniendo los boletos un costo de $60.00 por persona, la gerencia decide bajar el precio por boleto a
$40.00, teniendo un promedio de 48 000 espectadores. Determina la funcién lineal de demanda p{x) y calcula el
precio por boleto para minimizar el ingreso.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Regla de L'Hopital
Sean [y g dos funciones derivables con g'(x)# 0 cerca de a (incluso en a)

Si
liktg filx)= ].f_l:.El g(x)=0
0
lim f(x)=2e y limg(x)==*o
0 =
y para lim % , tenemos una forma indeterminada del tipo e
Entonces

tim L® _ i £
i) i)
A esto le llamamos regla de L'Hépital, la cual nos dice que el limite de un cociente de dos funciones es igual al

limite del cociente de las derivadas de dichas funciones.
Esta regla es vilida para los limites laterales (x —»a o x— a~) y los limites al infinito (x > ® 0 x— —x)

2 Indeterminacién %
Ejemplo
Obtén lim®——2

=3 x—3
Solucién

Al evaluar se obtiene la indeterminaci6n % y utilizando la regla se obtiene:

d 3
=g g g oateg G o o
=3ix—=3 3-3 0 =3 x=3 =u i(x—ﬂ-) =3 1 1
dx
© Indeterminacion —
Ejemplo
(Cuiles el valor de g% ?
Solucién
Alevalmrscobﬁenaz,scapﬁcalarcglayseobﬁene:
3x 3 _3
Hmd( I_]hiﬂex_a zgzn

2 Indeterminacién @ - =
Si lim f(x)=0 y lim g(x)=c= ,para lim f(x)- g(x) tenemos una indeterminacién del tipo 0 - =, Entonces podemos

utilizar la regla de L"Hopital transformando el producto de la siguiente forma

f@-g0=T2 o 1) gn)= 82
8() F)
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Ejemplo
Determina ]Im' Ylnx

x—0

Solucién
Al evaluar se obtiene

lim x* Inx = lfm »* - lim Inx=0-(—)
x=a* x=0" a—a"

Para resolver el limite, se escribe

lenx=1DTx
7
e tal forma que:
dy1 d(1) 2
dx x| X %
Entonces:
1
f— 3 2
]Imf]nxz]fml_‘ﬁz]im_i_z Xl =im| =% | =0
x=a" L a0 _3 x=a* 2x a0 2
x x
Ejemplo
Obtén la solucidn de l.fm[l]tﬂ.nx
=\ x
Solucién
1 1
um[n]mﬁ(a](m(o)]:m 0
Al aplicar la regla:

© Indeterminacién: « —
Cuando se obtienen diferencias indeterminadas del tipo o — oo para HJ_EI (f(x) — g(x)), siendo lli_l: fix)y==y
lim g(x) = =, se utiliza la regla de L’Hépital transformando (si es posible) la diferencia a un cociente.

Ejemplo
Calcula el resultado del ]Im(ctgx = l]
= x
Solucién
Iim(ctgx—l] =o0—o
x40 x

Se aplica lategla y se calcula el limite:

lim

x—0

=lim

0
x40 0

—X Sen X +COSX — COSX
XCOS8X + sen x

—X Sen x _ —0sen 0
xcosx+ sen x Ocos0+sen0
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0 L s
Se observa que el resultado es o’ por consiguiente, se utiliza de nuevo la regla:

—XCOSX —SEen X
lim| —8M—
*=0 | Qoosx —x sen x

Al evaluar nuevamente se obtiene:

]Im(—xmsx —scux] _ —Ocos0—sen0 _0 5 extiamaes: im [Ctgx— 1]:0
x—40 2 a0 x

2cosx—xsenx) 2cos0—0sen0

© Indeterminaciones del tipo 0°, »°y 1
Para lim [f)]*™ se pueden obtener las siguientes formas indeterminadas:
@ Si HJ_[E fx)=0y ]I,_I.E g(x) =0 entonces se obtiene una indeterminacion del tipo 0°
@ Si HJ_[E flx)y==y E 8(x)=0 entonces se obtiene una indeterminacion del tipo «®
@ S8i HJ-[E fx=1y Elﬂ g{x)= L= seobtiene una indeterminacién del tipo 1%
Para estos casos se puede aplicar el logaritmo natural en y = [f{x)]*®) y aplicar la propiedad In 5" = nIn b,es decir:
Sea ¥ = [f(x)]*" entonces:
Iny = ()"
Iny=g(x)In f(x)
De tal forma que esta transformacion nos lleva a un producto indeterminado g(x} In f{x) el cual es del tipo 0 - ==
Por otro lado también se puede utilizar la transformacién: [f(x)] =e*¥=/¢)
Ejemplo
Obtén el resultado de lim (cotx)*

Solucion
Al resolver directamente

Lim (cotx)" = 0°

se obtiene la indeterminacién 0° sea y = (cot x)*, aplicando el logaritmo natural en ambos lados se obtiene
In y = In(cot x)*
Aplicamos la propiedad In 5" = nln by se tiene:
Iny=xIncotx
Calculamos el limite para In y y se transforma el producto

Incotx

lim Iny = lim xIncotx = lim
a0 x=0 a0

1
X
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Se aplica la regla de L"Hopital

x=s0" x=0" 1
x° x°

lim x )

0" sen x cosx 0

Se obtiene la indeterminacién — ,entonces se utiliza la identidad %scnﬁx =sen x cos x y se aplica L'Hopital

0

2 2 2
lim x A g 2x
+0" Sen X cosx  a—0" lsenlx x=+0" sen 2x

2

4x 4(0) 0 0
:]I o = _ —=
e cos2x 2c0s2(0) 2¢c0s0 2 °

por tanto Jl.i_'gltlny=0

Pero queremos el limite de y, entonces partiendo de la propiedad e™™? = b se escribe y = ™™
Entonces

H[q-(mtx)'( = ]_[]]1}!: ]ﬁIlrehlJ':éJ =1
=30 x—s =0
Por tanto lim (cotx)" =1
x=0
Ejemplo
[Cuil es el resultado de Efg'r (1 —cosx)™* ?

Solucién
Sea y={1—cosx)™" ,aplicando logaritmo natural en ambos lados se obtiene:

Iny = In{1— cos x)™*
In y ={tanx) In(l —cosx)

1
Iny=——In(l —cosx
: oo ( )

_ In(L—cosx)

Iny
cotx
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Aplicando el limite y luego la regla de L"Hépital

In (1 {1 ]‘Sﬂ”‘)
lim Iny = lim 20080 _ g {17008, =
=—a* = cotx #0* —cscT X

sen x
l1—cosx sen’x sen x
= lim = lim — =
w0t 1 =0 ]—cosx
E—]:l2 X

_ i _(1—cos’x)senx | _
=0 1=cosx

_ i I:_{l—cosx}(1+cosx}smx:| _
P 1—cosx

= J]._f.l’lij'_[— (1 +cos x)sen x] ==—(1 + cos(0))sen(0)
= — (1+1(0) =~(2)(0)=0
Por tanto l_.ﬁﬁ Iny=0 pero se quiere el limite de y, entonces sea y = ¢!, entonces
lim (1 — cos x)** = lim y= lim £" =¢" =1
a0 0" x—*
por tanto lim (1 — cos x)™* =1
x—0*
Eiemplo
1
Determina lim (1 —2x)*
mf

Solucion
Al sustituir directamente se obtiene:

1
l.fl:lg.lt (1—2x)y =1
X
sea y=(1—2x)", al aplicar logaritmo natural
N
Iny=In(1—2x)
Iny= L
X
_In(1—-2x)
X

In(1-2x)
Iny

Se obtiene el limite de In yy se aplica L’Hépital:
.
Wmo-20_  1-2x_, [ 27 _ 2 __ 2
oot | 1—2x 1-2(0y 1

lim Iny = lim
0" x—0" x =" 1

Por tanto lim In y=-2
A=
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Para calcular el lfmite de y hacemos y = ¢'"¥, entonces

limy=lim " =¢7 =
e

QHI —

a0
Por tanto
1
- 1
lim (1= 22" =—
EJERCICIO 47
Obtén los siguientes limites:
1_
1. tm?* 125 i1, Hm2x+]nx
=5 x' =25 —n 2y —Inx
e —e” ¢ —senlx—1
2,1 12, im———
i =0 In(l+2x)
1
5 %) 13. liu{l—scnf]
= x—2 *—40 2
4, ]Im4x_2x 14. im L_ 1
=0 3y =0l 3x  sendx
1 x
5. lim(tanx)* 15. 11::{1+—]
a0 xH—HE X
T i G 16. uu{‘“”"]
=0 2x? a0 x
L T
7. lim(secx) 17. ]Im(x——]tanx
a0 _m_._; 2
1 3x+2
. i 3 18. lim| — |In
8 rrg(xcsc x) m(xJ (x+2]
In
9. lim{cos x + sen x )= 19, lim—>
E =y —1]

2

g 125 + D~ Inx +2)

x—$os X

10, 20, lim (sec x —tan x)

2

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Teorema de Rolle
Definicién
Sea f(x) una funcidn que satisface las siguientes condiciones:
1. Es continua en el intervalo [a, b].
2. Es derivable en el intervalo (a, b).
Jfla=rf)=0
4. Entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0

EJEMPLOS
-E_ 1 ®#° verifica el teorema de Rolle para la funcién f(x)=x* —x—6 en el intervalo [—2, 3] y determina el valor de ¢ en
Ev dicho intervalo.,
i
Solucién
1. f{x) es una funcién polinomial, por tanto, es continua en todos los nimeros reales, en particular en el intervalo

[-2 3]
2. La derivada de f(x) es f'(x) = 2x — 1; f’(x) es definida en los niimeros reales, en particular estd definida en el

intervalo {—2 3) y es continua,
3. f(-2)=(=2) —(-2)—-6=4+2-6=0; f(H=()*-(3)-6=9-3-6=0

4. Por tanto, f(x) satisface el teorema de Rolle.

Para obtener el valor de cse emplea:
flle)=0 = 2c-1=0

Se resuelve la iiltima ecuacidn y se obtiene:

11
=~ y-e(=23
¢ 23'25( )
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2.

2 ®9° Verifica si la funcién flx)=x"=5x"+2x+8 satisface el teorema de Rolle en los intervalos [~ 1, 2], [2, 5] y en-
cuentra los respectivos valores de ¢ en estos intervalos.

Solucién
1.

f(x) es una funcién polinomial, por tanto, es continua en toda la recta real y en consecuencia es continua en los

intervalos propuestos.
La derivada de f(x) es f'(x) = 3x? — 10x + 2; esta funcién es continua en los intervalos (=1, 2) y (2, 5) por

ser una funcidén polinomial,

. Para el intervalo [—1, 2]

=D =(-1P-5(-1+2(-1)+8=-1-5-2+8=0
@O =02 =527 +2(2)+8=8-20+4+8=0
=D =f@)

El teorema de Rolle se cumple para este intervalo.
Para el intervalo [2, 5]

fi)y=0

=GP —-552+2(5)+8=125-125+10 +8 =18
f#[(5)

En este intervalo no se satisface el teorema de Rolle.

4. Sebuscan los valores posibles de c en el intervalo [—1, 2]:
f©)=0 = 3¢?=10c+2=0
Se resuelve la ecuacidn cuadrética para obtener los valores de c,
o= —=(=10) = {(—10)" — 4(3)2)
2(3)
_ 10+ /100 —24
6
_10=4/76
6
_ 108717
6
¢=3.119
c=0.213
EJERCICIO 48
Verifica el teorema de Rolle en los intervalos indicados y halla los posibles valores de ¢ para las siguientes funciones:
L fx)=x"—4; [-2,2]
3
2. f(x)= 2x" -3x; [OE]
3 fx)=x"=5x+6; [2,3]
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4 f(x)= 2x* —3x-2;
5.f(x) = x=9x;

6. f(x)= x" +5x" —4x-20;
7. f(x) = x* —13x +12;

8. flx)= yx*—25;

X -4

X+l

9. fx) =
10. f{x) = cos x;

4-x
11. g(x) = {S—Sx;

1 1
12, h(x) = xT —2x%;

Aplicaciones de la derivada

-4
[=3,0] y [0,2]

=2, 2]

[—4.1] y [1,3]

[=5.0], [-5,5] y [0,5]

[(-2.0], [-2,2] y [0,2]

s[5

Cx=<1 8
o a1’ [_2’5]

[0.16]

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teorema del valor medio
Dada una funcién f(x) tal que:
1. f(x)es continua en el intervalo [a, b]

2. f(x)es diferenciable en el intervalo (a, b)

3. Entonces existe un ndmero ¢ € (g, b) tal que f'(c) = w

Y 4

fib)
7 e
) L
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EJEMPLOS .
'8_ 1 @2 verifica que la funcién f(x) = x — 4 satisfaga el teorema del valor medio en el intervalo [—1, 3] y encuentra el
| valor de c.
&
Solucién

1. f(x)escontinua en [—1, 3], ya que est4 definida en todos los puntos de este intervalo,
2. Como f(x)es una fimcion polinomial, entonces es continua y diferenciable en el intervalo (—1, 3), f'(x) = 2x
3. Para buscar a c se sustituye en la formula:

fle)= %

o= 192160
gl
=3 =1

Por tanto, el valor de ces iguala 1.

2 ®%° Verifica si la funcién f(x)=x"+x" — 2x satisface el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2] y calcula el
valor de ¢.

Solucién
1. f(x) es una funcién polinomial, entonces f(x) es continua en todos los puntos del intervalo [0, 2]
2. Al ser f(x) continua en el intervalo [0, 2] entonces es derivable en el intervalo (0, 2) y f'(x) = 2+ 2x -2,
aplicando el teorema del valor medio se obtiene el valor de ¢.

fO=1O , 32490-2-870
2

flg=—

37 +2c-2 =4
37 +2c—6 =0

Al resolver la ecuacidn para ¢:

_ 2E 2P —AH6)_ 2476 [.::1.12

¢ 203 3 c=—178

H valor de ¢ que pertenece al intervalo (0, 2)esc = 1.12
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3 ®¢- yerificasila funcién f(x) = x? + 5x + 4, satisface el teorema del valor medio en el intervalo [1, 3] y determina el
valor de ¢.

Solucién

1. La funcién es continua en el intervalo [1, 3], ya que estd definida en todos los puntos del intervalo.
2, La funcidn es polinomial y continua en el intervalo [1, 3] entonces, es diferenciable enese intervalo f'(x) = 2x + 5

3. Para encontrar ¢ se aplica la férmula: f'(c) = &)= 1@

b—a
_JO-fMy _28-10
2¢+5—‘——3_1 : 2c+5= 31
2c+5=9
2c=4
c=2

EJERCICIOC 49

Verifica el teorema del valor medio para las siguientes funciones en los intervalos indicados y determina el valor
adecuado de c.

L flx)= x*=3x+2; [0, 3] 6. f(x) = x* +5x; [—2,1]

2. fx)= 4+x"; [—1,2] 7. flx) = sen% g [ =, 7]

30 =< 11.3] 800 = o’ 0,71

x Jx+1
4. fx) = :i’; ; [-2,1] 9. f(x) = e [0, 1]
5. 0= Jx+1; [0, 8] 10. f(x) = In(2x + 1); [0,4]

'o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Diferenciales

Se define ladiferencial de una funcién f'en un punto x,como el producto de su derivada por la diferencial de la variable
independiente y se denota por las expresiones df(x) o dy, es decir:

df () = f'(dx o dy = %dx i WA R0
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EJEMPLOS .
-8. 1 @+ opien la diferencial de la funciény = x2 — Sx + 6

P Solucién
Se obtiene la derivada y se multiplica por dx:

d
dy = E —5x+6)-dx
dy = (2x - S)dx
Por tanto, la diferencial es: dy = (2x — 5)dx
2 ®°° Determina la diferencial de la funcién y = (x> — 5
Solucién
Se deriva la funcion:
dy dJx*=5 1 , _ladx*-5 1, , -+ = x
—_ — — _52 = _s 2 2 —
7 = ;@ =3 T ;= 3) *2x) s
Por consiguiente,
x
dy= dx
¥ Z—5
3 ®¢° Obién la diferencial de la funcién f(8) = 2 sen @ cos @
Solucién
Se deriva la funcidn:
df(8)  d2senfcos® dcosf d sen 8
40 20 = 2|send 20 +cos @ 20

= 2[sen 8(—sen ) + cos B(cos §)]
= 2[cos’ § — sen’d]

Pero cos’f —sen” # = cos 26, entonces:

O _
5 2 cos 20

Entonces
df (8)=2 cos 26 df
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4 ®¢° Obién la diferencial de la funcién y = arc sen(l — x2)
Solucién
Se deriva la funcion:
_4d i ! da -
= dxarcscn{l x%) T dx( xh
1
- = (-2
1—(1—2x +x*)
_ 2
2% —-x'
__~2x
x2=x"
_ 2
2-x
G 2
Por consiguiente, dy = — dx
2—-x"
EJERCICIO 50
Determina la diferencial de las siguientes funciones:
2
X
l.y= 11, =
y=a g = =
2. yv=ax?+ bx+ 12, v = 22
¥ [ ¥ \Im
T+b
3 fW)=x>—222+5 13, y = ""z_b
4, 5=t -3t 14, f(x) =x—cos 2x
5. h(t) =(5 — 313 15. f(t) = tan® 2t
6. y=0x2-2)"3 16, y = (1 — sec x¥
1
173 1—senx
T.¥y= (2+;] 17, glx) = Fans
8 y=xJx"+2 18. s(t) = TWSI
9. f(x) = (x — 1z +3) 19, oy = fEx 1
secx+1
e 23'_1 2t 2
10. h(s) = 2543 20. y =log(x~ + 5)
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2l.y= Inyx* =3 26. f(x) =x?Inx
2. y=In ‘;; 27. f&) =arc cos 2
X
2. y= e 28, y= a.rctang
p o
o, G 29. y = arc sec/x
25. h(t) = —— 30. y = arc cso(3x?)
[- S -4

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Aplicaciones de la diterencial

Sea y = f(x) una funcion, si se da a x un incremento Ax, la variable y recibe un incremento Ay, que se considera un
valor muy préximo a dy, entonces el valor aproximado de f(x + Ax) es:

Jae+Axy=y+Ay=y+ fix}dc=y+ dy
A esta expresidn se le llama aproximacidn lineal y sirve para aproximar valores de funciones.

Aproximacién lineal

EB{EMF'LOS
'g_ 1 @9 Determina el valor aproximado de /25.020
E— Solucién

iu
Se asocia a la operacidn la siguiente funcién:
y=+x
Se busca un valor x proximo a 25.020, cuya raiz cuadrada sea exacta, en este casox = 25, y = J25 =5;1as
veinte milésimas restantes se toman como la diferencial de la variable x.
1
dx=0.020= —
50

Se obtiene su diferencial:

500
Los valores se evaliian en la formula;
flx+ Ax)=y +dy
1 2501
J25020 = 25 4 0.02=5+—=""—=5002
V2 500 ~ 500

Por consiguiente, 25020 =5.002

200



CapiTulO 5§

Aplicaciones de la derivada

2 @ Deiermina el valor aproximado de 370

Solucién
Se asocia a la operacidn la siguiente funcidn:
y=
Se busca un valor x proximo a 70, cuya raiz ciibica sea exacta, en este caso x = 64, y las seis unidades restantes
son tomadas como la diferencial de 1a variable x, es decir, dx = 6

Se obtiene la diferencial:
1

3(¥x) *

o 1 el
dy = 3(‘5{&}2(6} 3

Los valores se evalilan en la férmula:
fa+ Ax)=y+dy

70 = f64+6)=s4+l _%

Por tanto, af_m?—‘uzs

3 ®%° Obién el valor aproximado de cos 40°
Solucién

La funcién asociada a la operacion es:

Yy =cCcosx
Se busca un valor x préximo a 40°, en este caso x = 30° = % .y =cos30° = % y los 10° = % restantes
es el valor de la diferencial de x.
T
dx =
18
Se obtiene su diferencial:
dy = —senxdx

dy = (—Sﬂﬂm”)(—} (——}(—}

S L
&y = 36

Los valores se evaliian en la férmula:

fa+ Ax)y=y+dy

3w _18V3-7
40° =cos(30° + 10°) = — ——=———=07
cos cos( ] T % 0.778758941
Eﬂﬂ]mﬂ-ﬂtﬂ, COs 4(]"“':5 MT_F
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Aproximacién del aumento o disminucién de funciones

Ejemplo
Al enfriar una placa cuadrada metilica de 8 cm de longitud, su lado disminuye un 0.03%. ;Cuédnto disminuird por-
centualmente su drea?

Solucién
Se determina cudnto disminuyé el lado de la placa, para ello se obtiene el 0.03% de 8.

(8)(0.0003) =0.0024
Six = lado de la placa, entonces dv = —0.0024 cm, el signo menos indica que decrece el lado.

Luoego:
H drea de la placa es:
A=x?
La disminucién en el drea es:
dA = 2x dx

dA = 2(8 cm)}—00024 cm) = —0.0384 cm?
Por iltimo, se determina qué porcentaje representa 0.0384 del 4rea total de la placa, es decir:
A=2x?=(8 cm)? =64 cm?

(00384 cm®}100%)
64 cm’

Porcentaje de la disminucién de su drea = =0.06%

Por lo tanto, el drea dismimuye 0.06%
Estimacién de errores de magnitudes

Ejemplo

Se calculé la longitud del lado de un cuadrado y éste mide 2.5 cm, con un error de 0.02 cm. Determina el méaximo
error que se comete al medir el drea del cuadrado,

Solucién

El drea se determina con la férmula A = a2, se obtiene la diferencial dA = 2x dx, al sustituir se obtiene
dA =2(2.5 cm){0.02 cm) = 0.1 cm?; dA representa el maximo error cometido en la medicidn del 4rea.

© Error relativo y error porcentual,

error relativo = o ; error porcentual = ll'.]l'\]E
v v

Ejemplo
Se calculé el radio de una esfera y éste mide 4.5 cm con un error méximo de 0.035 cm. Calcula el error relativo y
porcentual que se obtiene al medir el volumen,
Solucién
Del problema se obtiene:
r=45cm —  dr=0.035cm

La férmula del volumen es v = ;ma y su diferencial es dv = 4mr’dr
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Entonces, el error miaximo cometido al medir el volumen es:

dv = dmridr = 47(4.5 cm)*(0.035 cm)
dv = 28357 cm®

Luego, el volumen de la esfera con radio 4.5 cm es:
e 4 - - 3
v= E‘.'T(4.5 cm)’ = 121.57cm

Por tanto, el error relativo es:

3
LA S
v 121.57 cm v
Y el error porcentual:
100 % = 100(0.023) — 100 % = 23%
EJERCICIO 51
Calcula el valor més aproximado de las siguientes operaciones:

1. 86 6. 130 +2tan63°
2. ¥35 7. (123.5)}
3. 420 8. sen 53° — cos 44°
4, sen 38° 9, sen* 29°
5. 6 +cos50° 10. cot 75°

12
13,
14,
15.
16.
17.

18,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

11.

Una placa circular de radio 3.8 cm, se introduce en un horno, aumentando su radio en 0,012 cm, ;Cudl es el
aumento en la superficie de la placa?

La longitud de las aristas de un cubo es de 5.9 cm cada una, se midieron con un error maximo de 0.032 cm.
Determina el mdximo error que se cometié al medir su superficie y volumen.

Se calculd el didmetro de la base de un cilindro circular y éste midié 7.2 cm, con un error médximo de 0.05 cm.
Calcula el error méximo que se cometié al medir el volumen si la altura es constante e igual a 10 cm.,

Se midié un lado de un cuadrado y se cometié un error miximo de 0.012 cm. Calcula la longitud de uno de
sus lados si el error méximo que se cometié al medir su drea es de 0.192 cm?,

Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el volumen y la superficie de una esfera, si su ra-
dio mide 12 cm y el error mdximo que se cometié al medirlo es de 0.015 cm.

El error relativo que se comete al medir el drea de un cuadrado es de 0,18, si el error que se comete al medir la
longitud de uno de sus lados es de 0.01 cm. Encuentra la longitud de cada uno de los lados del cuadrado.

El error relativo al medir el volumen de una esfera es de 0.02. Calcula el error méiximo cometido al medir su
didmetro, si éste mide 3 cm.

Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el drea lateral de un cilindro de base circular, si al
medir el didmetro de la base se obtiene 4.5 cm con un error médximo de 0.004 cm y la altura es de 5.6 cm.
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CAPTUIO 6

SUMAS

HISTORICA
.U

g
&

— acié en Breselenz, una aldea cer-
N :
N TR ——— X cana a Dannenberg en el reino
g de Hannover, actualmente parte
- — de Alemania.

Fue un matemdtico que realiz6 contribucio-
nes muy importantes en andlisis y geometria
diferencial, algunas de ellas allanaron el
camino para el desarrolle mas avanzado
de la relatividad general. Su nombre estd conectado con la funcién zeta,
la integral de Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann,
las superficies de Riemann y la geometria de Riemann.

Los escritos de Riemann de 1854 llegaron a ser un clésico en las matemdti-
cas y estos resultados se incorporaron a la teoria de la relatividad y gravita-
cién de Einstein. La cafedra de Gauss en Gofiingen fue ocupada por Dirichlet
en el aiio 1855 y después de su muerte por Riemann. En esos tiempos sufrié
de 1u|bedr-::ulosis y estuvo sus (limos afios en lalia en un infento por mejorar
su salud.

George Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866)
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Definicién
La suma

a,ta+ta;+..+a,
se representa con el simbolo sigma ¥, de la siguiente forma:

ia‘.= a+ta,ta,+..+a
Ejemplo

Determina 2.52

Solucion
Se sustituye i por los valores de 1 a 5, se eleva cada uno de ellos al cuadrado y se suman los resultados:

252 =P+ +BP+ER+G2=1+4+9+16+25=55

De manera que, iiz =55

Propiedades
I Yk=(m-a+Dk 3. Y e fi) = X 1)

2. Y[ro+560)] = S0+ 30 a. Ylro-fG-] = fm)-£0)

'8. 1 ®¢ Encuentra is

Solucién
Al aplicar la propiedad correspondiente a una constante, se obtiene:

is =(7-3+1)8=40

i=3

2 ®°° Precisa el valor de ﬁ{f +3i)

Solucién
Se aplican las propiedades de las sumas y se determina que:

2(i2+3.i) = 2i2+23i = ii2+3ii

Se desarrollan,
i;z = (1P +(2}2+{3)2+{4)?=3u;3is =3(1+2+3+4)=3(10)=30

Fnalmente tenemos que:
4
3% +3i) =30+30 =60
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3 T

Sumas

=0

Calcula el valor de i(2n] - %n + ?]

Solucién
Al aplicar las propiedades de las sumas, se determina:

> (AR I RO N LIS YO 1

a=0 =0 n-l:l =0 =0 n-l:l a=0

Se desarrollan las sumas,

2300 = 2A0F + (1) + @ + BF + @F + (5] = 450;

mm=

;’i = _{n+1+2+3+4+5} %(15)=—

f‘,? —7(5—0+1)=7(6) = 42

Por tanto, se precisa que:

=0

i(2n3—§n+?] =450 — 10 + 42 = 482

* Determina el valor de iﬁaﬁz +12bi — 3¢)

Solucién
Al aplicar las propiedades de las sumas se encuentra que:

3 (3ai +12bi — 3¢) = im%iub;—iac = 232 +1263 i- 33
i=f i=6 i i=g =6 =6 =6
Se desarrollan las sumas,

3aif = (Ba)[(6)2 + (1* + (8] = (3a)149) = 447a;

lQbi i =(12b)6 + 7 + 8) = (12bX21) = 252b; isc = (3c)8 — 6 + 1) = (3c)3) = %

Finalmente el resultado es:

i{saf +12bi — 3¢) = d47a + 252b — Ic

i=f
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6 CApTUO

CAICULO INTEGRAL

EJERCICIO 1

Realiza las siguientes sumas:

k ii"

2 ﬁm—m

» §%)

EN

5. YGi-2)

6. 2(:;2 —4)

n=2

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

7.

10.
11.

12,

55)
ey

iﬁnz—5n+?}

nml

n(n+1)
n=1 ﬂ+2

X )

am3

3 =6-1)

Suma de Riemann (recténgulos inscritos y circunscritos)

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo [a, b] el drea A bajo la gréfica de f(x) en el intervalo dado, se obtiene
realizando estimaciones con rectingulos inscritos o circunscritos como se ilustra,

Rectdngulos inscritos
sumas inferiores
Y4
y=f),
/ T
Area
0 a Ax KXn-1 b }
X1 X

A= ]ImZ(b;—a] fla + (i — DAx)

n
A=
=l

b—a

Donde Ax=

210

Rectdngulos circunscritos
sumas superiores
Y4
y=f(x
/ I Fe—ppt
Area
0 d Ax Xn-i1 b }
X-1 X

A= %Z[b;“] fla + iAx)



CariTuiO &

Sumas
Sumas basicas
1 Y k=kn
i=l
. n{n+1l) n"+n
2 B R
,—Z’I 2 2
3 21_2 _n (n+1)(2n+1) _2n*+3n’+n
& 6 6
2 2 4 2’1! +n2
4, .gzn(n+1} _n+
2’ 4 4
5 ijq _ n(n+1)(2n+ 1](3-"2 +3n— 1] _6n°+15n" +10n" —n
"o 30 30
EIgEMPLOS *
'g_ 1 @ Encuentra el drea limitada por la curva f(x) = x? + 2 y el eje x en el intervalo [1, 4]. Utiliza sumas superiores.
i§' Solucién
Grifica

Se sustituye en la férmula A = lim i(ﬂ]ﬂa +iAx)
R—boa n

Donde

M_b—a_d-—l_g
n n n
f;;+.iz£\x=1+:?(§]=1+E
n n

F: « %2

f{a+ih)=f(1+3]=(1+3] +2
n n
' X oo e Mg
n n

Por consiguiente,

_ &3 98 6i - (27 18i 9
A= EE‘EZ,,(,; e +3] = m;[ S +n]
-2 -
- (S 70518 59)
Lt n

3
i=1 1 i=1 R i=l

= Ifm f"_zﬁz-u:!_f s+%21]

3 2 2
— Hm E}_Zn +3n +n+g_n +n+g_n
wani| gy 6 n 2 n
= lim :!:-'+§+i2 =27u?
o 2n 2n

Finalmente, el drea es A = 2712
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CALCULO INTEGRAL

2 ®%° Aplica sumas inferiores para encontrar el drea limitada por la curva f(x) = x? — 1 y el eje xenel intervalo [1, 4]

Solucién
Y4
1 4 x
Se aplica la formula
lfmZ( ]f(a+{i—1)Ax}
Donde: -
goun Bl 8ol
n n n
at+{(i—DAx=1+(@— l)é i—E+l
n n
fla+ (i — DAx) f(———+l]=(é—é+1] -1
n n

Al sustituir en la formula se obtiene:

o )G R ea = vl e

sz (23 205-0)

18_54),,27_18
n! ﬂ! n?
I-I iml

:Hﬂi (18 54]234_(_? 18]2

3 2 2
— 2_':'_2;1 +3n +n+[g_%In +n]+n(g]_g]]
nma| gy 6 noon 2 n on

ol iip oo 3 L1 B 0
=" 2p 207 n n n n n

[ 45 9
= im|18——+-—— | =182
wre| 2n 2112] .

Por tanto, A = 18u?
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Sumas

3 ®°* Determina el drea limitada por la recta f(x) = —x + 1 y el eje X, mediante sumas superiores en el intervalo [—2, 3]
Solucién
Al analizar la grifica, se consideran 2 intervalos [—2 1] y [1, 3].
fx)=-x+1  y1
- 4

Cilculo del 4rea de [—2, 1]

Se aplica la férmula:
s o(b—a ,
A‘FEE( - ]f(a+mx}
[)u;ml:lc-,Ax=E
n
f(a+ﬂx)=—(—z+§]+1=—3+3
n n

Al sustituir en la férmula, se obtiene:

e

iml n

Se realiza el cdlculo del drea de [1, 3],

Se aplica la férmula:
A= umi[i"—" ]f(a +ix)
A= =l n
2
Donde Ay = —
n

fla+ iAx) = —(1+§]+1 = 2
n n

Se sustituye en la férmula y se tiene como resultado:

v BRls] =)

El signo negativo indica que el drea se encuentra por debajo del eje x, pero para efectos del cilculo del drea total, se
considera su valor absoluto,
Por tanto, el drea buscada es:
13
A=A +A = §u2+2u’ =Eu2
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6 CApTUO

CAICULO INTEGRAL

EJERCICIO 2

Emplea sumas superiores para encontrar el drea limitada por la curva, el eje X, las rectas dadas o el intervalo indicado.
Lfa)=4x+5x=2,x=5

2.f)=-2x+6,x=1,x=4

3./ =4-x%[-2,2

4. f(x) =3 - 45 [-1,1]

5./ =2%—dx+3x=0,x=2

Calcula el drea limitada por la curva f{x) y el eje X en el intervalo indicado utilizando sumas inferiores o superiores.

&ﬂﬂ=gxﬁﬂ
T.fe)y=3- %xz; [—3,3]

8 f)=(@—=27+1;[1,3]
9, fix) = 2% — dx? + dx; [0, 3]
10. f(x) = 5x%[1, 3]

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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INTEGRALES INMEDIATAS

atemdtico ruso conocido por sus
M frabajos en teoria de aproxima-
cién de funciones, geometria
diferencial, polinomios ortogonales y pro-

babilidad.

El nombre “Chevichev” es una translitera-
cién del alfabeto cirilico, por lo que a ve-
ces se encuentra con grafias diferentes, por
ejemplo: Chewyshev, Tchebyshef y ofras si-
milares.

Su aportacién en matemdticas es nolable, debido a sus miltiples aplica-
ciones fanto en teoria de la aproximacién de funciones por polinomios,
como en andlisis numérico [inversién de matrices, la evaluacién numérica
de integrales, la infegracién numérica de ecuaciones diferenciales, o la
mas precisa aproximacién a una funcién).

Patnuti Lvovich Chevichev murié el 26 de noviembre de 1894 en San
Petersburgo.

Pafnuti Lvovich Chevichev
(1821-1894)




7 CArTUO

CAICULO INTEGRAL

Definicién
Si F(x) es una funcidn con derivada f'(x) entonces, F(x) se llama integral indefinida o antiderivada de f’(x).
La antiderivada de una funcién no es tnica.
Ejemplo
2+ a,x¥ -1

Son todas antiderivadas de f”(x) = 3x2 puesto que todas las antiderivadas de f”(x) quedan incluidas en F(x) = x* + C,
en donde C se [lama constante de integracién.
Para denotar la integral indefinida de f’(x) se utiliza:

[ /0
Entonces,
fardr=x3+cC
Férmulas
L [(du+dv —dw)=[du + [dv— [dw 10. fcosvdv=senv+C
2. [adv=a[dv 11, fsec’vdv=tanv+C
3. Idx=x+C 12, Icsczvdv=—cot'.r+C
xn+l
4, Ix"dx= +C.,n #-1 13. Imcvlm]vdv=secv+c
n+1
vn+|
5. Iv" dv= +C.n#-1 14. Icscvcotvdv=—cscv+c
n+1
6. I% =In|v|+ C 15, Itﬂnvdv=—1n|msvl+c=1nlsecv|+(:’
S i _
7. [a dv=1—+C 16. [cotvdv=Injsenv|+C
8. Ie'dv=e”+C 17. Imcvdv=]n|mcv+tanv|+€
9. Isanvdv=—cosv+f.’ 18. Icscvdv=lnicscv—mtv|+c
E-EMPLQS -
]' @9 Determina el resultado de Ix“dx
o Solucién
4 +1 5
4 —x :x_
jxdx_4+l+c 5 +C



Caritulo 7

2 oo

3 @e-

Integrales inmediatas

Encuentra j 3abixdx

Solucién
4+l 5
[3ab™x* dx=3ab [x* dx =3ab* 7 o= o
4+1 5

(Cuil es el resultado de I (5x* + 2x2 — 6x + 3)dx?

Solucion
J6x* +22* —6x+3dx = S[Xdx+2[Fdx—6[xdx+ 3]
x3+l x2+! xl+l
= ge ek Ll
T e S
Sy Ra g
=t 4+ =2+ A+
4x 3x 2x x+C
= E.a:"+—.x -3x"+3x+C
4 3
e [dx
Solucion
i g 1
f%ﬂﬁ.ﬂﬁdx: 2 +e=Ec= 247 +C=2Jx +C
* 12 Loiapy =
2 2
Solucién
3dx 1—34—! _ax—ﬂ
=-3[==-3[x7 +C= =—+
3j jdx A= u,c

Integrales por cambio de variable
Algunas integrales no se pueden resolver de forma inmediata, entonces se tratard de ser posible transformar la integral

auna de las siguientes expresiones

jv“dv=L:+C I%=]n|v|+c

n+1
En las integrales que se resuelven por cambio de variable, se sigue el signiente procedimiento:

1. Se identifica la variable.
2. Se obtiene la diferencial de esta variable y se efectiia el despeje de la misma,
3. Se realiza la sustitucién correspondiente.
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7 CArTUO

CALCULO INTEGRAL
EJEMPLOS -
=2 1 ®¢° Realiza la siguiente integral:
| 3
é jz{z +x*)xdx
Solucién
Se elige, de la siguiente forma, la nueva variable que se va a integrar:
v=2+x? — dv = 2x dx
Se realizan las sustituciones y se resuelve la integral para obtener el resultado.
3 3 3 241 z 2
= et = 2 2 2
[20+xx dx=[@+2* @z = [vidv=— sl pg=2REEN
241 3 3
2 2
Por consiguiente,
5
5 s
j2(2+x2)5xdr=m+5x Y t¢
2 ®°* Determina el resultado de [ \/m +nx dv
Solucion
dv
v=m + nx, dv = ndx donde dx=:
Al realizar las sustituciones se genera la integral:
3 3 3,
_ L L . (m+nx)
j.ln'm+nxdx—j{m+m]2dx—;jv2dv—;-§+C—¥+C—T +C
2
3
2
Finalmente, I,l'm+m:da:=2{m%+c
3 ®¢° Encuentra el resultado de jx{Z + x'Ydx
Solucién
dv
v=2+ x3 dv =3x%dx donde dx=3—2-
X
342 — 2 d\-" — d\.l'
En este ejemplo el cambio de variable no se puede efectuar debido a que la nueva integral tiene dos variables,
Entonces, se realiza el producto indicado y se resuelve la integral.
]
[x@+ %Y dy = [(4+4x° + xxde= [(dx+4ax' +x)dx = 2x2+%x5+%+c
Por consiguiente,
]
[x2+xYde =24 +%f +%+C
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4 ®¢° precisa la siguiente integral indefinida:

Solucién
v=2+43x,dv =3dx donde
2+43x
Por tanto,
5 @ Resuelve la siguiente integral:
Solucién
v=c+ae’, dv=ae’dd  donde,
j' edf
c+ae
Por consiguiente,
6 ®°° Encuentra la primitiva de
Solucién
v=1—cos5, dv=>5senSxdx
Se realiza la sustitucion:
sen Sx
1—cos Sx
Por tanto,

o=y l-dv l

Integrales inmediatas

2+43x

-l ﬂ__mp|+c = _mp +3:+C
v

1
=—In[2+3x|+C
S arPeM

j &do
c+aé

.l
a

= %0

1dv_1pdv 1 2 v
ajv a]n|v|+C aln|c+ae|+C

a v

j' "do

- ae’|+C
c+ae

=lhk+
a
sen 5x

1—cosSx

donde = sen Sx dx

|

L L Ty

sen Sx dx

1
= = =_In|l —cos 5x|+C
1—cos5x 5 =poaie)
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CALCULO INTEGRAL
EJERCICIO 3
Efectia las siguientes integrales:
6 3 2 6
L [2dx 20. j[?—;—;]d:
2. [sx'dx 21, [Yar dt
3. [bxdx 22. [Vor dt
4. [V3xldy 23. [(8x° —5x* —4x’ —6x" —2x —3)dx
5. Iadx 24, j{ax!—bxz—a+d)dx
3dx x 3x
6 [ 2. | W—ﬁ—S@]dx
dx f_exi—7
i j? 2. | %]dx
3 2
8. [Yrdx 27. %’F_ﬁ]dx
s A S
9. [s¢xdx 28. I(JE ,x]dx
10, ;'E, 29, j(ﬁ—sﬁ—zﬁ—\f}]@
5 dv z Hl L
yZ _yl_}.-l
11. jx_‘ 30. j[—y, dy
I ed 31. jif}{sﬁ—sﬁz)a
X
dx ;
13. IE 32, jJ’Trdr
6 dx 6
14 Iif; 33, [Gx+4)dx
15. [Vx®dx 34. [(ax* —b)xdx
adx 342
16. Lx’ 35, jf(: 4y dt
17, % 36. [(@—by)'dy
18. [Vbr dx 37. [@ —6ydr
19. I[%—-ﬁf;]dx 38. [x(e+4yde
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Integrales inmediatas

3. [¥(x+17dx 58. fcos 4x(1 —sen 4x)’dx
40. ju"m +ny dy 59. jcsczxq.ll'3+wtxdx
a1 [ fsx=3dx 0. j“z‘“’mz’
tdt cos ax
42, IJTH’ 6l i
dx e e =1
7 -t 62.
A =
u, [(Vx-4f & 63. [cot x(2+ In[sen x))dx
xdx sen 2x dx
0 j 3x" —4) B j (1= cos” x)’
5 dx 2
% = 65. [sen’tx cosbx dx
8x dx
Jx-b) :
48, j = dx 67. jms 4xsendxdx
dt cos Sx
o ol i~ e
xdx 4x+2
Sl v @ jx+2
s [ % j(sx’ +2)dx
x+3
4xdx
2 J3a—g 71, jyln’
(2x—dx
5. j(x —3x+6) 72 2x1n3x
54, j{f—z),;x’—exudx 7. jf ax"*' +b
yr—ldy 1 1
(ay" +b)" . jx’ : xz dx
56. je"(l—e")’dx 75. jcsc’ﬂxmsﬂxdx
(4—Injx+3)'dx 2 3 4
i j x+3 s j({x+l)’ {x+l)’+x+l]dx
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7 CArTUO

EJEMPLOS
1 ®%° Encucntra la integral indefinida de [e*'dx

i
5

CAICULO INTEGRAL

7. j[
7. j[

79. €,=m’ dx
I CDSEI

80, Isen’xsml’x dx

Inegrales de funciones exponenciales

3 _ 4
x+2 x+5§

3 5
2x—l+3x—4]dx

81,

]

82,

83,

B4,

dw

Ismzwq.l'l —cotw

jvSscnycusy

T2y
[([Foosa da

3
sen‘x
[==

cos? x

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Las siguientes férmulas se emplean para integrar funciones exponenciales

ja"dv=h]a—va & ¥ je"dv=e" +C

Solucién
Se escoge la variable de acuerdo con la férmula que se va a emplear, en este caso,

v =12x,

Se realiza el cambio de variable y el resultado es,

su diferencial dv = 2dx donde, dx= 2

dv

Iez‘dx =Ie"% =%je”dv=%e” +C = %eg‘ +C

Finalmente,

2 ®%° Determina el resultado de jeg dx

Solucion

v=

X

3

dv = ldxdmdc 3dv = dx

L]

jez‘dx

Por consiguiente, al realizar la sustitucién se obtiene:

jegdx=3fe"dv=3«e"+f.' =

222
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Integrales inmediatas

3 @2 Obtén la funcién primitiva de [a™dx
Solucion
_ _ v _
v=nx,dv=ndr donde, — =dx
n
Se realiza la sustitucidn,
1 a’ a™
“dx=—f[a'dv=—-——+C= +
Iﬂdxna ]nacn.luac
Por tanto,
Ja=de= +C
nina
A @+ Bncyentra el resultado de j%
Solucién
v= =2x,dv= —2dx donde, % =dx
& =Ty 1 3 1 3 1 =1x 1
jeh Jerax=—2Jedv=-2e+C=—2¢ Cxotl
EJERCICIO 4
Realiza las siguientes integrales:
1. Jevax 10. [2*¢dx
2. [8e® ax 1. [Yedx
3. et 12, [Je*ax
e dx dx
4. 13, |—
I I
1
e e_l_f
. je—hdt 14, dex
6. je‘“"“sm‘h:dx 15. j[i"e_‘]‘dt
7. [2x%e ds 16. [#(3-e)dx
8. [b*dx 17. [@x—3e" > dx
21 dt
9. [3adx 18, j@
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19. Ieﬁ sen 2xdx

20. j’i—d‘

&

21, [47- My
I[e_i+e§]dx
2. [(€* -2y d
2. [x-5%dx

25. [ —e™Vdx

26. Ie"'"' sec” 3xdx

27. [@5%dx

Inegrales de funciones trigonométricas

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

28

29,

30,

31,

32,

33

34

35

|

—

—

¥

-]

: I(S"+3‘“}zdx

(10* — 2"y dx
e:—a;]dx

e =5
& ]“‘
—

—

J1—4x7 @

e kan ¥

L
1+ x?

Las funciones trigonométricas se integran con las siguientes formulas y en algunos casos auxilidndose de un cambio

de variable.
1. Isanvdv= —cosv+C

2. Im\svdv=scnv+c

ad

: Iscczvdv=tanv+(.'

=

. jcsc’vdv=—l:utv+€

Ln

g Is&cvlanvdv=secv+c

6. Icsc veotvdv=—csc v+

=]

. [tanvdv=—n|casv|+C =nsecy| + C

oo

. Icot vdv=1In|senv|+ C

o

; Isacvdv=ln|sccv+muv|+c

10. Icscvdv=]n|cscv-c0tv|+€

224



Caritulo 7

Integrales inmediatas

EJEMPLOS .
'% 1 "’Obténelrcsulmdudejcusnwdy
i

Solucion
Se hace un cambio de variable y se obtiene su diferencial:

v=my, dv=mdy, donde,

3%

=dy
Se sustituye y se resuelve la integral:

dv 1 1 1
jmsng:dy=jcosv—= —Icosvdv=—san v+C=—senmy+C
m m m n

2 ®¢ Cuiles el resultado de Iscc?xdx?
Solucién

v="Tx, dv="7dx donde, ‘;—"=dx

1 1 1
Jsec ?xdx=5jsecvdv=?lnEsccv+tmv|+C=Elnisac?x+tnn?x|+c

3 ®° Obién el resultado de jx cot xdx

Solucién

v=2x2, dv=2xdx donde, =xdx

dy
2
Se realiza el cambio de variable y se resuelve la integral:

dv 1 1 1
jxmtxzdx=jc0tv?=ijcutvdv=5h§5‘m "'I+C'=Elnlscnx2i+c

tan+/x

J;dx

4 ®¢ B0 icntra ol resultado de j

Solucién
La férmula que se va a utilizar es ftanvdv=]n!sacvi+c , de manera que:

dx dx
2 ] dv = , e

Se realiza la sustitucién y se resuelve la integral:

j‘m“gdxﬂjmudv=21n!sec»1+c=2misecﬂl+c
X
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2
Al sustituir la identidad encontrada, se tiene j%dx=fﬂm 2x dx ,donde:
v=2x dv=2dx; dx=%

Se realiza la sustitucidn y se resuelve la integral.

j 2tan x
1—tan®x

. 2
5 @+ petermina jmmt-;ﬂr-'lir;—-
1—tan” x
Solucién
Antes de resolver esta integral se recomienda emplear identidades trigonométricas.
o Senx 2senx
2tany _ “oosy P _ 2senx-cos’x  2senxcosx
1-tan’x | _ sen’x  cos x—sen’x  cosx(cos’x—sen’x)  cos’x—sen’x
cos® x cos® x

sen2x
cos 2x

tan 2x

1 1 1
dx= jtaandx=EItanvdv=—E]n|cosv|+C=—Eln|m52x|+C

EJERCICIO 5§
Determina las siguientes integrales:
1. Iscu Sxdx 10, Ixsmd-xzdx
x
2, 6xdx 11. | x"cosZdx
Icos x jx 008 3
x cos x
3, Iscnzdx 12, jmjx
4, Itmbxdx 13. Isecax tanax dx
s jmcifdx 14, jvill.a:s-ac:2 4xdx
a
dx 2
6. 15. -1
| e o 5. Jesc’(Bx—Dax
dx
sen x
8. 17.
Icoszx Imcaxdx
1 i
9, jcsczcmzdt 18. Ixcscd-xzdx
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Integrales inmediatas

1+sen’x
19, 30,
9 jcutx csc x dy j(l+cm2x]dx
20. [(cot b6 + tan b6)’d0 31. [(cot’x+cot*x)dx
3
21, 3x — cot 3x)%dx 32, [SEE
j{mc x x) jJseTx
dw
— z e ———
2, j(mnSx sec 5x) dx 33. jsm,w(l_4wtw)
sen’x 1—senx
23, 34,
-‘il—msxdx j[l+sanx]dx
2. [xcos2— 2% dx 3. | ydy :
sa(3)eo(3)
cos’ x 2 tan o dex
B jsmx & = jsm’a—ilanza

26. [JT+sen2x dx 37, j:@%d@

1+ 1x, 2x
2. | ﬁ 38. [esen(e™) dx
28. j[sm(%—x]:rdx 39, j@dx
Y e %=

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

infegrales con expresiones de la forma

fvziai’ Jaz_vz,vz __._az,am_vz

Férmulas
dv 1 dv
L [ = acan=+C 5. ] — =Infv+ V" £a’|+C
A 8 |"'_a dv _1 v
) it e e 6. jvm—ammaw
3 jazd_vvz :%h:t: +C 7. I az—vzdv=§“'az—vz +a2—zmsm£+c

¢ [ mmsaisC 8 | ":“—L“zd"=§4v’-aziﬂ2—zln(v+vfm]+c

a —v a
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EJEMPLOS .

-t

1 .‘°[.‘Etermmaalresu1mdodcj T

Solucion
Se utiliza la férmula:

1 v
i — —_-t
jv’+az aarctana C

se deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen en la férmula.
vi=x2, v=xydv=dx; a®=36,a=6

Por consiguiente,

L FE
736 =g ang +C

2 L L Obtén el resultado de Im

Solucién
Para resolver la integral se utiliza la formula:

1 v—a
v—a® 2a |v+a
se determina la variable y se encuentra su diferencial,
2= 1622 v = - dv _ 2 — —
vi=16x?, v=dx, dv=4ddx y I—dx,a—9,a—3
Fnalmente, se realiza la sustitucién y se resuelve la integral.
1 1 4x—3 1. l4x-3
=— = +C=—1
-’-16.::2—9 4-"\:2—02 4 2(3) |4x+3 ¢ 24D4x+3‘ g

3 @ Obién el resuliado de j—dx
n’x* — p
Solucién
dv
al=p% a=p v*=n%% v=mx,dv=ndx donde, o = dx

Se sustituye y se resuelve la integral,

T ‘—I =B 1 G EP e B D
mx’ - p’ v—a n 2p) |mx+p 2np |mx+p
Se concluye que,

j%zihﬂﬂ;

n’x' —p 2np |nx+p
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4 ®¢° precisa el resultado de j'

_dx
J9-25x°
Solucion

Para resolver la integral se utiliza la férmula,

se deduce a, vy la diferencial dv

a’=9,a=3;v? =252 v=5x,dv=5dx donde, % =dx

e _l¢ v _1 v, s
j.,{g—zsf_sj‘f,,z_‘; 5 @osen— +C = arcsen==+C
Por tanto,
I & =lﬂl'csen5—x+c
9 —25x" 5
5 @+ Obténcl resultado de [——2
tén el resu Im
Solucion
a*=5,a=+5;v*=9x% v=3x,dv=3dx donde, % =dx
v
R e - A 3 2
o e | et RN
EJERCICIO 6
Realiza las siguientes integrales:
I=% ot
X +81 N7
J 5 .IL
i g
& dx
: jy’—ls 8 | o
& dx
4' g [t
j2.5—4-x2 jx\fq_f—_g
e dx
2x* —16 10. | o
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1. jh-—‘t-?-r? 23. j;:—z-d—_:F
12. _[;:‘:l’_-f‘g; 2. | \f%zy’
13. I;"a"ﬁ;i:'_ﬁ"i 25. e 16— ax
14, jm 26. [J1-25" dx
15. | J:;% 27. | :Hm_f
5
16. | 35_“;2 28. [Jx+1) - dr
5 I%\Im 5 j«.ﬁ28+343x"
18, IF% 30, j#d:_?
19. IZSa = 3L j%
2. | Jaxfr—-n-s 2. | m(m_(:‘_mzm
2. | s-dyz_-,.z 33, lsf_‘z‘:s‘ixx
». IJ% 34. [P0+ 4 di+ [In30,P I’ G + 4 dr

demuestra que:
@Jﬁ In*(3r)+ 4 +21n(1InG3r) + 7 12 (3n) + 4] + €

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Inegrales en las que se completa un trinomio cuadrado perfecto

En aquellas integrales con un denominador de la forma ax? + bx =+ c, se utiliza el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto para llegar a las formas:

JWEd, Ja =V, v zad' e’ =V

Segitin sea el caso,
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EJEMPLOS -
1 ®* Encuentra I i
'% . cuen clrcsutndodefx2+4x+3
i Solucion
Se completa el TCP, entonces, el denominador se expresa como:
FHdx+3=@ +dx+ ) -4 +3=(x+2) -1
Donde,
=(x+2v=x+2,dv=dr;al=1,a=1
Por consiguiente,
dx dx 1 x+2-1 1, |x+1
- e +C==In|"—|+
Ix2+4x+3 !(x+2}2—1 2 |(x+2+41 @ 2 |x+3 €
3dx
[ T T L] P il S
2 Determina el resultado de If —8x+25
Solucion
La expresién
X —8x+2B5=(x—-8x+16)-16+25=(x—4)"+9
Donde,
vi=@x—4lv=x—-4ddv=dvual=9a=3
Finalmente,
3dx dx 1 x—4 x—4
=3 =3.— + = tan +
jf—sx+25 "-{x—4)2+9 e C=ar ( ]C
" . 5 y dx
3 8o Encuentra el l'ESI]ltH.deﬂ-lﬂlIltEgI‘ﬂ] indefinida Im
Solucion
Se completa el TCP y el trinomio se convierte a la expresi6n equivalente.
rs (T, o T (S G | BEEE | L A N
2x 2x+l—2(x x+2] 2(12 x+4 4+2] 2[(x x+4] 4+2:|
1Y 1
(I
Se utiliza la férmula,
j%=lmm3+c
v +a a a
se obtiene la variable, su diferencial y el valor de a, entonces,
1Y 1 1 1
vzz — 5 — —_,dv: = 2:_’ = -
(x 2] v=x 3 dx, a 1 a 5
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Se realizan los cambios y se resuelve la integral.

. 1 2x—1
dx 1 dx A ) _ 2
sz=—2x+1_5 Y 1 2 1T R 1 L
37T 2 2 2
Por tanto, el resultado de la infegral es:
dx
m=mtaﬂ(2x—l)+c

4 ®%° Open el resultado de jL
2 3x—4x°
Solucién
La expresién

2 —3x —4x* =—4(Jc2 +%x—%]=—4{12 +%x+

R

Se deduce entonces la formula que se va a utilizar:

j & = arcsen— +C
Ja —=v* a
Donde,
2
vi= x+§ v—x+é,dv_dx‘ 2=41,ﬂ=£
8 8
Por tanto,
J -] o [t
J2-3x—ax’ 41 3] 27 |4 3y
JEmRi e
64 8 64 8
x+§ 8x+3
1 8 1 1 8x+3
231::351]@(3 5 WG peil—pe C 2smﬁ—C
8 8
. 2x+5)dx
{ L1 oot B et A s
2 Encuentra el resultado de jx2+2x+5
Solucion
En este caso, la expresidn se representa como:
2x+5 _  2x+2 3

F+2x+5 ¥ +2x+5 ¥ +2x+5
Se ha elegido esta separacion debido a que,
si v=x" 4+2x+5 entonces dv—(2x + 2)dx
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Por consiguiente,

j-(2x+5]cb: j'(2x+2]dx j- dx
+2x+5 Y +2x+5 x+2x+5

(2x +2)dx
Para la in tﬂgmlj prw se realiza el cambio,

v=x2+2x+5, dv=_2x+2)dx y DS

(2x+2)
Resultando:
(2x+ 2)dx 5
A S = In(x?+2x+5) +
jx’+2x+5 by olpeh) g
Ahora, con la integral IL,sarca]izaelsiguiﬂntecambio:
+2x+5
dx dx 1 x+1
jf+2x+5 j{x2+2x+l)+4 I{x+l)2+4 g MEMATE
Finalmente, al sustituir se obtiene:
j(2x+5]dx I(2x+2 j' dx
P +2x+5 X +2x+5 X +2x+5
1 x+1

= In(x* +2x+5)+3. EarctanT+C

= In{x*+2x+ 5+ = amtmxTH +C

Por tanto,

j{2x+5)dx

3 x+1
=In(x" +2x+5)+= — |+
e (x"+2x+35) 2Eﬂl;:tan{ ] C

2

Je& + 4 dx
Je& +66 +5¢

6 ®°° Obitén el resultado de j

Solucién
La integral se expresa de la siguiente manera:

| Ve +aerar | Je (@ +deydx I(é*+4e*)dx
Je" +6e” +5¢ et et +6et+5 U \Je +6e"+5

Se realiza la separacién en el numerador

j'{eh+4e‘)dx _ j{ez"+3¢f +e)dx _ j' (e + 3¢ )dx j
Jer+6e +5 & +6e"+5 Je* +6e" +5 Je=*+6e*+5
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(e +3¢*)dx

i

, e realiza el siguiente cambio:

v=¢eZ+ 6e* + 5, dv = (2eT + 6e¥)dx = 2(eT* + 3e¥)dx

Entonces,
1
(+3¢)dx _ lpdv _ 1V L
= | =2 =2 = Je*+6e +
j;ie2‘+se‘+5 QIJJ I .
2
Por consiguiente, para la integral jxe’;dx , se completa el trinomio cuadrado perfecto y se realiza el cambio
& variable. ye© +6e +5
j e'dx _ j' e dx =j' e'dx =j' e dx
JEr+6e+5 T +6+9-9+5 [ +6+9-4 (& +3) -4
Donde,
w=e"+3,dw=¢e"dx
Entonces,

o o+ A = | 434+ @ T
=In|e* +3+ /& + 6" +5|

j' e*dy _ j' dw
Je+37 -4 7 w4

Por tanto, se concluye que:

e & e

EJERCICIO 7
Determina las siguientes integrales:
j' dx 6. j dx
X' +6x 27 +9x+4
dx dx
2, 7. —_—
Ix”+8x ja”.xz+8f:e.x+15
j' dx 8 j' 3e'dx
X +5x+6 & +9¢ +20
dx dw
% I2f+3x+l " jlaw—zw’—ls
dx da
. | 10, | ——
. Ix2+5x—l4 "'.'5+9-:z—2c:|:z
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dx
11, | ——
sz -2x+8
p, L3,
e 426 -3
cos x dx
13, | ——
3 j(sanx—ﬂ)’—3
14 j 2o
:;—5w2+2'2w—8
15. | dx

Jaxr —4x+3
dz
16. jm

dx

il e

j dx

18.
x‘fh:lzx +7Inx+6

jL
YW —9w+5
20, j.,’x’+4x—3dx
21, j1.f4—3x—2x’dx
2, jﬁﬂ-x—x:dx

2, j,ﬁaf —dx dx

19.

24, jx x'—x" =20 dx
25, [y-x*—5x+24 dx

26. j,/:+%+2dx
dx
J

3
VX = 4x7 —21x

7.

235

28.

30,

31.

32,

33

41.

42,

Je

]

dy

T

3+ 2" —e™ d

j 3x*+4x+1dx

I
]
I
]
I
]

3
g
¥

]
]

3|

]

dw
:;.Sw — 2y’

dx

\I’axz +3xax +2x

dy

3y +13y-10

(6x—5)
37 +4x+1

x—4
dx
9—x

4-Tx
9" —16

x4+ 3x+5
xP—dx+1

x—2
3x+5x—4

x+5
X—=Tx+6

2x+21

3x2+27x—15

(3x +2)

% =

3x-11
4 9x’

5—-2x dx

:;"l‘:'lx2 +25

4 —13x

7 -2x"

dx

Integrales inmediatas
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j' x+6
"8 414x —104°

S5x—11

e I:Ex=+3x—sdx
2=x
i I‘;’2,1;=+5x—1dac

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluci

S5x+1

J4=2x—-x"
49, j{zx+1},#x’ —3x+4dx

48. | dx

50, j{3x+?} X +Tx+6 dx

s corresp

diente
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CAPTUO 8

INTEGRALES DE DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS

HISTORICA
.U

g
&

atemdtico y fisico francés nacido
M en Auxerre y fallecido en Paris,
conocido por sus trabajos sobre
la descomposicién de funciones periédicas
en series frigonométricas convergentes lla-

madas series de Fourier.

Particip6 en la Revolucién Francesa y, gra-
cias a la caida del poder de Robespierre,
se sahé de ser guillotinado. Se incorporé
a la Escuela Normal Superior de Paris en donde tuvo enire sus profesores a
Josephouis Lagrange y Pierre-Simon laplace. Posteriormente ocup6 una cd-
tedra en la Escuela Politécnica.

Segin él, cualquier oscilacién periddica, por complicada que seq, se pue-
de descomponer en serie de movimientos ondulatorios simples y regulares,
la suma de los cuales es la variacién periédica compleja original. Es decir
se expresa como una serie matematica en la cual los términos son funciones
frigonométricas. El teorema de Fourier tiene muchas aplicaciones; se puede
utilizar en el estudio del sonido y de la luz y, desde luego, en cualquier
fenémeno ondulaterio. El estudio matemético de fales fenémenos, basado
en el teorema de Fourier se llama analisis arménico.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830)
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Integrales de la forma: [sen"vav, [cos’vav, con my nimpar

En aquellas integrales cuya funcién seno o coseno sea una potencia impar, se realiza la separacién en potencias pares
y siempre sobra una lineal, la cual funcionard como diferencial; el resto se transforma mediante las signientes iden-
tidades trigonométricas:

sen’x=1—cos’ x cos” x=1—sen’x

EJEMPLOS °
'8_ 1 ®¢° pterminael resultado de jsmsx dx
g Solucion
Se separa la potencia de la siguiente manera:
Iscnsx dx = j'senzx sen x dx
Se sustituye sen’x=1—cos” x, de esta forma:

v=cosx, dv= —senx dx, —dv = sen x dx

!sen’xdx = Isenzx sen xdx = !{l—cosz x)sen x dx I{l — V' ¥—dv) = j—dv + Ivzdv

1 3
= —p+—y +
! C

1
= —cosx+ Scoslx +C

1
= Ems]x—msx +C

.. 1
Por consiguiente, Isen’xdx = Emszx —cosx+C

2 8¢ precisa el resultado de jcm “xds

Solucién

j-cos xdx_jms xcusxdx J'{l sen’x)cos x dx
sen’ x sen’x sen’x

Se realiza el cambio de variable, v = sen x y dv = cos x dkx,
'.r}dv = = 1 1
j _{— jvz j-"dvjzdv——"_—l— — e

Pero v = sen x, entonces,

1 1 1
—_— +C=csc x ——csc’x +C
senx 3sen’x 3

cos xdx

1
Finalmente, I —cr-,cx—gcsc’x+C
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3 ®#- Encuentra el resultado de sen’y dy
I : Cosy

Solucién

dy= [ ‘ysenydy _ I{sen *y)'sen y dy
JCDS}' \{CCB‘)'

jv’my

Se sustituye sen’y=1—cos’ y en la integral:

j-{l —cos” y)’ sen ydy
Joos y

se realiza el cambio de variable, v = cos ¥, dv = —sen y dy, —dv = sen y dy

_I(l_:lz:]?dpz_j(l—b’\f;w]dv _ -j%ﬂfv;dv-fvgdv

5 g9
-2Jv +%1.JE —%v"; +C

Al factorizar —2\/v de la expresién se obtiene:

=—2-f;(1—%vz +§v"]+C,pemv= cosy

Finalmente,

sen’ydy _ 2 1

I osy =-2,/cos ( cos y+9cos y] C

EJERCICIO 8

Resuelve las siguientes integrales:
1. jsen’tixmsd-xdt 9, jms’%dx
2 jms’Bx sen 3xdx 10, jsen’xdx
3, jseu’axdx 11, jse.n’axdx
4, jsen’Sxdx 12, jsen’d-xdx
5. jsan’fdx 13, jsensgdx
6. jms’xdx 14, jms’ydy
7 jms’a.xdx 15, jms’bxdx
8. jms’ﬁxdt 16. jmsf
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17. [sen’6 df 21. [sen’4xcos’ 4x dx
18. IschS-xdx 22, jcos’xsansxdx
5
; 7 23 [0S 2x
19 Ims ydy jmdx
20, Ims?4xdx

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma: [un'vav, [cot'vav con n par o impar

En este tipo de integrales se separan potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva:

tan” x =sec’ x—1 cot’x=csc’x —1

Eu{EMPLOS “
'8_ 1 ®¢: Encuentra el resultado de jtﬂnaxdx

i§' Solucién
Se realiza la separacidn de la potencia:

Jtan®x dx= [ tan x tan® x dx
Se sustituye tan’x=sec’x —1,
jhnx(seczx—l}dx=jtanx-sac2xdx—jtanxdx
Al aplicar v = tan x, dv = sec” x dx, para la primera integral, entonces:
j'tansxdx = j'tanx-sac’xdx—jtanxdx = Ivdv—jtanxdx=§—{—ln|cosx|}+c

= %tﬂ.l]zx +Injcos x|+ C

2 ®% Obién el resultado de f{sach + tan3x)" dx

Solucion
Se desarrolla el binomio al cuadrado y se obtiene:

I(secz.'}x +2sec 3x tan 3x + tan® 3x) dx
se realiza el cambio tan” x =sec’ x —1
[ (sec? 3x + 2sec3x tan 3x + sec? 3x —)dx

Se simplifican términos semejantes y resulta:

I(Qs&cz 3x +2sec3x tan3x — 1) dx
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Se efechia el cambio, v = 3x, enfonces dv = 3dx y %V- =dx

Se procede a integrar

I%s&czvdv+j%mcvtmvdv—jd?v

%jseczvdv+%jsecvtanvdv—%j'dv

%tﬂnv+§5ﬂ:v—%v+c;

pero v = 3x,entonces finalmente se obtiene:

(sec s + tan3x) dx = —23—tan3x+§sec3x SRR

3 ®¢° Determina el resultado de jmtsax dx

Solucion
Al separar la integral
jcotsax dx = jcol’ax. cot’ax dx

Se realiza el cambio cot’ax = csc’ax —1
Imt’ax{cscEax —1dx= Icot’ax csc” ax dx — jcot’axdx
De nueva cuenta se tiene una potencia impar, por lo que se vuelve a separar y a sustituir la identidad:
= jcot’ax -csc’ax dx — jmtax cotaxdx = jcotsax csc”axdx — jcot ax(csc’ ax — Ddx
= jcot’ax-csczaxdx — jmtaxcsczaxdx o+ Imtaxdx

v=cotax y dv= —acsc®axdx

~Lviav+ L [vav+ Linfsen ax|+ €
i a a

2
L2 4 A e |6
2 a

|
R

N A A

Rl 8=

|

pero v = cot ax, por lo que finalmente,

—]nlsenax|]+c,
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EJERCICIO @

Realiza las siguientes integrales:

1. Itﬂn’i\:dx 7. jm’ﬁxdx
X

2 Itan’idx 8. jcot“Sxdx

3, Icot’d-xdx 9, jm*ﬁ;dx
X

4, Icot’gdx 10. [ (tan 3x - cot 3x)’dx

5. Jcot’6x dx 11, [(tan*2y+tan*2y) dy
s ¥ 4 2

6. Icot Edy 12, I{cot 3x+cot” 3x)dx

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma: [secvav, [esc®vav con npar
En este tipo de integrales se separa en potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva.

sec® x=1+tan’x ; csc’x =1+ cot’x

EAEMPLOS .
'g_ 1 @9 precisa el resultado de jsec’xdx

ig Solucién
j'sec"xdx=jsec2xmc2xdx
Se realiza el cambio con la identidad sec’x = 1 + tan’x
j (1+ tan’x)sec’ x dx

Al efectuar
v =tanxydv = sec’x dx

se obtiene:
3
14v0dv = [dv+ [vidv=v+ = +C
Jotvv= fave [y =+
Pero v = tan x, entonces,

1
jsec"xdx=3tan’x+mnx+c

242



Carituo 8
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2 ®% Obtén el resultado de jcsc"%dx

Solucion
a X, 2 X 2 X 5 2 X 2 X
Iu;c Idx—jcsc 3 CsC de = j(1+cot I]csc Idx
Donde
x 1. ax

— el dv=—=— iy

v C014 Yy 4['55 m
entonces:

=—4I{l+v")dv=—4jdv—4jv2dv =—4v—%v3+C

pero v = cot f , por consiguiente

o X 4 .x x
—dx=——cot"——4 cot—+C
Jose 4 3 Ty

Integrales de la forma: [tan™v-sec’vav, [cot™v-csc"vav
con n pary mpar o impar
En este tipo de integrales se emplean las siguientes identidades trigonométricas:

sec?x — tan®x = 1; csc®x — cot’x =1

EJEMPLOS *
E 1 ®%° Demuestra que jtanzxsec"xdx=-;-tansx+:-;-tan’x +C

i Solucién

En la integral la secante tiene potencia par, entonces se realiza la separacién de una secante cuadrada y se sustituye
por la identidad trigpnométrica correspondiente.

jtﬂnzx sec’ x dx= jtanzxsacz xsec’ xdx = jtanzx{l + tan’x)sec” xdx
Al efectnar
v=tanx y dv=secxdx
finalmente se determina que:

— 2 2 = 2 4 =l ..!. =l 3 .!_ 3
—jv(1+v;-dv j{vw)a'v 3-.H+5v5+(': 5tmx+3tﬂnx+£’
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2 ®% Encuentra el resultado de jtan’-:—sacli—dt
Solucion
En la integral las potencias, tanto de la tangente como de la secante, son impares, por lo que la separacién es para
ambas funciones.
3 X 3 X _ 2 X 2 X X X
Luego
ta_nziz 2i—l
4 g
por consiguiente,
2 X 2 X X X 2 X 2 X X X
Jrm* s’ L wng sen dx j[ 4 P ias T
Ahora, al hacer
x | R JOeE
=sec— y dv=—sec—tan— dx
VRO Y AT,
se obtiene:
2 4 2 4 5 4
= 4f 0’ —1Wdv=4[v'dv-4[v dv=—y —3-.F+c
4 .x 4 .x
= Zsec® = ——sec’ = +
el i
EJERCICIO 10
Determina las siguientes integrales:
5x
1. 4 3xdx 8. 4" dx
Isec x jcsc 5
2. Iscc"axdx 9, jtanz&xsm'ﬁxdx
3. Isec"idx 10. jtanzaxsec"axdx
4 2 X s X
4. [esc* 9xax 11. [tan 7 s s
5. Josc* b dx 12, fran® 2% sect 3% gy
3 3
6. jm‘gdx 13, ftan’Sx sec’5x dx
g jsec"g;-dx 14, [1an’ bx sec®bx dx
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15. jtﬂ.l]!% ’g—dx 26. jtﬂnixsa:xdx
adx 3 dx 3
16. [tan - sec’ dx 27. [tan2xsec’2x dx
17, jcut’hxcsc’bxdx 28, jctg’xmc’xdx
sen” 3x dx
18. jcot’d-xcsc]t!-xdx 29, jm
L]
19, fsec®Z C Nl
9, Jot g Fies
«f 38 4 af 1
: 2 al, cagal k
Zﬂjm(z]ﬂ j{sac?:tcsc(z]]c#
21, jzfsac"x’dx 32. jmc"(l’x—l)dx
i de
2. fl1+—|ax 8. [—F=
cg’x ﬁ(ﬂ]
Scn —
5
23, jsccﬁamﬂada M, jw;’xdx
dt 4.2
24. jm 35; jx(l_tﬂ]] X }dx

25. [esc!(3x —Ddx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma: [sen"vav y [cos*vav, con my n par

En estas integrales cuando las potencias de las funciones sen x y cos x son pares, se utilizan las identidades trigono-
métricas del doble de un dngulo:

1 1 1 1 1
smvccsv=iscn2v scnzv=§—5cus2v coszv=5+5t;us2v

EJEMPLOS .
—E. ;l' ®9° Obtén el resultado de !sengx dx
W Solucién

Se emplea la identidad correspondiente y se integra:

sen2x

+
7 c

Isanzx dx:j(% —%mﬂx]dx=%j’dx—%j'cus 2xdx =§

245



8 Caritulo

CALCULO INTEGRAL

2 ®°° Determina el resultado de jsm"b: dx
Solucién
jscn"ixd.t j'(sen 2x)dx = j( —msd-x]dx I( —ws 4x+iccls 4x]dx
Ahora se transforma la potencia par de cos 4x, utilizando la identidad:
mszv=%+%cqs2v

Entonces,

1 1 11,1 3 1 1

———cos dx+—| -+ =l 2-Zcos d4x+=

I[4 Scos 4x 4[2 2cos$x]]d: I(S 5 cos 4x scoss,x]dx

Ahora bien, al integrar cada uno de los términos queda:

jmn‘zxca:é _sen4x  sen 8x

+
' 8 i

3 ®+*- Encuentra el resultado de jms“% dx

Solucién
La integral se expresa de la siguiente manera

_"c:tzrsﬁ % dx = j(t:t:m«s2 % ]sdx

Se sustituye cos’ > = %+%c052?x
fcusﬁgdx B I(%+%cosz?x]!dt
= j[é+% S%"-ng%-‘-; ’%‘]dx
S
= I(%+§C ? %cm%+%c022§c05?]dx
" j’(%J,;cm%" % %+%(l—s&n2—]cm%]dx
i)
= %Idx + %jcm%dt + %Ims‘%xdx - éjs&ng%cm%dx

246



Carituo 8

Integrales de diferenciales trigonométricas

Se aplica el cambio de variable para cada una de las infegrales,
2x 2 4 4 2x 2 2x
— P dv —_— — —_— — —_— - —_— — ’ dw —_— - —
v 3 3Ici,\: z 3x dz Sd: w = sen 3 SC{E 3 dx
Entonces,
_3.4+13 _1 3¢,
= 6 2 jcosvdv + 4jcuszdz 2jwdw
5 3 9 w?
=Zx+ = + = it aday
Tl T SR
5 3 .. %x 9 4x 1 a2x
= 2 x+ Zsen=E + Zgent - — +
6 T3 T ey ™ s tC
EJERCICIO 11
Verifica las siguientes integrales:
i 23 15. X dx
jsen x dx 5 jms 3
S5x
2 i 16. =
jscn ax dx 6 jms 3 dx
3. jse o 17. jsenﬁxdx
2 3x &
4, jse.n de 18, jseu 4x dx
=l jms’Sxdx 19, jsen‘axdx
: by dx . px
6 jms bx 20 jseu 4dx
Sx
9 i 21, [sen® 22
jms ?dx jsan 2
2 Tx [
8. jms de 22, jmsxdx
9, jsen"Sxdx 23, jms“ltdx
10. jsen"axdx 24, jmsﬁhxdx
11. e 2. Rl
jsen de jm 2 dx
434‘: 6 2x
12, fsen*== & 26. [ocos 5o
13, s 277, 8% dx
jms 9x dx j -
14. jms"!.u:dx 28. jsen"?:xdx
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29, I & 34, I(senx+1)3dx
)
csco =
2
dx . x af x
; 35. = =
0 Icsczx 3 Isr:n (me (b]dx
2
cos® 3x dx i} i}
x
32. I2cosz[§]dt 37. Icus’xdx

3. I{E —cos a)da

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma [senmx:cosnvdx, [senmx-sennvax, fcosmxcosm dx
En las signientes integrales se utilizan las identidades trigonométricas:

cos(m +n)x _ cos(m —n)x
2(m+ n) 2{m —n)

jsanmcosnxdx=— +C

_sen{m+n)x  sen(m—n)x

2(m—+n) 2Am—n) "

jsanmsmn:dx=

sen(m +n)x  sen(m—n)x

Am +n) 2Am=n) +C ,cuandom#*n

jcﬂsmx cosmx dx =

EAEMPLOS .
'g_ 1‘ ®%° Encuentra el resultado de jsen 2xcosdxdx

Solucién

_cos(2+4)x  cos(2—4)x cos 6x _ cos(—2x)
2(2+4) 22—4) Ee.2 12 -4 +e

jsan 2xcosdx dx=

_cosbx | cosx
12 4

+C
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Imegrales de diferenciales frigonométricas

2 ®°° Determina el resultado de jms 3xcosx dx
Solucién
_ sen{(3+1)x  sen(3—1D)x
jcos?,xmsxdx - 26+1D) + 26-1) +C
_ sen 4x  sen2x +C
24) 22
sen 4x  sen2x
= + +
B 4 .
EJERCICIO 12
Determina las siguientes integrales:

1. jseni.’xsenltfb’

2, jsenxcosﬁxdx

¥ jsen.Sx sen x dx
4, jms?ycosSydy

5. [cos(5x) sen(2x) dx

o

-]

oo

=

)l
ol ol

: j sen(mx + b) sen(mx — b) dx
. j sen(3x + 4)sen(3x — 4) dx

; jsen3wsen2wsmwdw

0 Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

249






CAPTUIO ©
METODOS DE INTEGRACION
HISTORICA
8
&
-l no de los cientificos matemdticos y
Y Ve ~ Uﬁsicos italiancs mas importantes de
. finales del siglo xiil. Inventé y madu-

16 el caleulo de variaciones y més farde lo
aplicé a una nueva disciplina, la mecénica
celeste, sobre todo al hallazgo de mejo-
res soluciones al problema de tres cuerpos.
También contribuyé significativamente con la
solucién numérica y algebraica de ecuacio-
nes y con la teoria numérica. En su clasica
Mecanique anal‘,ftﬁ%ue [Mecdnicas analiticas, 1788), transformé la mecani-
ca en una rama del andlisis matematico. El fratado resumié los principales
resulfados sobre mecdnica que se saben del siglo ¥l y es nokable por su
uso de la teoria de ecuaciones diferenciales, Otra preocupacién central de
lagrange fueron los fundamentos del caleulo. En un libro de 1797 enfatizé
lo importancia de la serie de Taylor y el concepto de funcién. Sus trabaijes
sirvieron de base para los de Augustin Cauchy, Niels Henrik Abel, y Karl
Weierstrass en el siguiente siglo.
Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)
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Sustitucién trigonométrica

Algunas integrales que involucran expresiones de la forma \Ja’ —u’ , \Ju’ +a® y Ju’—a* , deben resolverse
utilizando las siguientes transformaciones:

Caso Cambio Diferencial Transformacién Tridngulo

a/ |u
a’ —u u=asenz du=acos zdz Ja'—u' =acosz A

2 2
B +a u
e +a’ H=atanz du = a sec’z dt Juita® =asecz A

u
u —a U= asecz du = asecztan z dz Ju'—a’=atanz W-da

m
m
Z
©
0
L7 ]
L ]

‘% 1 @2 Obién el resultado de | .

; o +7
o Solucién
Para resolver la integral se utiliza el segundo caso y se hacen los cambios propuestos, entonces
W=y —» u=y, liego a2=7 > a=7

Cambiando los elementos, se sustituyen en la integral:
y=+Ttanz dy=Tsezde |y +7=Tsecz

dy _ J7sec’ zdz dz__1
j(w?}f I(J,T] j*rsm] i

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridgngulo, entonces

ﬁ,lyz +7

47

jwszdz= %senz 5

senz =
5
Se concluye que,
L S CR
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2 ®° Regyel LA
uelve I:JT_A:: =
Solucién

wl=x! > u=x;a’l=4 — a=2

Para resolver la integral se aplica el tercer caso, por tanto, los cambios se sustituyen en la integral:
x=2secl,dv=2secOtanfdd y x'—4 =2tané

Entonces,

_ r(2secO)’(2secf tanf) ,, .
dx—j Sy de—jssa: 8 do

o
ij—at
= 8[sec’ 0 sec’ 6o
= 8[(1+tan0)sec” 0 df
= 8 (sec? 6+ sec’ 6 tan’ 0) d6
= 8[sec?0.d0 +8 [ tan” 6 sec’0 d0
8

=8t.=mﬂ+§tam’8 +C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

[i}

2

En el tridngulo

Por consiguiente,
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3 ®*° Deerminael resultado de I_M dx
X

Solucion
vi=16x2 — v=4x;a2=25 - a=35

Para resolver la integral se utiliza el primer caso, donde
4x=5senf, x = %sen 0, dx = %msﬂdﬂ y 25-16x" =5cosb
La nueva integral es:

I,JQS—lﬁxz _ ISGUSG i 040 = sj'c:: do = 5]' scnﬂdﬂ

*saﬂ

sj(csce —sen 0)do

S(hllmc 6 —cot G| —(—cos@)+C

Shnjcsc§ —cot 8] +5 cos 8+ C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo,

3 4x
[
25-16x"
5
(ECG— E
e {E5=168
- 4x
o \1'2'5;1612
Finalmente,
JAEIS 4 - sl 3. B 16| o Js-ieT
x 4x 4x | 5
_ s B e 4

4x
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EJERCICIO 13
Resuelve las siguientes integrales:
dx Jxr+16
1. jw 1. j-x—dx
9, LA 12, f— i
(WZ'I'S)E 1 ?—x’
3 jL‘J"] 13. jﬂ,
o' +3)? ©O-yy
+ IJ% 14. [y’ \3-y'dy
5 Tl 15, -
Yy +25 \jﬁx ¥
6. j@dx 16. j\h%dw
7. j "”‘“ lT.j?x_‘x!dx
dx
™ jx\l'25x1+16 e j x =11
9, j\'% 19, [\ +4d
1;'5—92 Inw
e | g . jw.j4+41nw—1n’w

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Inlegrucién por partes

Deduccion de la formula
Sean u y vfunciones, la diferencial del producto es:

dw)=u -dv+v-du
Se despeja u dv
udv=d(mv)—vdu
Al integrar la expresion se obtiene la férmula de integracién por partes,

judv=u-v—jvrﬁ¢
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Donde:

1. uesuna funcién facil de derivar.
2. dves una funcién ficil de integrar.

3. [vdu esmis sencilla que la integral inicial,

La integral por partes se aplica en los siguientes casos:

Algebraicas por trigonométricas.

Algebraicas por exponenciales.

Exponenciales por trigonométricas.

Logaritmicas.

Logaritmicas por algebraicas.

Funciones trigonométricas inversas.

Funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

Nk W~

EJEMPLOS ‘
._' ®%° Obtén el resultado de jxsanxdx
5

[y Solucién
Se determinan & y dvy mediante una diferencial e integral se obtienen du y v respectivamente.
H=x dv = senx dx
du=dx v=jsmxdx=—cosx
Se aplica la formula:

jxs&nxd;':—xcosx—f—wsxdx =—xcusx+jmsx¢b:

= =xco8x + senx + C

2 8¢ Deiermina el resultado de jxe*dx

Solucién
Se eligen u y dv de la siguiente manera:
u=x dv=e"dx
du = dx v= je‘dx=e‘

Se sustituyen los datos en la férmula, entonces,
[xedx=xe —[e'dv=xe' —¢* +C
por tanto,

Im‘dx=e‘(x—l)+€
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Métodos de integracién

' Encuentra el resultado de I]nxd.t
Solucién
N =].'|'],l' dv:dx
du = Et-— v= jdx =x
x
Al aplicar la férmula se obtiene:
» dx _ - =
j]nxdx—xlnx—jx-——xlnx—fdx—xlnx—x+C— (mx—-1)+C
x
* Obtén el resultado de Iﬂmtﬂﬂxdx
Solucion
u = arc tan x dv =dx
_ _ _
du = r Y= j& —X
Por consiguiente,
Iarctanxd;':xmt:lﬂnx—jl:_d;

La nueva integral se resuelve por cambio de variable, entonces se elige
w=1+x% dw=2xdx
Y el resultado es:
1
st [ o
1
=xar tanx—Eln|w]+C
Por consiguiente,

Iamtmxdx = xarc tan x —%lnll +x’| +C
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5 @2 Determina el resultado de je‘cosxdx
Solucién
u=e" dv=cos x dx
du=e"dx v=jcosxdx =senx
Por tanto,
Ie‘msxdx=e‘senx—je‘sen xdx
La nueva integral se resuelve integrando por partes,
u=e* dv=senxdx
du= e* dx V= —0cosX
Resulta

Ie‘ cosx dx = e*sen x — Ie‘scnxdx=e‘senx—{—e*cosx— j—e‘cosxdx)= e‘scnx—(—e‘msx +Ie*cosx dx]

Entonces,
Ie‘cosxdx=d‘smx +e‘cusx—je‘cosxdx
Se despeja je‘cusxdx; Ie‘msxdx+je‘cosxdx=e'senx+e'cusx+c
2je‘msxdx=e‘senx+e‘cosx+€
Finalmente,
je‘msxdx=€-(smx+cusx}+c
EJERCICIO 14
Realiza las siguientes integrales:
1. Ixe"dx 8. jxmsbxdx
2. Ixe‘“dx 9. jxms%dx
3. Ixegdx 10. jxglnxdx
4, Ixsenﬁxdt 11. j2x]nx’dx
5. jxsenaxdx 195 jx’]nxdx
6. Ixsan%dx 13. jx" In5xdx
7. Ixms4xdx 14, jx"lnxd.t
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15. [x* ¢ dx 28. [e*sen20d6
16. jyze!”dy 2, je"'cosd-xdx
dl
17. jx’ e dx 30. j\f%
dx
18. szsenhdx 3l. j{a:+b)'
19. szstmhxdx 32, j{2x+1)’
2. [& cus%dx 3. j@dy
21, jxcsrfa.xdx 3, jx’  dx
22, jyseczmydy 35, jmm&f
23, jarcmsaxdx 36. je"‘msxdx
24, jmt:scnhxdx 7. j{mcusy)’dy
25. farc tan ax dx 38. j““":f'“dx
2
26. jarcsecmxdx 39, jﬁdw

27, Jarcoot™ds 40, [sen®(In x)dx
n

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integracién por fracciones parciales

Integrales de la forma
P(x)
——dx
I O(x)

Donde P(x) y Q(x)son polinomios tales que el grado de P(x)es menor que el grado de Q(x)
© Caso L El denominador tiene sélo factores de ler grado que no se repiten

A cada factor de la forma:
ax+ b
Le corresponde una fraccién de la forma,
A
ax+b

Donde A es una constante por determinar.
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EJEMPLOS o
-8. 1 @2 Encuentra el resultado de jw
| x*+8x+15
ur Solucién
Se factoriza el denominador
Tx+29 _  Tx+29 _ Tx+29 _ A + B
X +8x+15 (x+5)x+3) (x+5¥x+3) x+5 =x+3
Se resuelve la fraccion,

7x+29 _Ax+3)+B@x+S5)
(x+5¥x+3) {(x+5)x+3)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
Tx+29=A(x+3)+ B(x+ 5)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
Tx+29=x(A+B)+3A+ 5B

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B=1
3A+5B=29
Ia solucién del sistema es:
A=3 y B=4
Entonces:
(Tx+29) 3 4 3 4
= + = [——dx + [——dx =3In|x + 5|+ 41n}x + 3|+
Ix2+81+15dx I(x'i's x+3]dx Ix+5¢ ."14_3 n}x 5| lx 3I c
(Tx+29)dx . ¥
AT O —Infx+5F -+ )+
et Rl R b
. 4x —2)dx
200 1 resul Az —2)dx
Obtén e resutadodejxs_xz_h
Solucién
Se factoriza el denominador,
4x -2 _ 4x-2 _ 4x =2
Pe=x=2x Mr-x-2) x(x—2)(x+1)
Se hace la equivalencia como sigue:
xx—20x+1) x x—2 x+1
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Se resuelve la fraccion,
dx =2 =A(x—2){x+l)+8x{x+l)+Cx(x—2}
x(x—2)x+1) x(x—=2)x+1)
4x —2 _ A —x=2)+ B(x" + x)+C(" —2x)
x—=2x+1) xx—=2Hx+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
axr—2=A(x—x—-2)+B(x2+ x)+ C{x2—2x)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
dx —2=x¥A+B+C)+x(—A+B—-20)—24

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B+C=0
—A+B-2C=4,
—2A==2

Ia solucidon del sistema es:

Entonces:

d ¢ dx dx
Ix Ix_g —+7 = Wl + nlx —2[ = 2mlx + 1] +C

j' (4x —2)dx =
X —x-2x

= In|x| + In|x = 2| = Wm(x+ 12+ C
Se aplican las leyes de los logaritmos para simplificar la expresion;

a2 . P24
= In =In
ey O ey

Por consiguiente:

2
= -2
mda _ o2
X=x=2x (x +1y

& Caso IL Los factores del denominador son todos de ler grado y algunos se repiten
Si se tiene un factor de la forma (ax + )", se desarrolla una suma como sigue:
2 == . — Cn_z+...+—
(ax+b)"  (ax+b) (ax + b) ax+b

En donde A, B, C y Zson constantes por deferminar.
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EJEMPLOS .
X4 3 + 5x)dr
[ T8 : ¥ {
§i 1 ®% Determina el resultado de: | PR
T Solucién
3¥+5x A B €
(x—=Dx+1° x-1 (x+1 x+1
35 +5x  _ A+ +Bx—D+Cx—1)x+1)
(x—D(x+1) (x —D(x+17

Luego, para que se cumpla la igualdad:

Entonces se genera el sistema de ecuaciones:

_ AR +2x +D)+BGx—-D+CG* —1)
= D(x +1)°

2+ S =x¥A+C)+x(2A+BY+A-B—-C

A+C=3
2A+ B=5,
A-B-C=0
su solucion es:
A=2RB=1C=1
finalmente,
(3x? +5x)dx _ dx 1
=2In[x —1| - ——+Injx+ 1|+
j(x Oz + 17 I—l ;(”1) +jx+l A (e A
1
= In|(x+1)(x — 1| - ——+
|(I Xx )2| e c
2 @ Resuelve j(‘y dy
yz
Solucién
Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se efectiia la divisidn,
¥y —8 _ 4y* —8
¥ +2y ¥ +2y
Entonces,
(¥ —8)dy _¢f _ 4y -8
Iy 2y I{}' ¥ +2y &
Se separan las integrales,
~8)dy _ y @y’ —8)dy
Iydy 2jdy+f y+2y @ 2 I ¥ +2y°
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La integral IM se resuelve mediante fracciones parciales,

4y -8 4y’ -8 49-8 _A B _ C

Y27 y(+2) | FOo+2) ¥y y+2
4y’ -8 _ Ay+2)+By(y+2)+Cy _ Y (B+C)+yA+2B)+24
Yor+2) Yr+2) Yor+2)

De la igualdad se obtiene el sistema de ecuaciones:
B+C=4
A+2B=0,
2A=-8

donde
A==-4,B=2yC=2

La integral se separa de la siguiente manera:

@Y =8y __rdy Lordy of &Y _4 Lopi4amly+2+C
Foeayr ¥y +2y” j}'z IJ’ j_v+2 y 4 it
=4 omiyi+mly+2)+C
y
4
=+2Mnly* +2y|+C
¥
Se concluye que,
O -8y .4 2
| e 2y+y+2]nly +2y|+C
EJERCICIO 15
Obtén las siguientes integrales:
j x+4 7 j(16x1—43x+15)dx
X +3x +2x ' 20 =% +3x
% 4“"2_2“:"'1;1: 8 j(8+3x—x2}dx
dx'—x (2x+ 3)x +2)°
4 j(xz +11x —=30)dx 9 j2x2—5x+4dx
' X =5x"+6x ' (x-2y
(12+10x —2x") dx 2% —10x +14
4, 1
j x—dx 0. j (x=37
j(—gx 9)dx 1 @ +x=1
L D DR R
x(x*=9) 4287 +x
7x' —4 dy
| 12, | ————
? jx’+x2—2x j{y—m){y—n}
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11j§%E§%mp nnhé%?
14. | —3){)-{?2)@—1) 24, j?&%dx
16. _[w::‘i"’w 26. jm
I [t
8. = 5 [t
19, jﬁm 2. | {lt“;)
B [t raTe “ fesarm
2 If—gif:-;gx—lsdx 3t jﬁdx

5 sz’ +x* =392 — 2227 +112x +96
: 4x* —25x* +38x—8

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

© Caso IIL El denominador contiene factores de segundo grado y ninguno de ellos se repite
A todo factor de la forma ax? + bx + ¢, le corresponde una fraccién de la forma:

Ax+B
ax* +bx+c

En donde A y B son constantes por determinar,

264



CariTuIO @

Métodas de integracién

EJEMPLOS
- 1 ."‘Obténelresultadndej(""‘: +6)dx
E x+3
wr Solucién
La expresién
4x2+6= 4x*+6
2+3x (x2+3)
entonces:
42 +6 =£+ﬂx+c
xx*+3) x x43
4x'+6 _ AP +3)+(Bx+O)x
x(x* +3) x(x7+3)
4x'+6 _ X(A+B)+Cx+34A
x(x* +3) x(x* +3)
la igualdad resulta el sistema:
A+B=4
c=0
34=6
donde
A=2,8=2,C=0
Entonces,
(4x* +6)dx _ r2dx | (2x+0)dx ~ :
I x+3x j f 243 2] +2f e i =21n|x| + In(x2 +3) + C
=lnx?+In(x2+3)+C
=mmx¥x2+3)+C
Por consiguiente,
(4x* +6)dx
I T e PG +3)+C
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) . (x*+x)
2 ®°° Determina el resultado de jm
Solucién

Se realiza la separacién mediante fracciones parciales,

¥+x A +Bx+C=A(x’+1}+(Bx+C}(x—3)
(x=3x*+1) x—-3 x*+1

(x — 3 +1)
_ A’ +1)+ B’ —3Bx+Cx—3C
(x=3)x"+1)
X+x XA+ B)+x(-3B+C)+A-3C
(x—=3x"+1) (x=3)x"+1)
De la ignaldad resulta el sistema de ecuaciones:
A+ B=1
=3B+C=1
A=-3C=0
donde
6 1 2
A=_’B=—_ C=_
5 Gl

Al sustituir en la integral, se obtiene:

1 2
j' (x* +x)dx =§j' dx +I(‘§x+§}«b
3

(x=3x"+1) 57x— x+1

= Sinfs -3 L[ 3%

e
F+1 —jx2+1

=—ln|x 3|— l.n{x +l)+ alctﬂ.nx+C'

L]
l(J.:—aﬁT+51=.|11t;ta.n;|:+(:'
(= + 1T
Finalmente:
&
I (x3+1}1 mi{x—ﬁl-)’] +2£m:tanx+C'
{x Xx + ) {x2+1}ﬁ 5

©  Caso IV. Los factores del denominador son todos de segundo grado y algunos se repiten
Si existe un factor de segundo grado de la forma

(ax?+ bx + )
Se desarrolla una suma de n fracciones parciales, de la forma:

Ax+ B Cx+D

Vx+W x+2Z
ax’ +bx+c  (ax" +bx+c)

(ax’ +bx+e)'™"  (ax’+bx+c)"
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EJEMPLOS s
(4x® +2x+ 8)dx

-% ] .ow[btermmaelresulmdodej (2 +2)
[

Solucién
Se realiza la separacién mediante fracciones parciales:

4xz+21+8=£+3x+('.' Dx+E
X +2yY  x P +2 (P +2)

4x +2x+8  A(xX* +2) +(Bx +O)x* +2x)+(Dx+ E)x

W +27 x4 27
4x* +2x+8 _ A(x* +4x +4)+(Bx" +28x* +Cx’ +2Cx) + (Dx’ + Ex)
x(x* +2) (X +2)°
Se agrupan términos semejantes,

4 +2x+8 x*(A+B)+Cx’+x*(4A+ 2B+ D)+ x(2C+ E)+ 44

x(x* +27 x(x* +27

De la igualdad anterior se obtiene el siguiente sistema:

A+B=0
4A+2B+ D=4
2C+E=2
44=8
c=0
donde
A=2,B=-2,C=0,D=0y E=2
La integral se puede separar en:
j(4x +2x+8)dx _ j_ j j' dx
(P +2) %2 +2 *+27
_ 2 dx
= 21nfx|— In® +2|+2j7{f T3

La ltima integral se resuelve por sustitucién trigonométrica y el resultado es:
2
R T
**+27 8 V24 +2)
Este resultado se sustituye en la integral.
j{‘“ F 2% 8 = In|¥*|— In|s* +2[+2 Emlﬂni++ +C
x+2F 8 V24 +2)

Entonces se concluye que:

j-{d-x +2x+8)dx _ | ¥ | ﬂmm V2x ), x
x(x* +2) | | 4
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2 ®*: Encpentra el resultado de j( T4y

Solucién
Como el numerador es méds grande en grado que el denominador, se realiza la division,

x° . 8x" +16x
(*+4)y (x* +4)

Entonces la integral se puede expresar de la siguiente manera:

j j I{ﬁx +16x) dx
(>’ +4) (x* +4)’
La integral
I{Sx + 16x) dx
(x*+4Y
se realiza por fracciones parciales,
8x’+16x _Ax+B Cx+D _ (Ax+BYx' +4)+Cx+D
(X*+4Y F+4 @G +4Y (x> + 4y
_ A+ Bx +x(4A+C)+4B+D
(xz +4)2
De la cual se obtiene el sistema de ecuaciones:
A=8
B=0
4A+C=16
4B+ D=0
donde A=8,B=0,C=-16yD=0
(8x° +16x)dx 8
=4 + 4|+
I (" +4) jx2+-c1 I{x’+42 b+ +4

Finalmente, este resultado se sustituye en la integral

8x° +16. 8
= f xax j(Ac By ¥ [41n|x2+4|+m]+c

I{f+4) (x*+4) 2

r | H,

—4n|x’ +4|- § 7 +C
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EJERCICIO 16
Realiza las siguientes integrales:
dm ¥
1. |——— 11.
jm3+m} _y-!
dm 2x" +9x" +14x+8
% e el B
x Wx™ +2)
x —6x" —6x" —8 (5x'—=x'+8"—dx+4)
3, |———————dx 13,
j x —6x j "+ (x=1)
5 4 3 2 _
4 j{‘21 +x"+37x +28x2+1?1x+162)dx . {Bx +5x 1}
x(x*+9) (x*+2x— 1)
j 15 x'—=5x+3
¥ —16 ST —6x+8)
x -1 dx
6 |—————— 16.
jx’—x‘+9x—9 g (x+2)x" +2x+4)
4x" + 48 7 j{4x +x* +30x° +7‘”+49)dx
16 —x* ' (*+4Y(x+1)
y +5y (3x* + x* + 22x% + 5x + 50)
18.
j +1)z j x(x* +5) &
¥ +4 dx
% "'4\:"‘—541:2+£I-GL‘t x(x2+ 57
dx
0 et
jf—s
3 +13x* +32x + 8" —40x—75 :
2. Demuestra que j T dx equivale a:
1 35411 JI2x+3) | 3 4(3x+10)
= _Infx*(x* +3x+ 5] -0 +o -
S0 + 3 5~ = mm{ 1 * (P +3x+5)

'e Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integracién por sustitucién de una nueva variable

Algunas integrales que contienen exponentes fraccionarios o radicales no se pueden integrar de manera inmediata; por
lo anterior se hace una sustitucién por una nueva variable, de tal modo que la integral que resulte se pueda integrar
por alguno de los métodos estudiados.

Diferencicles que contienen potencias fraccionarias de x

Una integral que contenga potencias fraccionarias de x, se puede transformar a otra mediante la sustitucién:
x=w"

Dende nes el minimo comiin miltiple de los denominadores de los exponentes fraccionarios.
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Ejemplo

1 1
d = 2x*+4x*+4n

Demuestra que j

1
¥k —1|+|f.r

=

i
DL
Solucién
Se obtiene el menor denominador comiin que en este caso es 4, por lo que la sustitucién es:
X=Ww
Luego, ] ’

x2=w’, x*=w y dr=4widw

Por tanto, 1a nueva integral resulta:

J

de _ r4wdw
g
xZ_x-I.

Se integra,

fwjtgwdw=4j[w+1+w2'iw]aw=4jwdw+4jdw +4jw‘;"i"’w

wdw
wiw —1)

4w’

+4w+4f

= 2w+ dw + 4jﬂ +C
w—1
=2wl+ dw+1Injw— 1|+ C

1 1 1
A _2xF +4xT +4Injxt —1|+C

1
Pero w=x“,sedemuesu'aquej ;

x2 _x-l

Diferenciales que contienen potencias fraccionarios de a + bx
Una integral que contenga potencias fraccionarias de a + bx, se puede transformar en otra, mediante la sustitucion:
a+ bx=w"

Donde n es el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios,

PLOS *
2 1
1 ®* Demuestra que !Ll}lzdx =@x+1)=3x+1)7 + 3actanix+1 +C
1+ (x+1)?
Solucién
Se obtiene el minimo comin miiltiplo de los denominadores de las potencias fraccionarias y se realiza el cambio,
i+ 1=wh
2
donde de=3wldw y (x+1)7 =w?
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Por tanto, la nueva integral resulta,

(x+1)

1+(x+1)’

_dx j — (3w

Se resuelve la divisién y se integra:
wq ]. il 2 St dw
—3w+3arctanw+ C

1
x+ 1 =w? entonces w=(x+1)* = 3x +1 , por consiguiente se deduce que:

2 1
!—(Hl}!, de =(x+1)=3@+D? + Jacanix+1 +C

1+ (x+1)°

+4=2,f
x x+3 +C
x=+2

x+1
2 ®%° Demuestra que jmdx =2Jx+3-In
Solucién
La sustitucién que se realiza es:
wi=x-+3
donde,
x+1l=wl=2x+2=w2-1 y dr=2wdw

Por tanto, la nueva integral resulta:

Jo s = [ awawy = 2w

(x+2)yx+3 l){ )

Ahora bien, al resolver la divisitn e integrar, se obtiene:

2jw —dw = 2_[[1—

w2 =x+ 3, entonces w = .fx-+3 y al sustituir se obtiene:

+C

] = 2jdw 2jw = w - ln|:—;:

B A e N 0
x+3+1
Se racionaliza,
PN e RO L ke k) (P
x+2
Por consiguiente, se comprueba que:
+4-2/xF
o o RPNV, ey SRV i1 L i WS
{(x+2),/x+3 x+2
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EJERCICIO 17
Resuelve las siguientes integrales:
3x°dx dx
L [=5 8 J——
1+ x* X3 —x8+2
Sdx dx
2 [=5 %. J——
1+ x° —-2x* -3
2
3 Jo 2o i 8
(3x+1)3 2%7 +1
4 j‘ X a4 j(2x+5}dx
2 Jx(x+5)
31+ a0
s P R
-J';[Hx;] (x=3)2+(x-3)*
1
xdx 1ydt
& | L Ir t+2
4+ x3
dx
U8 ey
x! _x!
14, Demuestra que j& equivale a:
y(x +2) +1
Lo s 1 1
1 H 6 — 1 ]
I:(x+2)’+l] S 1[](;;-;2) aalnl Lot i (O %Sln|(x+2)ﬁ+\f{x+2}3+1 +C
15. Demuestra que I - equivale a:
x‘+x3
1 1 1
X2+l +C

12 L N o L & L A
’J_[ x2 - ?x2+2x"—?x3+3x"—4,x5 +6x“—12]+12h:|

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Integracién de las diferenciales binomias

P

Son aquellas integrales que contienen expresiones de la forma x"(a+ bx')* cont > 0 y se reducen mediante los
cambios de variable que se indican:
& Casol
w1l i ;
Si TZL con L & Zsu cambio de variable es:

u={(a+bx')*

EAEMPL‘OS .
.g- 1 ."[hmucsll‘aquej i dx, =3\|'4+x’+C
H @ty
iy
Solucién
En la integral se observa que

entonces,

Por tanto, el cambio de variable es:
1
u= (4+x’) donde u?=4+x

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,
L 2 2
x= =4y vy dx=§u{u2—4}3du

Al sustituir en la integral, se obtiene:

Y[y = [ —4)5<u’)“=-§u(u" —4)° du
(4+xH?

2. 2
—Ejdu—gu +C

L
u= (44 XY
por consiguiente:

jﬂ=%,a’4+x’ +C

(4 +x’]%
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Fdx 37+ 1}3{2,:2 -3) L

2 ®e- Comprueba que I

1
x*+1)y a0
Solucion
En esta integral
w=3t=2,p=—1yg=3
entonces
E:E:ziz e 7
t 2
H cambio de varnable es,

H= {1+,x2}E donde w¥=1-+x2
Se despeja la variable x y se determina la diferencial,
3“2

1
== y d.x=2 = du

[y

Se sustituye en la integral y se obtiene:

3 1 ER 2
£ i =jx’(l+x2} ’dx=j(u’ - @w’) * h%!
0% +1)i 2u” —1
3 3 3 5 3 2
2j{m Ju du wu 4u C

1
Pero u = (14 x*)? , por tanto, al sustituir y simplificar el resultado

X dx
(o +1y

3 g 2
= —n{f +1}3—Z{f +1¥ +C

= 3aniflaran-1
= SO +D [s{x +1) 2] +C

A+ OP-Y
20

Finalmente,

2
Fdx 3P +1Y (28 -3)

: +C
= +1)° 2
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< Casoll
Si WTH+£=L,L e Z el cambio de varable es:
q
1
_(a +bx']qr
u_ ]
x
Ejemplo
Demuestra que:
1
LRV
dx . __Q+x7) +C
P+ xH* *
Solucion
En esta integral
w=-2,t=4,p=-3yg=4
entonces,

wHl p_ =241 3__1_3__,
q

t 4 4 4 4

Por consiguiente, el cambio de variable es,

1+x* } 1 -u’d
u= ;t donde x= y dx= g uj
x 4t —1 (ul_lli

Al sustituir en la integral se obtiene,

dx . - 1 K u' ¥ —u’du
——=|x7 (1 +2x%) tdx = - = = | =—|du=—u+C
Ix’{1+x")? j j[’«’“ ‘1] [“ '1] (u*—1)s ’i

1+ x*)* .
Pero u =[ u ] ,entonces de acuerde con el resultado anterior
x

4

1
de _ QA
X

. c
A+xY
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EJERCICIO 18

Determina las siguientes integrales:

;. ¥ dy 6. j(4+3x‘)5dx
@+y’y *

2. [#[7=55" dx gl [

x(° +16)*

3. ‘ﬁd‘, 8. IL,
9+x%)* SACES ST

4. [¥(3+4x) dx 9. [#(3+x)7 dx

. j' xzdx’
(F* +1)?

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Transformaciones de diferenciales trigonométricas

Aquellas integrales que tengan una forma racional, cuyos elementos sean funciones trigonométricas seno y coseno, se
emplean las siguientes sustituciones, mediante la transformacién:
De la identidad trigonométrica,
o 1— cosa
tan’| — |=————
(2 ] 1+ cosa

Se realiza el cambio tﬂ]][% ]= t

2 1—cosa
1+cosa

2

11—t
1+¢
Dada la funcién trigonométrica cos a, se completa el tridngulo rectdngulo de la siguiente figura:

Se despeja cos o, cosa=

% 1+1
o
Iy
Pb,rtﬂ_nto sma:i cosa:l_rz
: 1+ 1+1*
luego, tan 2 1=t entonces da=2 iz
2 1+t
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EJEMPLOS *
-8. 1 .'“&cuﬂnuaelrcsulmdodefd—a
E | 3—2cosa
T Solucién
Se emplea el cambio
dt 1-¢*
d =2 —_— =
“ [1+r’] ¥ AT ILA
se sustituye en la integral
2 2
l+.t 1+1%
f =2 [ =2 o (V5]

A
3_2{1+E] 147

Pero r=tan[%],por tanto, se deduce que,
doe 2 @
—_— =1+
J3ema s[ﬁmm(ﬁm[z]]] .

2 ®¢° Obtén el resultado de IL
Ssen §

Solucién
Se sustituye
dt 2t
d =2 —_— —
‘ [1+r2] ! et 1+¢
en la integral
N
# — —
j'l"'i“d; =2 IEL = —3 j+ = —@lnw +C
5 2t g -t~ +10t—1 -5y —-24 12 |¢+2J6 -5
1++
= ]
Pero ¢ =tan 5 , por tanto, se concluye que,
tan 4 -2J6-5
j—2 5, L2 +C
5senf—1 12 |m(g]+2£_ ‘
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Férmulas equivalentes de transformacién

Otro cambio que se emplea en las integrales en forma racional que contienen funciones trigonométricas seno y coseno

es:
¥ 1 dt
sen @ = cosa= ytama=t y da=
Ji+7 J1+7° 1+£
Cuyo tridngulo es,

t I+t

Se recomienda utilizar estas sustituciones cuando se tienen las expresiones: sen” a, cos” ary sen a cos a

QEMPLOS .
g T 1 resul iy
E | cuentra el resultado de j(s—seny:l{5+sany)
i Solucion
La integral es equivalente a
I dy
25 —sen’y
Entonces,
dt t

Al sustituir en la integral, se obtiene,

dt _dr
1+ 7 o 1+F d 6 2.6
J . I24; 25 jmuzs N Emm{_ﬁ_‘}rc
25-[—] T
,,Jl+r
Pero tan y = t, por tanto, se concluye que,
(5 —sen y)}5 +sen y) 0 5
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(tan’ x + 1) dx
3cos” x — 2sen x cosx +sen’x

2 ®°° Determina el resultado de I

Solucién
Se sustituyen las equivalencias en la integral y se simplifican:

(@ +1]{l ]

j' (tﬂ.ﬂ!x*‘l]ﬁ _j
3cos’ x — 2sen xcosx+ sen’x 1 ¢ :
3 +
J1+7 J1+: J1+: J1+7
3 3
ate) a+e) , !
zj 1+1¢ _j' 1+1¢° =j{t + 1)yt
3 I 3—=2t+1" P?=2t+3
1+7 1+ 147 144
La integral resultante se expresa de la siguniente manera,
j’{f +1){# —j d.f
£ —=2t+3 .t —2t+3
Se resuelve cada una de las integrales,
T j—t_l_d' dr
2 £ =2t+3
s t—1 dr
S W el [
2 IF =2t+3 Jr?—2r+3
£ 1
= = +2r+ —Inf* - 2+3 -4 j—
2 2 =17 +2
1 1 -1
= — + 2t+ —Injt* —2¢t+ 3| — arc tan —— + C
2 2 - oA JE J2

Pero t = tan x, entonces:

%tﬂnzx+2tanx +%1n tan” x — 2 tanx +3|—2ﬁamtﬂn{mnx_l]+c

2
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EJERCICIO 19
Determina las siguientes integrales:
do
t I4+5ms'9

de
= j1+2ms.o9

| =
" Jsen’a + 8sen acose

=

dx
Il—cusx+smx

3
= I{1+s,»:,n,|3)’ 48

s.j dw

senw +cosw —1

dé
' Il—tgﬂ

8. IL
3sen 8 —cosf

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

280

9. |

10

11

12

13

14,

15

16.

3|
4|
3|
3|
]
3|
J

. de
cos’ d +sen 20

_d6
4sect—1

do

6 — 3sen &+ 4cosa

__dx
2+ 3secx

| —tan
gyl

send do

sen § — cosf@

3sen 8 +4cosl

4sen@— 3cosd d¢

dw
sen’w — 5 sen w - cosw +cos- w
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CAPTUIO 10

APLICACIONES DE 1A INTEGRAL

HISTORICA
g L

:

atematico francés, Cauchy fue pio-
rero en el andlisis y la teoria de
permutacion de grupos. También
investigd la convergencia y la divergencia
de las series infinitas, ecuaciones diferen-
ciales, determinantes, probabilidad y fisica
matematica.

En 1814 publict la memeria de la integral
definida que llegd a ser la base de la teoria
de las funciones complejas. Gracias a Cauchy el andlisis infinitesimal ad-
quiere bases sélidas.

Cauchy precisa los conceptos de funcién, de limite y de continuidad en la
forma actual, toma el concepto de limite como punto de partida del andlisis
y elimina de la idea de funcién toda referencia a una expresién formal,
dlgebraica o no, para fundarla sobre la nocién de correspondencia. Los
conceptos aritméticos ahora otorgan rigor a los fundamentos del andlisis,
hasta entonces apoyados en una intuicién geoméirica que queda elimina-
da, en especial cuando mas farde sufre un rudo golpe al demostrarse que
hay funciones continuas sin derivadas, es decir: curvas sin fangente.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)
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Constante de integracién
Dada la integral indefinida j'f’{x) dx = F(x)~+ C, representa la familia de funciones de F(x) donde C recibe el nombre

de constante de integracion,

EJEMPLOS
'g_ 1 ®#° Determina Ia funcién cuya derivada sea ¢2*
5

Solucién

La derivada de la funcion que se busca es:
fxy=e

Se integra f'(x) para obtener f(x)
flx)= j & dx

f)= %ez‘ +c
—2 0, 2 se obtiene uma famila de curvas para f(x),

Yt fy=e"+3
f®=e"

Sic=

Finalmente, la funcién que se busca es: f{x) = %e'“ +C

2 ®°° Determina la ecuacion de la curva, cuya pendiente de la recta tangente en el punto (4, S)es y’' = f2x+1

Solucion

Seintegray’ = /2x+1

3
et

y=j,!2x+1dt

Al sustituir las coordenadas del punto (4, 5) se obtiene el valor de C,
3
PORE

. o i LA
5 3 C

— 5=94C —- C=-4

De acuerdo con el resultado anterior, la ecuacion de la curva es:

3
_(2x+1)?
3

-4
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3 ee-

40

Aplicaciones de la integral

Encuentra la ecuacién de la curva cuya pendiente de la recta tangente en el punto (3, 1) es igual a 2xy
Selucién
La derivada es implicita, entonces,
a_
e
Ahora, se agrupan las variables,
L 2xdx
¥

Se integra la expresidn y se obtiene:
jﬂ=j2xdx = hy=x*+cC
y

Al sustituir las coordenadas del punto (3, 1), se encuentra el valor de la constante de integracidn,
n1=32+¢C = 0=9+C = €C=-9
Por consiguiente, la ecuacion de la curva es:

hy=x2—9 = y=¢"°

Una motocicleta viaja a razdn de 102 y acelera a un ritmo de (3t — 5)523 . Determina la velocidad a la que viaja
s

la motocicleta al transcurrir 4 segundos.

Solucion

La aceleracion se define como % = a,entonces, dv = a dt

Integrando esta expresion, se obtiene la velocidad v

jdv=j(3r—5)ds - v=%t’ ~-5t+C

Para un tiempo inicial ¢ = 0, la velocidad de la motocicleta es 10 T, estos datos se sustituyen en la funcién para
dbtener el valor de C. s

1n=%(u)=—5(o)+c donde C=102
8

Por consiguiente, v = gt’ — 5t +10, luego, la velocidad de la motocicleta al cabo de 4 segundos es:

= 3uyp-s@+10 = 14
2 8
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EJERCICIO 20

1

10,

11,

12,
13,

14,

15.

16.
17.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

2.

. Encuentra la ecuacién de la curva que pasa por el punto [%, %] y cuya derivada en dicho punto es x’=sen* >

. La pendiente de la recta tangente a unacurva es x + 3. Obtén la ecuacién de la curva si pasa por el punto (2, 4)

La derivada de una funcién esti dada como f'(x) = cus[x - %J . Encuentra f(x) si ésta contiene al punto de

coordenadas (277, 1)

. Una curva pasa por el punto (3, ¢*) y su derivada en este punto es igual a xe*. Determina la ecuacién de dicha
curva,
; 3 ; Jda' —9x*
. Precisa la ecuacidn de la curva que pasa por el punto (2{, %] y cuya derivada en este punto es a—zgx
X
. . i dx 2 19 1
. Determina la ecuacidn de la curva, cuya derivada es 5 =3y" — 4y cuando pasa por el punto —?, -}
: ; . 3y —12y+3
. Obtén la ecuacion de la curva que pasa por el punto (—In4, 1) y cuya derivada es x' = —m
-

. Precisa la ecuacién de la curva que pasa por el punto (5, % ] y cuya pendiente de la recta tangente en este punto

esy’ = xx' =9

y

3

. Laderivada de una fincidén es ;L . Encuentra la funcién cuando pasa por el punto (—3, —1).

=X

2
La pendiente de la recta tangente a una curva en el punto (0, 4) es 2;:_}' 7 Encuentra la ecuacion de la curva.
x

La derivada de una funcién en el punto (D, % ] es x2 sen® y. Obtén la funcién,

Determina la fimcién del desplazamiento de una particula que lleva una velocidad constante de 11 m/s y al trans-

currir 8 segundos se desplazd 73 m.

Sc lanza una pelota verticalmenic hacia arriba y 3 scgundos después su velocidad es de 30.6 % . Calcula la velo-

cidad del lanzamiento.

Una particula parte del reposo y se mueve con una aceleracién de (r + 2)I—I:- , para un tiempo de 4 segundos su
s

velocidad es de 12 — . Determina la distancia recorrida en este tiempo.
5

En un proceso de enfriamiento, conforme transcurre el tiempo, la rapidez de pérdida de temperatura (T) es el
cuddruplo de los ¢ minutos franscurridos. Si al principio del proceso el material tenia una temperatura de 64° C,
determina la temperatura al transcurrir + minutos,

Desde lo alto de un edificio se deja caer un objeto y tarda 6 segundos en llegar al suelo. Calcula la altura del edificio.
Desde la parte més alta de una tarre se arroja haciaahajouncmrpuconlmaw:locidﬂddeS? y tarda 3.2 segundos
en tocar al suelo. Calcula la altura de la torre y la velocidad con la que choca el cuerpo contra el suelo,

Nota: g = 9.8 ;!;
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EJEMPLOS

gt

:

.f,r % Demuestra que j:{az —xVdx =

Aplicaciones de la integral

Integral definida

Representa el drea que forma la funcién f(x) con el eje X en el intervalo [a, b].

Y&
y=f@

Teorema fundamental

[ fx)dx=F(b)— F(a)

a = limite inferior
b = limite superior
Célculo de una integral definida

a) Se integra la diferencial de la funcién,
b) Se sustituye la variable de la integral que se obtuvo, por los limites superior e inferior, y los resultados se restan
para obtener el valor de la integral definida,

Propiedades de la integral definida
[l =] f(xyx

—

b

j:q‘(x) dx= ¢ [ F(b)— F(a)] donde ces una constante

W

Jlg@zgon=]" fwaxx ] gxdx

=

[ fyde= [ fxydx+ | f(x)dx conc e [a, b]

2

3
Solucién

: . _ A
Se integra, ju{a2 —x)dx = [aZx —?]n

se sustituyen los 1imites
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CALCULO INTEGRAL

, s de 4
2 oo Demuestra que: L_th\/.——_i! =3
Solucién
Se infegra y se sustituyen los limites,
s dx 2 * T2 2 2. 2 8 _4
= | -2 =|= —2-2 -2 = |2@-Z@)| =2-=2 =
Jis =[5z - [See-z-1m2] - [fw-to) - 3-3
3 ®¢ Verifica que la integral definida | dsen’xdx = "’T'Q
Solucién
Se integra la expresion .
2 Ef1 1 1 1 0
ju“st:nzxdx - I;(E——Echx}b = [Ex—zscn2x]u
Se sustituyen los limites
1 1 H {7} 1 T 1 1
—x——sen? == Z|-Zsen2l Z ||-| ¢y ==
[2x Vi J:]E, [2(4] P (4]] [2{0} 4“2{0)]
P O | O B T
_[s e [2]] [u 45“(0)] 8§ 4 8
Fnalmente tenemos que:
jfsenzxdx = —ﬁ;Q

4 oo Demuestra que: j:xhxdx=i{ez +1)

Solucion
Se integra por partes,

e i xz 1 r= = IE 1 2
j!xlnxdx — E—]III Ej'ixﬁ = [?(lﬂx EJ]

Se sustituyen los limites,

¥ N _[e 1 I? N _&f, 1y,1_& 1_1,
[T(]“_E]]! _[3(]]” E]] [?(hl E]]_?(l 5]+I_T+E_E{e =
Por consiguiente,

j:xmdFi(é +1)

5 @+ Calculael valor de la integral [ 2dx

Solucion
Se integra y se sustituyen los limites:
o 2;—‘+! ' 2:—)+| 2E+l 8 5 6
2zdx = = —_ e e T e
v In2 In2 In2 n2 In2 In2
o

| =
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Aplicaciones de la integral

EJERCICIO 21
Determina el valor de las siguientes integrales:
2 g E
1. jn{xz—ix)dx 1. | édx
2 [l (x+5ax 12, | xetdr
3, j:{\.’;+3x]dx 13, jjzcus!xsenxdx
2
2 & dx
4, 2—dx+ 14. —_—
| -smion | B,
5. j:senxmsxdx 15 jﬁ &
7 ¢ 4—x2
6. [ 3senxdx 16. j—-——""”"{"‘““\"@"‘c
(1] e X
2 1
7 ] x,df4 17; ni‘# _
(x*+1)
sdx s (Tx—11)dx
%k 2x 2 j’ ' —3x+2
9, j; 1+cosx dx 19, jfmszxdx
3
: xdx T
10. —_ R 2
0. J . =rq 20. | *tan’(2x) dx

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Area bajo la curva

El drea limitada por la curva y = f(x) continua en [a, b], el eje X y las rectas x = a,x = b, es:
& &
Area= [ f(xydx=] yd
El drea limitada por la curva x = f(y) continua en [, d], el eje ¥y las rectas y = ¢,y = d, es:

Area = [*fOrdy=[xay
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EJEMPLOS .
=2/ 1 ®¢- Obién el drea limitada por la rectay = —2x + 3 desde x = —2 hasta x = 1

i Solucion

}'{—2:; + 3 de=[-x>+3x]

[—(1) + 3] = [~(=2)* + 3(=2)]
2—(-10)=124"

2 ®¢° Encuentra el drea comprendida entre la curva y = 2x — x? y el eje X

Solucion
Se buscan los puntos de interseccidn de la curva con el eje X,

1"

IR

2x—x2=0,%2-x)=0 donde x=0,x=2

3

Area = j{ll‘ X )dx = [x —%]n

@y 0y _8_4 ,
L
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Aplicaciones de la integral

3 @ Determina el 4rea limitada por el eje X, la curva f(x) = J—l- ylasrectasx =2yx =4
po

Solucién

Area = [ dv=[x+In(x-D)];

EL
=[4+ @ —-1)] —[2+ 2 -1)]
=2 + In(3) =3.098 u®

4 ®2° Calcula el 4rea limitada por la curva f(x) = —E—,Ijmitadapmeleja]’ylasrectasy=2,y=?

x=2
Solucién
Se despeja x de la funcidn y se obtiene
x=—+2
¥
JLF
y=7]
y=21
|
I
e %
1 |
\ |
|
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CAICULO INTEGRAL

9 ®9° Encuentra el 4rea limitada por el eje X, la funcién f{(x) = cos xy lasrectas x =0 yx = 7

=1-[-11=1+1=2"

Solucién
Se traza la grifica de la funcién f(x) = cos x
Y -
A
il i 5
0 A : n X
2 : 2

Parte del drea sombreada queda por debajo del eje X, asi que se multiplica por —1
Area, =A - A = ju?msxdx—j;cosxdx
2

= [sanx];% —[senx]% =[seng—seuﬂ]—[sanﬂ—seng]

EJERCICIO 22

Lfy=Zx+1l,x=1,x=4
2.f(x)=x2,x=ﬂ,x=3
3. fx)=x}x=2,x=5

4. f0) = Jr,x=0,5=9

5.f0)=4—-xLx=-2,x=2
6.f)=x2—6x+9,x=3,x=6
7.f@ = Jx+3 ,x=-3,x=1
8.f@ = x—2,x=2x=11

9. f(x) =senx,x =0,x = =

]

lﬂ.f(x)=x2—2x+1,x=—l,x=3-

11, x = %(5—4y—y2),clajf:l’

290

Determina las dreas comprendidas entre las curvas y las rectas dadas.

12.y=+x,x=1,x=4
3. x=y—-1,y=1,y=5
14. y=9 —x2eleje X

2
15. y= — ,x=0,x=3
’ x+1

16. [ =y} —yy=—-1Ly=1

1'?.y={ax}3,x=—3,x= 2
a a
T
18.x—y_2,y 3,¥y=35

19. f@) =xJx* —=1,x=1,x= J10

= m,x=ﬂ,x=4

2l.x=lhyy=1,y=4




CAFTUO 10

'0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Aplicaciones de la integral

2y Iy-5
B.x= ¥y=0,y=2 W x=—""—,y=4,y=6
9—y y-2y-3"7
Ix—4
4. y=3sen2Zx,x=0x=m m.f{x}—x,_x_ﬁ,x—-i,x—ﬁ
5 1
B.y=e ,x=ﬂ,x=§ 3. x=yer,y=-2,y=0
4—x? \J;
2. y= i J x==2,x=-=1 32.y—m,x—4,x—9
¥
27.x= J4=y ,y==2,y=2 B.x=—,y=1y=8
5
B x° yl
28.y=x2cosx,x=—5,x=ﬁ M, ;;+b, =L, x=—-a,x=a

Formula de trapecios
Determinada la funcién y = f{x), el drea aproximada que estd limitada por la curva en el intervalo [a, b] es:

A= (%f(xn)+f(x.}+f(x,)+---+%f{x.)]ﬁx donde x,=a,x,=b

n = niimero de partes iguales en las que se divide el intervalo [a, b]

b—a
n

Ax:

es la longitud de cada parte.

1x,) //y — )

fGp) -4

a=x3 X X3 ...X—1 b=2x,
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CAICULO INTEGRAL
EJEMPLOS *
5 2
-% 1 ®* Calcula L(%]dx utilizando la férmula de trapecios, dividiendo el intervalo [2, 5] en 6 partes iguales.
T Solucién
¥ x2
/f(x}—T
EERS £ TRY Tama
Los datos son:

x=2,n=6,x,=5

Con los cuales se obtiene la longitud de cada parte:

5-2
L
Ax 5

[F]

X

Se determinan las ordenadas de los puntos mediante la funcién y = >

x, 2 2.5 3 35 4 45 5

f(x) 2 3125 4.5 6.125 8 10.125 125

Se aplica la férmula de trapecios para obtener el 4rea en el intervalo [2, 5],

A {%{2) +3.125+4.5+6.125+8+10.125 + %(125)}0.5)

A =19.5625 u?
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Aplicaciones de la integral

2 ®°* Evalta la siguiente integral | /x* + 8dx conn = 10 intervalos,

Solucion
YA
i F)=vx*+8
t t $ >
-2 2 X
Los datos son:
»=-2, n=10, x,=2
Se obtiene el valor de Aux,
K= AER) ny
10

Se realiza la tabla para encontrar las ordenadas de x,, sustituyendo en:

fx)=x*+8

X, —2 —1.45 —1:2 —08 —04 0] 0.4 0.8 1.2 1.6 2

f(x) 0 1.975 2504 2736 2817 2.828 2839 297 3118 3477 4

Se aplica la farmula de drea de trapecios,
A= [%(ﬂ) +1.975 +2504 +2.736 +2,817 + 2,828 +2.839+ 2917 +3.118 + 3477 + %{4}}].4

Por consiguiente, el 4rea es 10.884 2
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3 ®* Encuentra jfsen x’dx tomando 5 intervalos,

Solucién
De acuerdo con la integral se tienen los siguientes datos:

Se realiza la tabulaci6n para obtener las ordenadas de la funcién f(x) = sen x?

T it 3w 27 i
X, 0 10 5 10 5 2
flx ) 0 —05877 —05877 05877 05877 0

Entonces, se concluye que,

Arca = (%(0}+|—0.$7?[+|—0537?| + 05877 +05877 +%{0)I%] —0.7385 u?

EJERCICIO 23
Utiliza la férmula de trapecios para obtener las siguientes dreas:

1. I:x’ dx conn =135

o]

. Ji@x=Ddx conn=38

! I;“'xz +x* dx conn =4
4, L’ I

x+4

()

dx conn=2§

wn

; I:-u"lnxdx conn=2§

: Ilz\‘ij—u";dxconn=5

1. j:e’j_' dx conn==6

[«

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Aplicaciones de la integral

5 ) 1
Formula de Simpson =

Dada la funcion y = f(x), el drea limitada por la funcidn y el eje X en el intervalo [a, b] estd determinada por:

Arca = SE(7(x) + 47(8) + 21 () + 47(x) + 27 )+t 5D

Donde:

x =a, x =b M= y n = mimero par de intervalos,

EJEMPLOS .
1 ®*°Eyvaléa [*Vx dr conn =4 intervalos,

i 1
i.§' Solucién
Los datos son:

Se determina el valor de Ax,

Ax = b—a _ 3-1 =05
n 4

Se sustituyen los valores de x, en la funcién y = Jx para obtener las ordenadas,

X 1 1.5 2 2.5 3

n

flx) 1 1.224 1414 1.581 1.732

Por consiguiente,
Area = %(1 + 4(1.224) +2(1.414) + 4(1.581) + 1.732)

Area = 2.796 u?

2 9% Eyala jz il dx con n = 6 infervalos.
¢ yxi+l

Solucion

2-0 1
=0, =2, =6, = =
Xy x, n==6, Ax 3 3

entonces el drea es:
1
Area = %(ﬁ + 4(0.327) + 2(0.585) + 4(0.707 ) + 2(0.726) + 40.702) + 0.66)

Area = %(10.226} = 1,136 u?
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EJERCICIO 24
Utiliza el método de Simpson % para evaluar las siguientes integrales:

1
1|| 3
x—de con n = 6 intervalos

1. _[’ * __ conn =4 intervalos 4. j’
i] x!+1 o x+1

2. I: Yx* —2 dx con n = 6 intervalos 5. :cusx’ dx conz =4 intervalos

Jai+1 ;
3, I: x—dx con n = 8 intervalos
x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Area entre curvas planas

Rectangulos de base dx
Hl drea comprendida entre las curvas f{x) y g(x), tomando rectingulos de base dx, estd definida como:

A= [l - g dr

g

@)

Rectangulos de base dy
drea comprendida entre las curvas f{y) y g(y), tomando rectingulos de base dy, se define como:

A= [1f) - gondy

Y1 fo)
v (B
y.l A
i I sl
gl 1oy X

Es conveniente graficar las funciones para determinar la férmula que se debe utilizar.
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EJEMPLOS

g
£

Aplicaciones de la integral

] @e. Determina el drea limitada entre las curvasy = x* + lyx—y +1=10
Solucién
Se buscan los puntos de interseccién de ambas curvas igualando las funciones:
r+l=x+1
x —x=0
x(x*—1)=0
x(x =1} x+1)=0
Por consiguiente,
x=0,x=1y x=-1
y=x+1
Y4
y=x+1

H\F

4
/] ) 1

Se eligen rectingulos verticales de base dx para calcular el drea, por tanto,
Arca = I:(y! _yzm-’-j;{yz —y)dx siendo Y =x3+1 yyn,=x+ 1
= [T+ D=t Dl de+ [ [+ D= + D] ax
= [" @ —ndn+ [ -y
Pero
J L —mdx=—] (' —xydr =[x —x)dx

entonces,

Area = I;{x—x’)dx+j';(x—x’)dx 2_[;(x = x’)dx

Il
b
| g |
b | ™,
I
TN LN
| I—
L 2

-4
2 4

Il
3]
~

. 1
Finalmente, el drea comprendida entre las curvas es Euz
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CAICULO INTEGRAL

2 ®9° Obtén el 4rea limitada por las curvas y2 = dx, dx+ y — 6 =0

Solucién
Se buscan las intersecciones de las curvas igualando los despejes en x,

¥y _6-y

4 4
Y +y—6=0

(y+3Xy—-2)=0
p==y=3

¥Ya ¥ =&

dx+y-6=0

v

Se eligen rectdngulos horizontales de base dy, para calcular el drea, por tanto,

o= st - ({5572 )

12 2
= 2] 6=y=y)ay

| PRl
_4_6}' 2 3]_,
(e @ @) (e YD
_4_(6{2) 2 3J [6{ B 2 3 ]]
_ 98,1542 2

4| 3 2 3

_ 115
4l
125 ,
24 "

Fnalmente, tenemos que el 4rea comprendida por las curvas es %uz
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Aplicaciones de la integral

3 ®%* Encuentra el drea limitada por las curvas x2 + y2 = 2x =24 =0 y y* = Bx+ 16 =0
Solucién
Los puntos de interseccidn entre las curvas se obtienen al resolver el siguiente sistema:
{xz + Y —2x=24=0
¥y —8x+16=0
Al multiplicar por —1 la segunda ecuacidén y sumar con la primera, se obtiene,
X +6x—40=0 - @E+10x—-4H=0 — x=-10;x=4
Se sustituye el valor de x = 4 en la ecuacién de la pardbola,
Y-8 +16=0
yV-16=0
y= 4
Por consiguiente, los puntos de interseccién son los puntos (4, 4) y (4, —4) y el drea estd determinada por:

Area = [ (=) dx

Yi
Y-8 +16=0

b ¥

[ +y -2x-24=0
Se despeja x de ambas ecuaciones:
Xty —2x—24=0 ¥y —8x+16=0

X =2x +1=24—y +1 —8x=—y"—16

2
(x=1)*=25-y p=2 718

x—=1=25-y
x=,25-y+1

Al final se sustituyen en la férmula del 4rea:
o Y +16 T G
= L5 (5 o = o5 5

4
_ |2 =g 4B P
[2 R vaed |

|4 s+ B i U B W L 0 R AN
[2 25 4+2mcscn(s] i 4] [2 25 {4)+2mt:scn(5] 7 (—4)
= [6+11.59 —2.66 — 4] —[-6 —11.59 +2.66 + 4] = 21.86 u>
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EJERCICIO 25
Obtén el drea limitada entre las siguientes curvas:
Ly=xhy=x+2 8. 5x2+ 16y2 =84, 4x2 — y2 = 12
2.x=y4xt+y=0 9. 3x2+ 16y —48 =0;x2 + y2 =16
3x
3. zdx— 2; = x2 10' — 3; e e AT
d T i x+2
4. y2—dx—6y+1=0;y=2x+3 1. Y =x;xy?+ 2x=3
5.4x2—17x — 15y +30 =0;y = [x+4 12, Vx+Jy=2;x2+y2=16
6.x2+y2=18;xz=6y—9 13.x=9—y2;x= 1—%3;2

7. x2+y?=25y* —8x+8=0

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Volumen de sélidos de revolucién

Se generan al girar un drea plana en torno a una recta conocida como eje de rotacién o revolucién. Para calcular el
wolumen se puede utilizar cualquiera de los siguientes métodos.

Meétodo de discos
Se utiliza cuando el eje de rotacién forma parte del contorno del drea plana,

Eje de rotacién, el eje X Eje de rotacién, el eje ¥

Y45 -
¥ J&) ve ol )
/

b

v=a] [f)f dr v=mu|'[f0)]dy
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Aplicaciones de la integral

Eje de rotacién, larecta y=k Eje de rotacién, larecta x=h
Y

' fxy Y4 Eje|x=h ,ﬁ}')
Fi

V=ﬂj:[f{x)—k]2dx V=4rj:[f{y)—h]2dy
QEMPLOS "
"g. 1 ®#° Encuentra el volumen que se genera al hacer girar el drea limitada por la pardbola y2 = 4xy larectax — 2 =0
5 alrededor del eje X.
i
Seluciéon

Al hacer girar el rectingulo de altura f(x) y ancho dx alrededor del eje X, se forma un disco de volumen,
dav =myldx
Integrando desde x =0 hasta x = 2, se obtiene el volumen del sélido,

v =wj{y2dx =arj’(4x)dx= [2m] =8m?
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2 ®%° Encuentra el volumen generado al hacer girar el drea limitada por la pardbola y? = 4xen torno a la recta x — 2 = 0

Solucién

Para generar el s6lido se deben girar los rectingulos alrededor del eje x = 2, que es paralelo al eje Y, por tanto el
wolumen de los discos es:

dv =m(2 — x) dy
Integrando desde y = —2+/2 hastay = 2/2 se obtiene el volumen del sélido.

Y Eje
y2 =dx
27 P
dy
—
X
L O e,
x=2=0

= 2
V= 'Jrrﬂiﬂ —x)'dy conx = l;--— , sustituyendo y simplificando:

=2

-
[
3
ey
- A"i
Lo (=3
R
3
I
NS
\_'f\i
[

= 2«]5”(2—2‘{5] dy = 2«]’;“&(4—}3 +-i%]dy

3 242
2w[4y—y?+£] = 12f;’§w,
[}

Método de las arandelas

Se emplea cuando el eje de rotacion no es parte del contorno del drea limitada por las curvas, esto significa que se
generan solidos de revolucidn con un hueco en el centro, al tipo de discos con hueco en el centro que se utilizan para
hallar el volumen se denomina, arandela.

Volumen de una arandela
Sea Vel volumen de la arandela, entonces se define como la diferencia de volimenes de los cilindros de radio r, y r,

V=V, =V, =ar’h—mr’h=m(r" —5Hh
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< Eje de rotacién horizontal

b4 gl(x) ¥:

H volumen generado en torno al eje X se define como:
v=n]([f@] ~[¢]")ax
2  Eje de rotacién vertical

Y g Y
¥ | PR

[s00 fon X . -

H volumen generado en torno al eje ¥ se define como:
v=a]([fo)f -[e»] )ay
Ejemplo

Determina el volumen que se genera al girar el 4rea limitada por la circunferencia x? + y? =25 y larectax — 7y +
25 = O en torno al eje X.

Solucion

Yk

b5 I (3. 4
g(xj........AI:
?(_4’ 3} x—?}'+25=0
: _d
kj =
12+}’2 =25
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Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los puntos de interseccidn,
X4y =25 x-Ty+25=0

+
y=t 25— y=212 A

G+ 4)x—3)=0

Por consiguiente, las abscisas de los puntos sonx = —4 y x = 3, los cuales resultan ser los limites de integracién.
eje de rotacién no es parte del contorno de la supertficie, por lo que se emplea la férmula:

v=a]'([f®f ~[s@)] Jax

Donde f(x) es la circunferencia y g (x) la recta.
Al calcular el volumen se obtiene:

V=] [iv{ﬂ]ﬁ-[ﬁndx - ﬁj':(ﬁ_xz_xz+.50x+625]‘#

49

_ j'! €00 — 50x —50x°
ol

50 [ x x’]s
= —r |12k = ——
9777 2 3],

_ 50 1 T
]&—Ew14{12 x—x)dx

] ) _H
_EW_[HG} = 3] (12(-4} 5 2 ]]

£ 2 1
Por consiguiente, se deduce que el volumen es igual a: V = l;ﬁ' u’

Meétodo de capas

En este método el volumen de la capa se expresa en funcién de la circunferencia media, la altura y el espesor de la capa
cilindrica, engendrada al girar el rectingulo en torno al eje de rotacidn.

La grifica de la derecha muestra el rea comprendida porla funcién y = f(x) Y1
con f(x) >0,eleje Xy lasrectasx =ayx = b.

Al girarla sobre el eje ¥'se genera el sélido de revolucion, éste se divide en
ncapas o casquetes cilindricos, unos dentro de otros, con la finalidad de obtener fix)
el volumen del sélido.
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H volumen de un casquete cilindrico se define como el volumen del cilindro exterior menos el interior, entonces:
V=V,-V,=ar,h—ar h=mh(r} —1})
=amh(ry + r)ry—r)
r=r,+Tr, y Ar=r,—r
entonces:

V =2xrhAr

R TN

©  Eje de rotacidn el eje “y”
En el plano cartesiano se elige el i€simo casquete cilindrico de dimensiones r = x;, h = f(x;) y Ar = Ax, al sumar
los volimenes de los n casquetes cilindricos cuando n es muy grande se obtiene:
V= limY 2m 5 f(e)Ax = 2] xf (o
© Eje de rotacién el eje “x”

v = 1im¥ 2wy, fO)Ay = 2y fG)dy
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EJEMPLOS .

g
£

1 ®%° Utiliza el método de capas para hallar el volumen que se genera al girar sobre el eje ¥ el 4rea limitada por la curva
| y=3x2—23ylasrectasx =0yx= 1.

Solucion
Grifica del 4rea a rotar y del sélido de revolucién seccionado en capas

big ¥ ¥

=

Luego, el volumen se define:

V= 2n[ x(5* — 20"} = 2w [ (3 ~2x')dx = 2«[: + %x’] [ - (1)5]

3 2 15—8 7 '}'
= Z=]1 =2 o e R 3
"’[4 S] "’[ ”[20] 0"

2 ®°° Obtén el volumen que genera el drea plana acotada por la pardbola x2 + 4x — 4y + 8 =0 y larectax + 2y — 4 =0,
al giraren tornoalarectax —1 =0

Solucién

X +dx-dy+8=0 Y
+2y-4=0 |

ey yz
.

g

-6 0l X X
x=1

Para encontrar los puntos de interseccidén de la recta y la pardbola se igualan las ordenadas y se resuelve la ecuacién
para x.
x'+dx+8 _4-x
4 2

x2+6x=0 x(x+6)=0

x=0,x=-6
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La altura del rectingulo estd determinada por

4—x_x"+4x+8_ _ 6x+x’
2 4 4

Y =M=

la distancia del rectingulo al eje de rotacién es (1 — x) y su ancho dx, al aplicar la férmula se obtiene el volumen,

6x+x*
4

g O _ 2qr o _ w|x* 55
V_zﬁ-j_s(l_x)(_ ]dx = Tj_ﬁ{x3 +5x2 _64\:)(14\: = EI:T +T_3-¥z]

)

Finalmente, el volumen resulta ser; V = 72 7u®

3 ®¢° Determina el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar sobre el eje X el drea limitada por la curva
X+y*=9ylarectay—1=0
Solucién

Y

£

=/

H volumen se genera tanto en el lado positivo como en el lado negativo del eje X, por tanto:

V= 2."'!243'}'(\/9—_}'2]@ = 4‘31'.['!}'(\1’9—_)’:]@'

Se resuelve la integral:

Al evaluar se obtiene como resultado

_ _{9—9)5 (9—1)5 _ o, [1ev2] _ 62,
V=dr 5 +—3 441'[—3] ---3 U
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EJERCICIO 26

10.

11.

14,
15.

16,
17.
18.
19,

20.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
1.

Determina el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva y = Jx de0 a4
alrededor del eje X.

. Calcula el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva f(x) = Jx—2 y las

rectas x = 2, x = 11, alrededor del eje X,

. Obtén el volumen del s6lido que se genera al hacer girar la regi6n limitada por la curva f(x) = x? y las rectas

x =0, x =3 alrededor del eje X.

. Determina el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva f(x) = Jx y

las rectas y = 2, x = 0 alrededor del eje Y.

. Determina el volumen del sélido que se genera al hacer girar la regién limitada por la curva f(x) = x3, y las

rectas x =0, y = §, alrededor del eje Y.

. Determina el volumen del sélido que se genera al hacer girar la regién limitada por la curva y = x? y las rectas

x =0,y =16 alrededor del eje Y.

. Determina el volumen que origina la superficie limitada por la pardbola y + x2 =0 y larecta y + 4 = 0, al girar

en torno del eje Y.

. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno al eje X el 4rea limitada por la curva y = 4 — x? y la recta

y=0.

. Encuentra el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva y = /x* +1 y las rectas

x= —2yx=2entomo al eje X.
Determina el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva x> — y2 + 1 =0 y las rec-
tasy =15,y =3 en torno aleje ¥,

Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la semielipse 9x? + 25y? —
54x— 144 =0 yeleje X.

. Obtén el volumen generado al girar en torno al eje ¥ la superficie limitada por las curvas y = x2yy = Jx.
13.

Encuentra el volumen que se origina al girar en torno al eje X, la superficie limitada por las curvas y = x? y
y=x.

Determina el volumen generado por las curvas x* + y? =25 y y? — 6x + 15 = 0, al girar en torno al eje ¥.
Precisa el volumen que se genera al rotar en toro al eje X la superficie limitada por lacurva y = 4x — x?y la
rectax —y=0

Calcula el volumen generado al rotar en torno al eje X, la superficie limitada por la pardbola x? — 6x — 8y +
17=0ylarectax—4y+5=0

Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la circunferencia x? + y* = 1, cuando gira en
tomoalarectax+ 3 =0

Calcula el volumen que se genera al girar la superficie limitada porla pardbola y? + 4x — 6y — 11 =0, y larecta
2x+y—9=0,entornoalarectay+1=0

Obtén el volumen que se genera al rotar en torno a la recta x — 2 = 0, la superficie limitada por la curva
4x2 4+ y2 + 48x+ 128 =10

Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la primera arcada de la funcién sen x, al girar
en torno a larecta 2x — 37 = 0
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Llongitud de arco

Sea la funcién y = f(x) continua en el intervalo [a, b], entonces la longitud de arco se define como:
L= "1+l w) &

Demostraciéon
Se eligen n puntos del arco AB y se unen los puntos adyacentes mediante cuerdas, las cuales tendrin longitud As, la
linea quebrada resultante tendra longitud

a X X .:.-.;J:.-EJX

El limite al que tiende esta longitud cuando As, tiende a cero es la longitud (L) del arco AR, siendo

2
f Ay,
As. = JAx2+Ay? = (14| 2% | Ax
i i }IJ [!;] i

9_2'_4_ - f) = flx,)
Ax; AT e

y por el teorema del valor medio:
= f'(x)

para cualquier valor de xque cumpla x, _, < x < x;,entonces:

e ]fmz,{'l+[f'(x) Ax = [+ [F@) ax

En forma semejante, si la curva tiene por ecuacién x = h(y), entonces la longitud de la curva estd determinada por:

L= [T TFOT dy
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EJEMPLOS .

'8_ 1 ®* Determina la longitud del arco de la curva y = x2, en el intervalo [2, 4]
é Solucién

Se deriva la funcién y se obtiene

l“‘-
I
B

Al sustituir en la férmula,

L= j’:ﬂhﬂzx}’ dx=j':1£1+4x2d
= [%xﬂ'l1+4x2 +%ln(2x+,|'ll+4x2]I

- 2J6_5—¢'ﬁ+%1n8+‘f6_5 =12.170 u

4+J17
Yi
] y=2
1
1
1
1
1
1
1
1
1 1
1 1
e dane tang 3

3
2 ®° Obén la longitud del arco de la curva, cuya ecuacién es x = y* ,entre los puntos (0, 0) y (64, 16)

Solucion
Al derivar con respecto a Y se obtiene,

Ahora, se sustituye en la formula:

T j:ﬁ‘jH[gﬁ] dy=j:6 fl+%ydy =%j;‘\mdy
_ l‘,’(4+9y)’r

27

1]

= 66.685 u
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EJERCICIO 27
Encuentra la longitud de arco en los intervalos dados de cada una de las siguientes curvas.
1, y2=x3 1=x=4
2. x=y* 0=x=1
3,000 = 2= =4
2
4, flx) = 4x? 0=x=1
2 2

5 f)= E{xz—l)1 l=x=3

; =In Ll
6. f(x) COs X 5 Sk

T T
f =In — S s
7. flx) sen x 6 x 2
8 y=Inx? 1l=x=35
9. vy=Inx ﬁ =x= ‘J'E
3
1

10, y=%X 4+ 2=x=<5

¥ 6 2x x

e Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Aplicaciones a la economia

Funcién de costos

costo total para producir, vender y distribuir un articulo es igual a la suma de los costos fijos mds los costos
variables.

Clx), = Cf +C,

Los costos variables dependen del niimero de unidades x, mientras que los costos fijos no. Estos tltimos permanecen
constantes, algunos son el pago de la renta, el mantenimiento, y otros mas en los cuales no importa si se produce, vende
y distribuye una pieza, mil o cualquier otra cantidad y se representan, como:

Cx=0)=C

El costo marginal es el costo para producir una unidad adicional mis cuando ya se tiene un nivel de produccién deter-
minado y se expresa como la derivada del costo total respecto al mimero de unidades:

dC(x)

Costo marginal = 3

De forma contraria, si lo que se conoce es el costo marginal, entonces el costo total es la integral:
C=[Cxdx

Cuando se resuelve esta integral se obtiene una constante de integracion, la cval se puede conocer mediante las con-
diciones iniciales, la cual regularmente es equivalente a los costos fijos.
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Ejemplo
H costo marginal que emplea un fabricante de pernos estd dado por
Obtén la funcidn de costo total.

Ll 302 — 0.04x y el costo fijo es de $12.

Solucién
costo total se obtiene resolviendo la integral:
€= [(302-0.04x) dx
C=302x —0.02x? + K
Pero K, en realidad, son los costos fijos Cf, entonces:
C(x = 0) =302(x) — 0.02(x)2 + K,

pero se sabe que C(x = 0) = C, entonces:

Entonces la funcion del costo total es:
C(x)=302x — 0.02x2 + 12

Funcién de ingresos
La demanda de un producto se define como p(x), mientras el ingreso total es el producto del precio, por el niimero
e unidades x, que se venden.
Ix)=p@) - x

ingreso marginal estd en funcion de la cantidad demandada y mateméticamente se representa como la derivada del
ingreso total, con respecto a la cantidad x
dl(x)

dx

Ingreso marginal =
Si lo que se desea obtener es el ingreso total y se tiene el ingreso marginal, entonces se procede a efectuar una inte-
gracion:
Hx) = j I(x)dx

En este caso, cuando se integra y se encuentra la constante ésta serd siempre igual a cero, ya que sino se comercializa
ninguna pieza x, no existirdn ingresos,

di(x) _

] ®9° [ 3 funcion del ingreso marginal al producir una bicicleta estd dada por la funcién o 3x? — 2x + 20, deter-

mina la funcién del ingreso total y la funcién de demanda total,

Solucién
H ingreso total se obtiene resolviendo la integral:

I(x) = j (3%% — 2x+ 20)dx

)=x—x2+20x+C
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Pero f(x = 0) =0, por tanto, se obtiene el valor de C
Ix=0)=(0)— 0P +200)+C — 0=C
Entonces la funcién del ingreso total es:
I(x) = x3 — x2 + 20x
Para obtener la funcién de demanda se despeja a p(x), de la relacién:

I(x)
I =px-x = pX= %
Entonces, se obtiene:
x4 2
plx) = xxx—ﬂx =xZ—x+20

2 ®¢ Una compaiiia manufacturera sabe que la funcién del ingreso marginal de un producto es I'(x) = 20 — 0.002x,
en donde 1'(x) se cuantifica en pesos y xes el niimero de unidades,
Con base en la informacidon antes mencionada, determina:

a) La funcion de ingresos totales

by La funcitn de la demanda del producto

¢) Los ingresos totales al venderse 500 unidades
d) El precio, cuando se venden 3 500 articulos

Solucion
a) La funcién de los ingresos totales se obtiene al resolver la integral:

I(x) = [(20-0.002x)dx

I(x) =20x—0.001x2 + C
La condicién f{x = 0) =0, por tanto, se obtiene el valor de C

1(0) = 20(0) — (0.001¥02 + C — 0=C
Entonces la funcién del ingreso total es:
I(x) = 20x —0.001x2

by Para obtener la funcién de demanda se despeja a p(x), de la relacidn:

Ix
Ix)=p&)-x = px= %
Entonces, se determina que:
3 2
px) = 20x-0001" _,, _ 0.001x
X

¢) Para determinar los ingresos totales al venderse 500 articulos, se sustituye en:
I(x) = 20x — 0.001x2
1(500) = 20(500) — (0.001)(500)?
1(500) = 10 000 — 250
1500y =%$9 750
d) Sise desea obtener el precio, cuando se venden 3 500 unidades, se sustituye en:
plx)=20-0001x
p(3500) =20 — 0.001(3 500)
p(3500)=20—-3.5
p(3500) = $16.5
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EJERCICIO 28

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Una maquina de coser industrial se deprecia en funcidn del tiempo ¢, segiin la funcién P'(t) = —

Resuelve los siguientes ejercicios:
1.

El costo marginal para producir un perno metilico estd dado por C’(x) = 20 — x — x?, ademés se sabe que el costo
fijo es $4.00

Determina:

a) La funcion de costo total

b) El costo de producir 5 unidades

. La funcién del ingreso marginal de un cierto producto es I’ (x) = 3x> — 2x + 5, determina la funcién de ingreso

total,

. La funcién f(x) = 4¢"%* representa el costo marginal de produccién de un buje de cobre, en donde los costos

fijos estdn dados por C; = $200.00. Obtén:
a) La funcion del costo total
b) El costo cuando se producen 500 piezas

. El ingreso marginal que tiene registrado un productor de bicicletas de montafia es: I'(x) = 8 + 3(2x — 3)?, deter-

mina la funcién del ingreso total y la demanda.

. El gerente de una empresa productora de dulces sabe que su costo marginal estd dado por la funcién

dc(x) _ 3
dx 2x+1°
ademis sabe que el costo de producir 40 dulces, es $53.00.

Encuentra:
a) La funcién del costo total
b) El costo de fabricar 220 piezas
8160
(3t+2)"°
Determina:
a) La funcién del precio P(r), de la miquina, tafios después de su adquisicién
by (Cuil es su valor después de 5 afios?

. Una compaiiia deprecia una computadora en funcién del tiempo + medido en afios, segiin la funcién

dP(ry _ _ 24000
dt (@ +3)°

en donde P(t), es el precio de la méquina ¢ afios después de su adquisicion. ;Cudl es su valor después de 2 afios?
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I:-'IISTGRICA

ECUACIONES DIFERENCIALES

nventé un método para deferminar aproxi-
madamente el tiempo de un fésil. Su feo-
fa (de la datacién o fechamiento con
radiocarbono), esta basada en que la razén
de la cantidad de carbono 14 al carbono
ordinario es constante de tal forma que la

cantidad proporcional absorbida por los
organismos vivos es igual que la de la atmés-
fera. Por lo que cuando muere un organismo
la absorcién de este elemento cesa y empieza a desintegrarse (vida media
de un material radiactivo).

De tal forma que solo basta con comparar la canlidad de carbono 14 pre-
sente en el fésil, con la relacién constante que existe en la atméstera. Con
base en la vida media del carbono que es aproximadamente de 5600
afios se planiea la variacién de una cantidad inicial Cy de carbono 14 en
el fésil con respecto al tiempo, obteniendo una ecuacion diferencial de la
siguiente forma:

i-gi = kG, endonde G, = G0

la cual resolveremos en este capitulo.

Willard Libby
(1908-1980)
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Introduccién

Casi cualquier problema del mundo real se puede resolver mediante la formulacidn de un modelo matemitico que,
al resolverlo con los conocimientos adquiridos (en particular de cdlculo), permita obtener conclusiones matematicas,
las cuales posteriormente nos permitirdn hacer una interpretacién acerca del fendmeno sobre el cual gira el problema
y entonces podremos hacer predicciones sobre el mismo. Estas predicciones siempre se deben verificar con los datos
mevos que se derivan de la prictica. Es decir, si las predicciones no coinciden con los datos nuevos, entonces hay
que ajustar el modelo.

La mayoria de estos problemas a resolver surgen en la fisica, la quimica y las ciencias sociales (crecimiento de
poblacién, decaimiento radiactivo, problemas donde interviene la velocidad y la aceleracién, antigiiedad de un fdsil,
efc....). En muchas ocasiones, cuando se utiliza el cdlculo, es porque se presenta una ecuacion diferencial surgida del
modelo encontrado, por esta razén una de las aplicaciones més importantes del cdlculo son, sin duda, las ecuaciones
diferenciales.

En este capitulo sélo se dard una introduccion a las ecuaciones diferenciales (definicion, clasificacion, algunos
métodos de solucién y ejemplos de aplicacion); es decir, no se pretende dar un curso completo, s6lo haremos referencia
a lo basico para que el alumno posteriormente pueda iniciar un curso formal de ecuaciones diferenciales.

Definicién
Una ecuacion diferencial es aquella que tiene una funcidn desconocida y ina o més de sus derivadas.
La representacion de una ecuacién diferencial en su forma general es:
Fx,3.9,Y" ¥ Y3 =0

Con xvariable independiente, y = f(x) variable dependiente (en este caso la funcién desconocida), y', ¥, y™, ..., ¥",
sus derivadas,

El orden de una ecuacién diferencial estd dado por la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacién.

El grado de una ecuacion diferencial es el grado de la derivada de mayor orden que aparece en ella.

Por ejemplo:
Ecunacién Orden Grado
% -x=7 Primero Primero
2xy —y=6 Primero Primero
g% + 5% =—4y Segundo Primero
O +20)' +2y=x Segundo Segundo
2y™—4(y"y =y =6x Tercero Primero
Si una ecuacién tiene una variable independiente se denomina ecuacidn diferencial ordinaria, ya que sus deri-
vadas son ordinarias,
Por ejemplo:

Y=2%=8  y-y=x ¥y -x+20)-x=0
Si una ecuacioén diferencial tiene dos o mds variables independientes, se llama ecuacién entre derivadas parciales,
ya que las derivadas son parciales:
oz 9z @z _

x—+y—t+—==xp
ox yay at o
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Ecuaciones diferenciales

La soluciénde unaecuacién diferencial es una funcién y = f(x) que junto con sus derivadas sucesivas se transforma
en una identidad al ser sustituidas en ella.

Eiemplo

Comprueba que y= f(x)=x" + 3x* + 6x+ 1, es solucidn de laecuacién 3y — xy'+3=y"+3(2x+ ¥*)

Solucién

Se obtienen la primera y segunda derivada de f{x)

y=f(x)=x"+3x" +6x+1 Funcién

¥ =f1x)=37 +6x+6 Primera derivada

¥V'=fx)=6x+6 Segunda derivada

Se sustituyen y, y’, ¥" en la ecuacidn

y—xy +3=y"+32x+x")
'+ 30 +6x +1) - x(3x" + 6x +6)+3=(6x+6)+ 3(2x +x7)
3 +9x* +18x+3-3x" — 63" —6x+3=6x+6+6x+3x
3+ 12x+6=3x"+12x+6

Por tanto, y= f(x)=x" + 3x" + 6x+1 es solucidn de la ecuacién.

Una solucién general es una funcidn de una variable que tiene un nimero de constantes arbitrarias no conocidas
igual al orden de la ecuacidn y que al sustituirla en la ecuacién se transforma en una igualdad.

Una solucién particular es una funcién de una sola variable que se obtiene de la solucién general, obteniendo el
valor de sus constantes y que al sustituirla en la ecuacién la transforma en una identidad.
Ejemplo
Dada la ecuacién diferencial

¥=3y'+2y=5-2x

Determina cudl de las siguientes funciones es solucidn e indica de qué tipo es:
) y=GCe+Ce —x+1
by y=—=¢&'—x+1

Solucién

a) Se sustituye y=C,e"+ C,e™ — x+1 en la ecuacién con sus respectivas derivadas y si se transforma en una
igualdad, entonces sf es solucidén y serd del tipo general.

y=Ce +Ce™ —x+1
¥=Ce +20," -1
¥'=C,& +4C,e”

Y =3y +2y=(Cie" +4C,€")— HCie" +20,6" — D+ 2ACe" + Coe™ —x+1)
=Ce" —3Ce +2C e +4C, " —6C, ™ +2C,e™ +3—2x+2
=5-2x

C,, C, son constantes no conocidas, por tanto es una solucién general.
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b) Se sustitnye y=—e* —x+1 en la ecuacion con sus respectivas derivadas y si se transforma en una igualdad,
entonces si es solucion y serd particular,

y=—¢e'—x+1
y==¢-1
Yy ==

YV=3+2y=(=€)=H—e -1+ 2—e" —x+])
—& +3¢" —2¢ +3-2x+12
5-2x

La solucién tiene constantes definidas C; = —1, C, =0, por tanto es una solucién particular.

Ecuacién diferencial de primer orden

Ahora se resolverdn algunos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden con el método de variables separables
y homogéneas.

Al resolver ecuaciones diferenciales seguramente se necesitardn ciertos métodos de integracion, por ello te suge-
rimos tomarte algunos minutos en repasar los capitulos anteriores.
Variables separables
La técnica mds simple es la aplicada en una ecuacidn diferencial que se reduce a la forma:
M(x)dx + N(y)dy = 0

Donde M(x) es una funcién que depende de x y N(y) es una fimcidn que depende de y. Con ello han sido separa-
das las variables, por lo cual la ecuacién diferencial es del tipo de variables separables. Su solucidn se obtiene por
integracién directa:

jM(x)dx+jN{y)dy=C

Donde C es una constante arbitraria.

1 ®9 Resuelve la ecuacién £—=&x2

Solucién
La ecuacién se transforma a:
dy = 6x7 dx
Se integran ambos miembros de la ecuacidn
j dy= j 6xdx
y=2*+C
Por consiguiente la solucién es:
y=2x*+C
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2 ®¢: Reguelve la ecuacion (1 + y2dx + xydy = 0

Solucién

Se trasponen los términos:
(1 + y*)dx + xydy = 0

(1 + y2)dx = —xydy
. 1 o
Se multiplica por A+ y se simplifica:
1 1
—_— 1+ 2 — —
@ _ .
x  1+y
Se integra cada lado de la igualdad:
-
jx Il+y’ G

Inx= ——21-111{1 +y)+C,
Se sustituye C; = InC,

111.x=—%l.n{1+y2)+1nC'2

lnx+%ln{l+yz}=ln(:',
Se aplica la propiedad In a™ = mIna
Inx+In1+y* =InC,
Se aplica la propiedad Inab =Ina + In b
Inxl+y =G,
nfl+y =C
2
(¥ ] =€y
Se despeja y, se sustituye (C,* = C
X(1+y)=C
1+y’=—cz-

X
Cc—x'
12

C
:——l:
Y=

. 1
Por tanto, la soluci6n general es: y=—,/C —¥*
x
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3 ..*Rﬂslﬂl\fﬂlﬂmlﬂcién{yz +xyz)£— + x2 _yxz =0

Solucién
La ecuacion se transforma en:

0? +X)'2}% +xt=m?=0

Se factoriza cada término
YAl + x}% +xH(1—-y)=0
y2(1 + x)dy + 31 = y)ldx =0
Se multiplica cada término por :

(1+x}1—y)

1 1
A+ =y [y(1 + x)ldy + = [x%(1 — y)ldx =0

b o
iy T =0
2
S AR Y
1-y 1+x
Al integrar ambos miembros de la igualdad
Yy x
P E i o
¥ =X
se divide y se obtiene que
y 1
Ty ==yl i—y
3 1
I+x i i x+1
Regresando a la integral
1 1
—y=l+——|dy = = || x—1+—— |dx
j[" l—y]dy j(’ x+1]
- - dy _ _ [ dx
[yay f“?*fl—_;— J e + fax fm
1 1
—Eyz—y—]niy—”:—Exz+x—lnlx+1[+{'.']
Se multiplica por 2

-y2 =2y —2hly — 1| = —x? + 2x — 2 Infx + 1| + 2C,
2=y - =2y+2hpk+1|-2hly-1|=C
Al aplicar la propiedad Ina™ = m In ay al factorizar x> — y? se obtiene:

G+ - -2x+MN+hx+1P -ny-12=C
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Al aplicar la propiedad In > =Ina —Inb

b
(x+17°
(x+y){x-y)-2{x+y)+1n—{y_l)z =C
(x+17
{J|:+)-'}(Jr—3!—2)|+l.n(y_1)Iz =C

+1Y
(x+y){x—y—2)+ln(;_l] =C

Finalmente, la solucién general es:
2
x+1
G+PaE-—y—2)+ ]n[y——l] =C

4 ®¢ Regyelve (1 + yHdx = xdy

Solucién ;
Se multiplica por el factor m , cada término de la igualdad
S O S .
x(ityn) & e = gy
& _ &
x 14y
Al integrar se obtiene:
[ O
x 1+

Inx| = arc tan(y) + C,
Se aplica la definicién de logaritmo natural, si In b = ¢,entonces e = b
x = gmctany)+C
x = e n(y) . oC,
x=¢™m0. o
x = CeTeianl)
Por tanto, la solucion es:
Otra forma de representar la solucidn es la siguiente:
Infx| = arc tan(y) + C,
| = €, = are tan(y)
Se sustiuye In C = —C|
In|x| + In C = arc tan{y)
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Solucién

Se aplica la propiedad nab =Ina+ In b

Hnalmente, la solucidn es:

5 ®* Resuelve e (1 +y") =1

Se resuelve el producto

La ecuacion se transforma en:

Se integra cada término de la igualdad

Por consiguiente, 1a solucién es:

1n|Cx| = arc tan(y)

Se obtiene la tangente de cada término de la igualdad

tan(In|Cx|) = tan(arc tan(y))
tan(In|Cx]) = y

tan(In|Cx|) = y

e>1+y)=1

e T+e Ty =1

dy

er+te T =1
dx

dy

e_ya =]=—e7

e Vdy=(1—e)dx
e dy

1-¢7?

22 - fa

1—e™

[l —e?|=x+C,

Injl —e7|=C,=x
Injl —¢7¥ +1n|C| = x
InjC(1 —e™)| =x

C(l—e¥)=¢*

e*=C(l—e™)
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6 ®°° Determina la solucién particular de la ecuacién diferencial

para la cual

cuando

Solucién

s
y=2
x=0
-
d _ ¥
dx 2y
oy dy = 3x dx
J2ydy = [3x'dx
y=x*+C

En la solucién general se sustituyen los valoresde: y =2,x=10

Por tanto,

yi=x3+C

@F=@©P+C

c=4

Este resultado se sustituye en la solucidn general, se despeja y

Por tanto, la ecuacién particular es:

y=x*+C

Yk

13

y=Jx +

y=Jx*+4
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7 ®%° Cerca de la superficie de la Tierra, la aceleracién debida a la gravedad de un cuerpo que cae es de 9.81?‘ ;

esto es posible si se desprecia la resistencia del aire. Si se arroja un cuerpo hacia arriba desde una altura

inicial de 30 m, con una velocidad de 20 ? ,determina su velocidad y su altura tres segundos mads tarde.

Solucién

La altura s se tomara positiva hacia arriba, entonces la velocidad ves positiva, pero la aceleracion a es negativa ya que
la atraccién de la gravedad tiende a disminuir v, por tanto la solucion esta dada por la ecuacién diferencial,

dv

dt
Con las condiciones iniciales

—9.81

m
v=20? y §=30m

La ecuacion

dv
— = —9.81, se resuelve por el método de variables separables, es decir:

dt
2 —gs1
d — 8
dv=—981dt
Jav = - [981a+C
v=—-981:+C
En cl instante 1 = 0, v = 20—, entonces
v=—0981tr+C
20 =-981(0)+ C
C=20
Por tanto
v=—9817+ 20
Luego, v = & ,entonces se tiene una segunda ecuacidn diferencial,

ds
dt

ds

5 —9.81¢ + 20

Al resolver la ecuacién diferencial por variables separables resulta:

J

324
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Se determina el valor de K, con los valores iniciales s = 30,1 =0

§= —%F+2UI+K

0=- % (0¥ + 20(0) + K

Por tanto, X = 30, entonces la solucion es:

§= —%:2+203+30
Finalmente se obtiene el valor de la velocidad y la altura 3 s mis tarde.
v=—%u+m=—%ua+m=—nm+m=—wu%

9.81 9.81

s=-"5" 2+ 20t + 30=— = (3)* + 20(3) + 30=(—4905)9) + 20(3) + 30=—44,14 + 60 + 30=45.86 m

8 ®# S tiene un cultivo con una cantidad N, de bacterias, al pasar una hora el mimero de bacterias es de % N, 8ilara-
z6n en la que se reproducen es proporcional al mimero de bacterias, jen cudnto tiempo se cuadriplicard la cantidad
inicial de bacterias?

Solucién y
N,
Si la razén de reproduccion, la variacién de N, respecto al tiempo (d—:] , es proporcional al nimero de bacterias,

entonces se tiene la siguiente ecuacidn:

dEvl:l
@
La cual es una ecuacién de variables separables, al resolverla se obtiene:
% = kdt
N, =kt + C,
SG =N,
Ny = €6
Ny() = et
donde
Nyt) = Ce*

Cuando ¢ = 0 entonces N(0) = Ce"® = Ce® = C(1) = C, pero sabemos que la cantidad inicial de bacterias
es N, es decir C = N, por tanto N,(1) = Nye*. 5
Encontremos el valor de k, para eso tenemos que Ny(1) = > N,, de donde

5

Nﬂehll — ENH
-

Nee* = ENQ
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Se divide entre N,
5
ek = E
Se aplica logaritmo natural en ambos lados
5
Inet= 3
5
k=In >
k=09163

Por tanto, la funcién solucién a nuestro problema es N() = Ng®%1®
Si queremos saber en cudnto tiempo se cuadriplicard la poblacidn, entonces se plantea la siguiente igualdad:

— N 09163
4N, = Nyt

Se divide entre N,

4 = ellglﬁih

Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros:

Ind =In ell'}]ﬁjt
In 4 =09163¢
In4
09163 '
t=1.51

En aproximadamente 1.51 horas se cuadriplicard la poblacidn inicial.

@ @9 Al analizar el hueso de un fosil se encontrd que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original.
{Cuil es la edad del fésil?

Solucién

Existe un método basado en la cantidad de carbono 14 (C — 14) que existe en los fésiles. El quimico Willard Libby
inventé la teorfa de la datacién con radiocarbono, la cual se basa en que la razdn de la cantidad de carbono 14 en la
atmosfera es constante, lo que trae como consecuencia que la cantidad de este isdtopo en los organismos es propor-
cional al que existe en la atmdsfera. Al morir un organismo deja de absorber carbono 14, es decir la cantidad absor-
bida de este elemento cesa, y al ser un elemento radiactivo se va desintegrando (recuerda que la vida media de un
elemento radiactivoe es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de este elemento). Entonces basta con comparar
la cantidad proporcional de carbono 14 en el fdsil con la cantidad constante en la atmdsfera. Para hacer esto se toma
en cuenta la vida media del carbono 14 que es aproximadamente de 5600 afios.

Ahora regresemos a nuestro problema: digamos que C; es la cantidad inicial de carbono 14 en el fdsil, entonces
la variacién de esta cantidad respecto al tiempo es proporcional a la cantidad inicial, es decir:

ac,

T kC,
en donde

C, = Cy(0)
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La ecuacién diferencial obtenida es parecida al modelo del ejemplo 10, al resolverlo se obtiene:
C,(t) = Cpe*

Para obtener el valor de &, consideremos que la vida media del carbono 14 es de 5600 afios, esto quiere decir
que:

C
?” = C,(5600)
E?. — 5600k
2 G
Se divide entre C,,
1
o — 5600k
2 &

Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros

1
& 5600k
11]2 =Ine

1
1]]5 = 5600k
LS
i
0

k= —000012378
Por tanto,
Co{i} — Cﬂe —0.0001237 &«

Sinos dicen que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original, entonces basta con
plantear la siguiente igualdad.

i 223 —00001237 8
00 ~ Cof
A oomimm
100
1
2 e —0.00012378
T
In— = —000012378
100 '
m_l
Moo _,
—000012378
ce donde
1 =37 204

Por tanto, el fésil tiene aproximadamente 37 200 afios.
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EJERCICIO 29
X Ll e B
e =5 11. (—dy + y2)dx + x(x — 6)dy = 0
d _ : R e
2, i TER 12, 4x° — v’y =0
dy  6x’ . 2x+1
e P 1y = P
1
4. (4 —yVdx — (4 — xDdy =0 14.e‘dx—;dy=ﬂ
3 2
5. (9 + yIdx + dxydy =0 15. ;dx+ ;dy=(]
2
R L LR ﬂz-"}"}'
6. (2y* —xy?)y" + 2 = m? =10 16. - i
7.2y —2dv+yyx© =2 dy=0 17. y' = x?sen 2x
8. e¥y +3)=2 18, % .
9 ﬂ_ 2 aag
g oS ycos 2x 19, wdx + xInxdy =10
10. ¥’ = cos(x + ¥) 20. (1 + e5ery’ = y7!

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones homogéneus

J(x, ¥) es una funcién homogénea de grado n si flax, ay) = o™f(x, ¥)
Por ejemplo: f(x, y) = 3x* — x%y?es homogénea, hagamos la evaluacién:
flax, ay) = 3ax)* — (axP(ay) = 3atx* — ax®y = a(3x* — ¥¥y) = afx »)
flax, ay) = af(x, )
por tanto es homogénea de grado 4.
Una ecuacidn diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 se llama homogénea si M{x, y) y N(x, ) son homogéneas.
Por ejemplo:

Laecuacién —arc cosidy +xInZdx=0es homogénea ya que para
y Y y

2
M(x,¥) = X arc cos > y N(x,y)=xhZ
¥ ¥ ¥

se tiene que:
2 2.1 2
@y ay ¥y ¥
N{axs @)—axln% —ox ]n__aN(xl }')



CAFTUO T 1
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o x x
Ambas son homogéneas de grado 1, por tanto, la ecuacion ;am cus;dy +x ln;d.t =0 es homogénea.
Para resolver una ecuacién homogénea se utiliza la siguiente transformacién:

y=w dedonde dy=wdx+ xdv

Eiemplo
Resuelve la ecuacidn (4x — 3y)dx + (2y — 3x)dy = 0

Solucién
Sustituimos y = vx de donde dy = vdx + x dven la ecuacion:
(4x — 3(v)dx + (2(vx) — 3x)vdx + xdv) = 0
(dx — Jvxpdx + (2vx — 3x)(wdx + xdv) = 0
Se multiplica y simplifica:
dxdx — 3wedx + 2v2ixdx + 2vx%dv — 3xvdx — 3x2dv =0
(2v2x — 3vx — 3vx + dx)dx + (2vx2 — 3x2)dv = 0
(2v2 — 6v + d)xdx + (2v — 3)ldv = 0
2v2 —3v + Dwdx + (v — Indv =0

i 1
Se multiplica por el factor 0l —w+2)

207 =3v+xdx | (2v—3xTdy
+
XV =3v+2) A -+2)

2dx  Qv=3dv _

x VvV =3u+2

2dx__ (2v=3dv

x V=342

Se integra

zféi __ [ v=av
X vV =3v+4

2Inx+ C,= —Inp? —3v+2| + C,
2lnx+ 2 =3v+2|=C,-C,
Se hace la sustitucién Cy = C, — C, y se aplican las propiedades In ¢” =n In a,
InxY?—3v+2 =C,
Se aplica la definicién de logaritmo In b = ¢ quiere decir e = b

x’(vz - w+2)= 0
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Se sustituye C = &

2 -+ 2=C

De y = vxse despeja v, v = % para sustituirla en la funcidn.
2
xz[[z] —3(1]+2 =C
x X
b
12((1] —3{1]+2 =C
x X

Se factoriza

-2y -x=C
Por tanto, la solucién es

-2y -xn=C

Existen ecuaciones que son lineales pero no homogéneas, aunque se pueden reducir a ellas, haciendo una traslacién.
Estas ecuaciones tienen la forma:

(ax+ by + c)dx+ (ayx + by + e)dy =0
En donde si a,b, — a,b, #0, la ecuacitn se reduce a la forma homogénea
(ax’ + by")dx' + (ax’ + by )dy’ =0
Al hacer una traslacién por medio de las transformaciones:

x=x"+h dx = dx'
y=y+k dy =dy’

(h, k)es el punto de interseccion de las rectas a,x + by + ¢, =0, a0 + by + ¢, =0
Siab, — a,b, =0, laecuacion se reduce a una ecuacion de variables separables

P(x, dx + Q(x, dr = 0
Mediante la transformacién a,x + b,y = tde donde

_ dt—adx
dy_ bl
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EJEMPLOS "
'8. 1 ®#° Resuelve la ecuacisn
& @x—y +4)dx + (3x + 2y — Dy =0

Solucién
Tenemos la ecuacién
@x—y+4)dx+Bx+2y—1)dy=0
En donde (2)}2) — (3}(—1) = 4 + 3 = 7 #0, por tanto resolvemos el sistema de ecuaciones:
2x—y+4=0
x+2y—-1=0
Al resolverlo se obtiene que el punto (h, k) = (—1, 2), se sustituye en las férmulas de transformacién:
x=x"+h e it
x=x"-1 y=y'+2
dx =dx’ dy = dy’
Posteriormente en la ecuacidn dada:
Q) =1]=-D" +21+ddx’ + (B[ — 1] +2" +2] = 1dy’' =0
@x'=2—y =2+ &)y’ + (' =3+ +4—1)dy’ =0
@' = y)dx’ + Gx’ + 2y')dy’ =0
Se obtuvo una ecuacién homogénea y se sustimye y* = vx' dy’ = wdx' + x'dv
(2x" — va"Mdx" + (3x" + 2vx"Wwdx' + x'dv) =0
2x'dx’ = vx'dx’ + 3x'vdx’ + 3x"2dv + 2vix'dx’ + 2vx"dv = 0
2vix'dy’ + 2vx’dx’ + 2x'dx’ + 2vx%dv + 3x"2dv = 0
2v: 4 v+ Ia'de’ + (2v+ 3xZdv =10

Se multiplica por el factor: m

20" + v+ Da'dxy’ | (2v+ 3 dv _
TV v+ v+

2dy' _ _(2v + 3)dv
x VvV v+l
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Se infegran ambos lados
dY __ Qv+ v
2jx' Iv2+v+1
@v+1+2)dv
2j e V v+l
dx' __rQ@v+Ddv _
2-;;‘ Iu”+v+1 Iv’+-.-+1
j_— I{Q‘."I'l)a".' j dv
vitv+1 1
(v’+-.-+z]+1 T
j I{2v+l)a'v j dv
vi+r+1 (v+l] +§
2 4
v+%
2Inx'+C, ==l +v+1)— 2£mtan E +C,
2 2
2v+\ff§
2
21nx+1n{-.F+~.-+1)+2T T =C,—C,
2
2 2 2v+43)|_
In X" (v +v+l)+2|:7§'EEBD(T ] C
Al sustituir v = y—,
X
; -
2| = |+43
g y]z y 2 (f] .
m?|| L] +Z+1]+2| = =
{(x +x,+ + ﬁamtan 5 C
2y +3x'
2
x| 2+ L1 |+2| X : =C
x(x"z x ] N s
Y +Xy+x?), 4 2y +J3x') _
(7,:‘2 ]+ﬁmtm(7ﬁx‘ C
Sesustimyex’ =x+1,y' =y -2
(=2 +(x + 1y —2)+ (x + 1)’ 2Ay—=D+Bx+1)
+1
e }[ G +17 ] B ( B+
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2 ®°° Reguclve la ecuacion:
(x—2y—Ddx+(3x—6y+2)dy =0
Solucién
En la ecuacidn se tiene que (1)(—6) — (3} —2) = —6 + 6 = 0, entonces utilizamos la transformacién:
T _ dt—ady
by
dt —dx _ _di—dx
x—2y=t, dy = . 2
Se sustituye en la ecuacion:
(r— 2y — dx + (3(x — 2y) + 2)dy = 0
(&t = ydx + (3t +2)(—d’;dx] =0
3 3
tdx — dx— Etd:+ Etdx—dr+dhr=[]
tdx g.td + Ercix di=10
3 i3 2 =
2tdx — 3tdt + 3tdx — 2dr =0
Sidx = (3t +2)dt =0
Stdx = (3t + 2)dt

1
Se multiplica por el factor =
1
7 (5tdx = (3t + 2)d)

2
5dx=3dt+?dt
Se integran ambos miembros
dt
5|de=3|dt+2|—
Jar=3far+2)3
5x=3+2mlt+C
Sx=3x—2)+2In(x-2y+C
Sx=3%x—6y+2In(x - 2y) + C
2x + 6y — 2 In(x — 2y) = C,

1
Se multiplica por el factor 5

1
x4+ 3y —In(x—2y)= EC‘
1
Se sustituye C = EC'
x+3y—=ln(x—=2¥=C
Por tanto, la solucion es:
x+3y—Inx-2y)=C
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EJERCICIO 30
1. xdy = (2x + 2y)dx 1L x—yy' +(r—2)=0
2
2.%2% 12. xy' = Jx*+y" +y
3 Q- 2 2 ' =
s =2x? + 2y 3. x+ypy'+y=x
R L z
4.y = 2 14'Idx ¥+ xe
502292 52 15. 62 = Sy’ = (xy = 5¥) = 0
dx x ¥
6. (x2 = yhy' =xy 16, (x +y + Ddx + (2x + 2y — Ddy =0
7. @x2 = 5xy+yH) +xH' =0 17. (x +y —2dx + (x— y + 4)dy =0
8 (x2+ )y’ =2 18. (x +y)dx + (3x + 3y —4dy =0
9. (2x — y)dy = (2y + x)dx 19. (2x — 5y + 3)dx + (=2x — dy + 6)dy = 0

10, y' = % +4sec%

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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R SHUCSHUG = (e R S,

9, (—o,m)={xe R}

Emxraco 1
1. Funcién 6. Relacién 11. Funcién 10. (=, =5)U(=5,0)U(0, =) ={x & R|x =5, x 0}
2. Relacién 7. Funcién 12. Relacién 11, (—o, - ULOU@O, DU =) ={xe Rx*—1x#0,x#~1}
3. Funcién 8. Relacitn 13. Funcién 12. [Le)={x=-1}
4, i . Funci 14. Funci

elacion % Funcion on 13, [6,%)={v=6}
5. Funcién 10. Relacitn 15. Relacién

14, (—w,2]={x=2}
Exracio 2 5 15, (oo 4] = (x4}
1

L. f(_i) s f3) =15, fil0) = —3 16. (—0,-5]U[5,%) = {xe Rl x=—50x=5}
2. fla)=a>— 5a +6, 17. (—=,—1JU[6, %) ={xre R x=-1lox=6}

f(a+b)=a2+2m5+bz—ja—§b+6 18. [—6,6]={1Eﬁ—65156}

+ h) = 3x2 + 6hx + 3h% + dx + 4h — 2
B2 * 19, (~w,)={xe R}

FLCA )b (€I IS T

fad

h 20. (—w,=)={xe R}
4, f[l) =g ,f[_i) = No existe e
3 S = % (Z,GD]={J:ER|x =1}
)= — S . (~®,3)={xeR
FAthl = A= (2x+2h+102x+1) Cod={reRr<d

23,

23

24, (—oo,—)U(—2,x0)={xe R|x =2}
5. f5) =3, fi)=0,/(6) = VI =245, -

) = No st definida . (—o,—4]U(3, =)= {xeRlx=—dox>3}

6. fix+h = \uxz+2.nh+hz—3 26. [i, %)= {J:ERjiExﬂ:g}
fxth)— fix) _ 2x+h 27. (2,%)={xeRlx=-2}
h Jox+h =3+ x* -3 5 5
28. [—m,a)={xeﬂlxﬁii}
g JEEHIE) 1
' b (x+b+1D(x+1) 29, (0,=)={xeR|x>0}
3 fa+h—fx) _ _ 1 30. (-LI)={xeR|-1<x<3}
h J—(x+h)+1—x 31, [Le)={yeRly=1}
32, [4,0)={yeR y=—4
0. Ay =250 = 3, e+ 5= LZL Erm)miye iyt
33, (—,9]={ye Ry=9
=2y = -3 o
o senmafl) - Foae-s w (3] e
Las demostraciones de los ejercicios 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18, se _ _
dejan al estudiante. 35, (—o, U2, =) ={yeRy#-2}
1 1 1
Esracio 3 36, (—m,a)u(a,m)={yeﬂ|y#5}
1. (—GD,OQJ={IER} 37. [Lm)={)’ER|y31}
2. (—m,0)={xeR}
38, (—x,0]= =0
3. (—%, ~3)U(=3, @)= (x ERjx~—3} =Ry =0
4. (~,5)U(5,%)={xeR|x+5} 3. [0.2]={eR0o=y=2
5. (o, —d)U(—4,4) U4, =)= {xe Rlx#—d,x# 4} 40. (0.1]={yeRjO<y=1}
6. (—=, 0)U(D, 5)U(5,0)={xeR|x#0,x+5} 4l. [O,DUL =) ={xeR0=y<loy=>1}
7. (—e=, 2)U 2, HHU(S, =) ={xe R|x#2, x#~5} 42, [0,=)={ye R|y=0}
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EJercicio 4
1.
Yi
i y=4
X
2.
Ya
X
2
fix)= T
3.
¥Yi
fx)y==
*= X
4,
Y4
fx)y=3x+ 5
X

387

¥4
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3
X)=m ——=x 42
S =

)‘[x}-x"-dx-t-:i

v

Y4

fxy==2¢ +12x-13
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13,

"__x

o™

1|+ i

2| = !

1 :

g
_./

=

-

" ;

1

_‘ -

n

H C
[ ——

Yi

10.

Sx)m =

15.

16.

12,

338



17.

18.

19.

fxi== [9—x

Y4
[ A= [-x
X
fo= [x—4
X

21,

339
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foo= [x* -3

fx)y= 16— x*

\

=

Y

o= [+ x-12

R

¥

fo= 4 -9
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25 29,
Y Y4
900 — 100 x* |
o= [ | 1I—x
I A= x+2
|
|
| L
! [~
: ' X
x |
|
26,
Y&
1 3[}-
; - r}
1 x=
: o= 1— L S =
E 1
LI I 1
: e 1
b 2
! X 4
: P T T T S ;
7. 1
31.
Y
f=|x—2|
28,
Y4 32,

340
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aT:

¥Ys

38,

39,

for=
_&K;—r_’.;.‘"

x—3
x+I

e

o= p-r’

- = e

Y4

b

341
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41, 4,
Y Y 4
+ —a
+ -—o T
1 4
} t t e i
*-—L
1 4
—t—t >
—c T X
Exercicio 5 5.
Ya
1
Y

6.
2
Y
T *r—
(¥l 1) X x
7.
3 ¥ F
Yi

14 -—

-
&
[} J

342



Eiercicio 6
1.
Y &
i y=x'—4«
' X
2,
Ya
y=@+3’
I B
3.
Ya
y=1-x
x
4,
Ya
e
y=x"—6x+10
i X

343

Y4
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[ y=3x"+2x+11

>
X
¥y
y=—
X
y= 2+1
I
X
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9.

Y

y==x'-2
AR
10.
¥
y=[x—=242
i x
11.
YA
y=[x-3-2
—
4 /— X

12.

Y

y=—Jx+3
T T T T T T ;
13,
Ya
4 y=|x-3-2

14,

Ya

EJercicio 7

1
2

il

=1 & Ln

9

. Crece: (0, =)

. Decrece: (—oo, D)

Crece: (0, =)

Crece: (—0, +)

. Decrece: (—=, 0)
Crece: (0, =)

. Crece: (2, =)

. Decrece: (—o, —3)

. Decrece: (0, =)
Crece: (—o0,0)

. Decrece: (—=,3)
Crece: (3, =)

. Decrece: (0,3)
Crece: (—3,0)

10. No crece ni decrece, permanece constante

EJercicio 8

1.

i B W k2

Biyectiva
. Ninguna
. Ninguna
. Biyectiva
. Inyectiva

EJErciCiO 9

1

- flx) +glx) =3
) —glx) =7

fix) - glx) = —10

@ _

i
g 2

2, fix) + gi{x) = 4x

344

fix) — glx) = —10
f) g0 = 4x* - 25

f@ _2x-5
gx) 2x+5

om0 =1 N

. Ninguna

. Biyectiva

. Inyectiva

. Suprayectiva
. Biyectiva

E R 4



fOt g =2 —x—3
fo) — g =T +1)
Fx) - glx) =x* — x3— 1522 - 23x — 10

&) _x—5

glx) x+2
) gy = XL

6
f — g0 = = L
25 -2

fo0 g = LR
&) _6x—

g{x) 2x+4

L f)+glxy= Jx—3+ x+4
f)—gx)= yx—3—x+4
Fo gn =& +x—12

_f(_t) ,,|'J: +x—
gx) \Vx+4 xt+4

@+ g =x+2Vx

fx) —glo=x )

f@ g =x+xJx

G

g(x)

. fx) + gx) =sen’x + cos? x=1

Fx) — g(x) = senx — cos? x = —cos 2x

f@) + g(x) = sen?x - cos?x = % sen? 2x

Jx) _ sen’x
g(x) cos’ x = tar’x

3 D!n D.!= {—1,3,5}
f+e=4{(-1,12),(3,20), (5,23)}
f . {(_19 _8)9(39 _8)9(59 —9]}

Frg={(—120),(3,84),(5,112)}

§={[—ig)’[ ) [5 E)}

. D,N Dg = {-2,-1,0}
F+g={(-20),(-1,1).(0,2)}
F—g={(-2-10), (-1, =7, (0, —4)}
Fre={(-2,-29), (-1 —12),(0, —-3)}

Lefern (23 (-3}

10. D,ND, = {~1,1,2}
Fte={L1,(L1,(21}
f_ B= {(_ 1! _3),(1, 1];(290]}

fg= {(—L—z),u, m,[z 41)}
e

11, fix)+ r(x)=2x+5
12, fix) — s{x)= —x + dx + 13

SOIUCKIN A 105 EERCICIOS

13, gx): s(x) =x*+ 2x% — 19x? — 68x — 60

14, B8 _ L4
rix)
5(x)

s, B g
r(x)

16. g(x)— s(x) =8(x+ 2)
17, flx)»rix) =x>+5x+ 6

g, 400 FH3
rix) x+2

X _xt+3
s(x) x—35

20, BB L 56 Loy 3

flx) rix)
A 4+2
21, fix) + glx) = o
n [@_%_x
glx) x+2
-1
23. fix) glx) = 2+:'.:
S—5x
24. —.‘l =
Jx) — hix) P oo
-1
25. g) A& = = —
flx) X3 a2
%. g()+h() (x+2)x—3)
?1.(1] F+x+3
27. =
fx) wEe= x(x—3)
h2)— f(l)
2 - =3
g3
1 x—2
B D xes
*—2x+3
30. hG)— g = T a"

345
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hx) g0 _x'-20+x+6
Cogln) f) x(x—1)x—3)

-3 +2x+6
x+2)x—3)

Fx) + h(x) _XMx— 12x—1)

32, f0)* h(x) — g) =

B x+ 2 -3
R N
gx)+hix) x —3
1 3=
. 1—h(x) 2
Exraicio 10

1. (fog)x) = 12x2— 46x+ 40, (go f)x) = 622 — 10x — 7,
(fofXx) =27x4 — 90x3 + 24x2 + 85¢ + 20,
(goghx)=4x —9

2. (fop)0) =x (gof)0) =x,(f o f)0) = ¢x, (gop)x) = x*

L (fep=4(g=2,(fHX)=4(gg)x) =2

4 (fepm =x(ge)X) =x(fefX0= J* —10
(gogix)= Jx* +10

5. (fepXn)=x+2 Jx—1,(of)0= ¥ +2

(Fef)n) =02+ 2+ 2% (g oglx) = \’(Jﬁ

=% x+3
6. (fo8K = 1o (g2 000 = 25
(o) = ——— (g e ) = x

2x+1

7. (fo ) = log(x — 4), (g °/Hx) = loglx —2) — 2
(fofXx) = logllog(x — 2) — 2], (g ° g)x) = x— 4

8. (fog)n) = -j—;-,(g°f)£x)= NSO o
(fof)x) = —xiz 0 setd dofinids

(g28)0) = yx+x' -1

9. (feg)x) ={(1,5).(2,6),(3,7),(4,8)}
(g °f)(x) = No estd definida, (f o f)x) = {(2,8)}
(g * gXx) ={(1,3),(2,4),(3,5)}
10. (feg)x) ={(—2,1),(—1,4).(0,9).(1, 16)}
(g of)x) = (L. 4), (fef)x) ={(1,1).(2,16)}
(g o g)x) = {(—2,4)}
1L (fog)x) ={(3,1),(—2,—3),(1, - 1)}
(g of)x) = {(0, —1). (1,0}, (f = F)x) = {(0, 3),(—1, —1)}
(5 °8)0x) ={(-2, -2}

12, foh = 2
X

13, fl) = Jx

14, fix) =mx+ b

15, flx) = x2

16. fi) = Jx—2

17. fegeh=81x" — 5dx +9

18. fogoh=1—12x2 + 48x* + 64x6

19. fogoh= 2x—9

20. fogoh =sen’(x — 2)

21, fogoh=sec’x

22, fogoh=senx

Ejercicio 11

1. Ninguna 6. Ninguna
2. Par 7. Par

3, Impar 8. Par

4, Ninguna 9, Ninguna
5. Ninguna 10. Impar
Eleracio 12

1. fFfix) =x

2 fi= 52

3 fim= Jx+9

4. No tiene inversa

5. = x

6. [0 = 4x

T W=

8 fl=3-x2

9. Mo tiene inversa

10. i) = J4—x*

1. fFig=x'-9

12, fx) = %
13, fi@ = P +1
14. fix) = E

15, f ) = %

346



Eiercicio 13
1.
Jix)y =3
X
2.
Y
F=3=
\‘1-\_
X
3.
¥
y=3-3
—|—o—o—|——-Lo—o—i
4,

Sixy=e"+1

347
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fw=1-¢

Fxy)=e*+2

f@=mEx-2 |

|

fO)=1+logx
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9.
Y4
FO=2+m(x+1)
10.
Y4
fx)=3cosx-2
11.
Y&
Jx)==2mnx+1
V' o x
12,
¥
flx)=—tan x

13.
¥ fix)=-2sex+1
e l :
' m R
14,
Y &
= =
f(x}—sen(x+2)
\] I \:/ | | l;
EJercicio 14
1. V(h) = 40h

2, V(h) = %m@
1254
5

P
4, A(d) = 1"%

3. P(A) =

5. V()= Em’
2
3
6. A(x) = o7 (x +2)2

7. Vix) = %(s;ur 15)

2
8. A(x) = “IT
9. A(x) = 3x /16— x
10, A(x) = (x —4) (Eﬂ)
X

11. dn)= g.@xﬁfﬂ

12, diH= %,.1'12—16

348



2.

Elercicio 15
1. —1

1
2. 0.16666 = —
6

15.
16.
17.
18,

10.
11.

12,
13,

14,

- B C s T

No existe

No existe

e=0.18
£ = 0.0098
e=0.25
e =0002

—— 15. 0

ok 16. Mo existe

2.3 17. 1

32 18,

5
-= 21, —
g

| =

R

e

B

3

29.

31

32

33

349

8 &R B

36.

37.

38,

39,

41.

42,

43,

43.

47.

49,

50.

11.
12,
13,

14,
15.

16.

17.

18.

SOWCION A LOS EERCICIOS

=T

e
8w

NS

&)

Il oBI0 g B R G5 2

11

e |

[ —

= gim=n

Osim<n

No existe sim = n

é__'hl LI E-]
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Erercicio 20

it -

fwd td

et

et

g
8

et

el e

b

S ol

asintota horizontal

=-1

H
et

2D oay M

9. Mo tiene asintota horizontal

a
0 y= 2
T
Exercicio 21
1.
xm=2
2.

As, Vertical: x=-2
As. Oblicua: y=x =1

As Vertical: x= 3
As, Oblicua: y= -x -3

¥ =flx)

3.
Y
y=flx) f y=2x-1
X p
ST As., Vertical: x = Y
; As. Oblicug:y=2x-1
xm —
/\ 2
4.
x--2§ X
As. Vertical: x=-2
As. Oblicua: y=x =2
3.
. X
r--]i
3 X
As, Vertical: x=-1
As, Oblicna: y=x
6.
Y
x=-1

350

X

As. Ventical: x=1
xm=1

As, Oblicua: y= x

xm]
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7 6. =7
7.1
8. 3
g9 2
10. No existe el limite
EJercicio 23
) |
1. — 6. 2
3
=
2. H—;3 7. — 43
As. Vertical: x=0
As. Oblicua: y=x" - 3x 3 -2 8 0
x=0
4, —1 9 1
8 Nyooms 10. No existe
Yi 2
Exracio 24
1. -2 11, —2
3 1
L= 12, —
4 »
L
: g 13. 1
2
4, 0 14, 0
‘h- L] = -
e y sk i =
2 2
6. 0 16. O
9. P 7. 0 17. 9
y=fx)
i 8. 2 18. 0
P y=x+x %
7 —mt
! . —1 19,
: ? * 4
10. —sec3) 20. 0
.
I‘ i x z
: CAPITULO 3
i As. Vertical: x=1
¥ As, Gwﬂd.‘j-r‘-]-x Emubﬁﬁ
} 1. Escontinuaen x = 0
: x=1 2. Noescontinuaen x =2
3, Nﬂﬁmntinuamx=—§
E)eraiCio 22 2
1. a) 11, b)9, ¢) No existe 4. Escontinuaen x = 3
2. a) —1,b) —1, ) — 1, d) —6, &) —4, f) No existe 3. Continuidad removible enx = 2
) 9 9 2 6. Mo escontinuaen x = 29
3. a)D,b]Q,L‘]NO&XlSte,d}—E,Ej—g,f)—5 R
4. a)l,b)4,c)4.d)4,¢) 16 8. Noescontinuaen x = 1
5. a)4,b)4,c) 4,d) 8, €) 3, f) No existe 9, Noescontinuaen x =0

351
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10. No es continua en x = —2; es continuaenx = 2

11. Escontinuaenx = |; no escontinuaenx = 2

3
12, Escontinnaenx =7 y x= =

13. Noescontinua enx = —3; escontinuaenx = 3

14, Continuidad removible en x = 3
15. Continuidad removible en x = 1

16. Continuidad removibleen x = —2

17. Continuidad removible en x = 8

1
18. Noescontinua en x = 3

19. k=1
W k=00k=2

2
2. k=1lo0k=—=
9

17
2.oa=——,b=-2
)
4, a=4,b=12
ElErcicio 26
1. s
2. no
3. si
4, no
S, si
Erracio 27
1, 2
2.0
3 4
4 =31
2
55

Erccio 28

1. =3

2 y'=—b

3y =X

4, f'(x)=6x—5
5. y'=2ax+b

10,

o B

T3

11, fi(x) = —%
12, fix) = ﬁf—
3. fe = - :_
14, fi(0) = f“_
Bii= 3 -;zj+
Ejeraicio 29

1L y' =

2, y'=0

3 f(x)=0

4 5'()=0
5.9 =6
&y-%

7. f®=a

8 (=5

9, () =542
10. ' =avb

11, fi(x) = 5c4
12, f(x) = 122
13, s'(n = %:3
14, y' = %x;

15. fi(x) = %x’

352

21,

27.

29.

30.

- =
"
33
T L S
3(x—1)x—1
" 2
}’ -_—

x— 1)5(1 + 3')’E

),= L] m—1
nyx
)"=9x%
2
f"(l]=5,13
1
fﬁ)—ﬁ
1
~.f'(x)—m
. ()= X
a4le
_ 1
Fix) i
)= 7
4x*
~f'(x)—T
3
.s‘(r)=3r—
a
20
~fﬁ)—_?
rw=-2
F@=—=
a./x
G 1
.S(I]-?{ll"_;
2
f@)—_E
, 5
s(:)=—4!¢:



31

3s.

36.

41.

42,

43,

47,

50.

51.

o 4

L =21x—6c + 3
L fx) =4 — 15024+ 160 — 1
34,

fix=10x +4

Fiix) = 12ax* — 12ax® — 10bx + T

-2
£ :;j-bz a
s=-5+3
f'(x]——x—?'[:-l-%-i-i—‘:-i-x—gz
Fio = 15;,’? I‘x

fl=3x—6x—6— 22

X

. fix) = 3£+$+%
. il = :,~_—+J_+6JE

. fi(x) = anx™' +b{n — 1x"2
o= 2en3

. f) = MLI'__'-F%
= 3;’I+s§;
f’(x)=—ﬁ+h;& +3

F00 = 14x + 15x2

iy i
. fiix) = - 2

. fiix) = x+—:;- T

SOIUCKIN A 105 EERCICIOS

55, y' =15(3x — 4)*

56. y' = —12(2 — 4x)*

57. ¥’ =(72x5 — 32x¥)(3x6 — W4y
58, y' =124 (2x— 16— 1)

—3x
59, y' =
5 — 3
3
60. y' = —=
¥ sl +2)°
" 1—x*
S
. g B

Y s
63. y' = [z+%)[§+6£)2

64

3
X
T

65. f(x) = (6x + 15)(x2 + 5x — 39

- 4
YT 33
67. y' = : =
(4x +3)*
1 3
68. fi(x) = (514-2]
2 1VE 11
o r-G-4(5+3)
x x x x
70. f(2)
- —4
7.y = 207 +1
(Iﬁ +31)2

72 3 = 1082+ 5% — 4
F 9
7oy =dx—-12- S
X

T4, y' =12 + 32

3x+1

75, Px) = BTt

353
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76, y' = %mﬂ)’{sxﬂ)
5x* —dx
. y'=
4 2./x—1
78, ) =12x(3x2 — 5H 22+ DT - 3)
79. F1(6) = (66 — 126)02 + 1)220° + 0 — 2)
,_ 89
8. 5' = zm
, 3 .23 9
81, s(:)=(2£+3)[?—r—2) =4 - =
6
2, ffix)= m
_br
8. Pil= ——
Fin Y
:
8, fn= 3L
-4
63
8. = m
21
86. f'(z) = m
2ab
87. =-
Fix p—e
1 1
L aew -
89, (1) = _—2
(1+21],,h—4:’
_ 10w —3)
0. f1iw) = w+2)
246° —546% +24
_ b5t +4s—12
IOT e
2 3
%, fix) = 106 x+5_t3
26 +x%)E
(693 — 2709t — 6)°
o, f(H —a—w
~ 2ab
%. FO0) = ==
8 —d4x*
96. =
fix o

s —4x*
97. y' = —
' —a'y
*+27xt
98. y' = iX TRk ‘E
07+
99, y' = 8x' +24x+9
2x" +3x
+2
100. y' = - 3
2(x +DF
3x—3
101, y' =
4 2jx—3
i 25
102; y - ﬁ
= -1 —1)
Ml—l
03 3'= ——
a1 —z")x" —1
i —n Yx" "
im. J’ - —2
m (53'1_'—1)
_& 3
105, y' = 20x +3591+3
24 —5x) 2x +1
| By . ol
106, y' = B8 2
Yeax® —Fexd -1y
Esercicio 30

1—2u
T
x

1.

1
2 it =11+ w)

x(6u* —3)
2u* —3u

_ 8 +12x—3x")a +1)
(u2_1)2

Su’ + 3u
312
Ju(x 1)
_ 8x
=T 272 —1

Bl B B B BT RS 3 RS
=
b

354



B o B
dx 24x Ju— 1 —1)°
0P B+
dx +DP -1
oo 2
TR
Eieraicio 31
1. y' =8 cos8x
2. f'(x) = —6xsen 3x2
3, f'(x) = 3 sec® x*
4, 5'(f) = 6 sec 6f tan 6
5. Fl(0) = —12x2 ese? dx?
6. f'(x) = —9csc9xcot 9x
7. F'(x) = —asen ax
8. s'(f) = 2bt sec? br?
9. f'(x) = 12x sec x tan x?
P .
10. f'(x) = g ot ooty
11. f'{x) = —3asen 3x
12. fi(x) = —3csc’(3x— 5)
"x) = cos =
13. f'(x) =cos 2
14. f'(x) = —5 sen[it—%)
15. 5'(f) = a secXat + m)
16. f'(x) =cos x —senx
= L
7. 50 = o7 cos1
w1
18. f'(x) = —ﬁ?csc“x
19. fii) = — = cos
X
3 1
20. s'(H) = Fsen‘—;
sec——tan——
2. fix)=— Vi x
2xvx
2. fix) =3 sec’3x —3 =3 tan Ix
23, f'(x) = a— acscax = —acot® ax
M. f'(x) =2(x — Deos(x — 12
25, f'(x) = —181(3r2 + 2)2 sen(32 + 2)°
26

ey 2 2=
. fiix) = FGC yx—1

27

29.
30.
31

32,

33,

34,

35
36.

37,

38.

39,
40.

41,

42,

43,

45

47

50

51
52
53

355

SOWCION A LOS EERCICIOS

2 J x+1
PR e [;)

__ 2ab ax+b ax+b
T (m—b)zﬂ(ﬂ—b)m{ﬂ—b]

F(x) = 10 sen 5x cos 5x = 5 sen 10x
F(x) = —3b cos? bx sen bx
F(x) = 24x tan? 3x2 sec? 322

2 eosdx
= =2 4 dx
PR ety = 2t !
£ = Srtan 522 |sec 5x°
B 2x sect 1t
M
F(x)=xcosx+ sen x

F(x) = 2xcos x2 — 2x* sen x?
3x cos 3x — sen 3x
Fa) = 7
X
10¢* sen 5¢* + 2 cos 51
Fx)=— e
¥' = 2ax cos(ax?)
y' = —3asen(3x)
y = sec” \x
2Jx
y' = xsec3x® tan 3x?
'——£ Em&
» Joragering
1 1
il
X X
. ¥ =—6xosc(l —xY
' = l cos| I_H
S A TR R
. ¥ = b sen dbx
.y =24(2x — 1) tan®(2x — 1) sec3(2x — 1)
., senlx
:. y - 3
cos” 2x

,_ 2xsec’x
¥ éhan’f
. ¥ = cos dx(cos? 4x — G sen 8x)

. ¥ = xcscax(2 — axcotax)

. ¥ =(1 —x cot 2x) \Jesc 2x
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—H SEN X SEN MMX — 1 COS fx C0S mx

M, y'= 3
Sen nx
———
55,y = ———
YT Qtsena)
56, y'=—xsenx
. 3t sec” x (tanx — 1)
- }’ . ———
J(tan? x -1y’
58, (2x% — 6) cos 2x + 10x sen 2x

¥
59. y'=—2cos(2c— 1)
¥’ =xsec(w — x) + [2 — xtan(m — x)]

6l y' = 8lx’sen’x[3x” cos x + x cos x + sen x]

(3x+1)

B 1 sen [FH1
(x—-Dxi-1 \x-1
secx )

a3, y'= (T) (xsen x — cos x)

64, y'=—xsenx+ cosx

65. y' =2 cos2x

66, y' =2sec?xtan x

67. y' = — =senX

Y 27

68. y' = —6sen(6x + 2)

r xsenx+2cosx
69, y B T
70. y' = (sen x + cosx)tan? x — tan x + 2)
7. y'=—cos’x
T2 y' =x senx
3. y' =sen*2x
Eircicio 32
1, y'= B
J1—255°
—8x
2 fix) = —
Fix) 16
3
3 =—
Ul g
T 7
A T

2
6o P ==
Fix) " v
1
7. f(x]=_\|[bz—12
8 F0) = ———
—x
1
10. f'(x) =
xyx—1
2x

11- y - f
\|—$+612—1d

12, ' =
1-x
e
13, y' = = + 2xarc tan x
x +1

14, y' =arcsenx

15, y' =

1 1+
16. y'=a.rccsc[—)+*J—x
X
17. y' = xarctanx

18. ¢' =

19, y' = J1-4x

20, y' = x’arcsenx

b—r
21. =
Fo b+r
2
x
22, y'= ——
YT
, 3+ 6x
v
1 +4x° )1+ %)
24, y' = —
20x—x
= e}
25, y' = +arccos | —
x—1 x
g6, gt 4a—8x

356



. = —m——
“l'—r2+4r—3
%,y = z
YT A tax+s
x+2
M, y'=
& \‘II4J:—I!
b3
0. y'= z
4x— X
3. y'= 1m?..t—xz
2—3
32 5 = ——
Vo-r
33y’ = J25-9x°
ad At g+5
' @+4)J6+2
. 1
L 5+4cosx
o CO8 X
Lt 5—3cosx
1
37. J?J=_§

38. y' =arccot{tanx) — x

5 1 1 dxamcsec2x
». y' = 3 i 0
@ -nlx  Jar
,_ yJ7—Scosx+cos’x
S e e
64

41, y'=
(3x+2)y5c* +28x —12

X

f
42, 5'= + 2tarccos(l — 1)+ 2
:ﬁz:-:’ )

_ 1

43, y'=—
4 :.T'a—-:aﬂ)’

Eleraicio 33
1. ' = E
X
2
2. i) ==
X
o Bx—5
LW =gs 3T

357
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SOWCION A LOS EERCICIOS

F@ =
e = e
3
. rop = 2%e
 Fy = Bt
X
o = e
3
e = 4ln"x
X
31n*5x
F@=

X

. ¥ =x(1+Inx?H)

. ¥ =2(1+Inx)
, l-Inx
LT
o T
@ = x'i”
S a_ _ a
4 2b—ax) 2ax—b)
_ %X -2
O aey
- 2ax* —b
O e
L 13
T (Bx—S5)M2x+1)

be
SOy

=cotx
! = —5tan 5x
J= h
¥ 12_4
¥ = 3
2(3x+4)
, 12
4 4x' —9
i= 12
: £+8
/o T
YT
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g o X 12516 53. fi(0) = de*
YT G rGE 1) 54, f'(x) = 10xee
' = 2logse 55. fi() = 3e™!
B3 4x*—1 X
56. fiix) = —€°
,_ (308 x —3)ge 5
.y = +
10 -
bz —6x 57. ) = %3}?
.y =tanx
31, y' =2cotx 58, fi(x) = i"v"e_'
32, y'=1+Inx
e
33, y'=—2tan2x 59. f() =~ =e”
Py 3 5
T 60, e
x Fx) e
35, y' =sec
% * 61. f'(6) = sen 20 - g%
" 1+sen2x
36. =t s . gtodls
¥ e 62, flx) = —2senlx- e
63. y' = (sen x + cos x)etteEns
1 oy = x+tanx 5
S oo 64, f'(x) =(31n5)5

65, f'(x) =(21nT)7%

38, y' =21+
7 X =) 66. f'(x) =(2xIn 5)5*

2
_ 3secVx _ 3secyxosedx 67. y' =2(1 +1Inx)

8
.d‘.
[

2x tan x 2Jx
68. y' = x™s~leosx — rlnx®n¥)
,_ loge
Mgt I
69, y' = :2—{1 —Inx)
41, y' =25 102 (2% + 5) gretms )
7 y=5— =
Pk -4 1+x' 1+
2. f'ix) =
2Jx 142x
s datr
, 33
43, y'=
x 72, y' = 3eh s = 3x2
4, y'=(xcosx +senx) 5" .- In5 5 xe*
73 ¥ = ——
45, y' =251+ In2) (x+1y°
46, y' =5In 5% + 1) g4, o Einztinz—1
47. )"=?.I8*1=2L): - ¥ 21n® x
4. y' = (6x— e = (6x— 2y 75, y'= =
o x(lnx—l.):;]nzx—l
o = o .
Ji -1 -1 76, 3 = €= cos x
1— Sem X 2:-1_!
50. y' = (xsec’x +tanx)y SR
2a cot ax
S 77. ¥ =
51. y'= e* t+e * 3 4
; 8 & dctn) _ pl+ootx)
52, y'= —/—m———— 78, y' = -
YT Ftery y 2 2
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9. y'=xe* (xcosx +2)

80, y' =cotx
3" —8§
8l y' = ————
’ x(x’ —4)
x+3
2 y'=
N +9
83, y' =sec’
84, y'=arctanx
8. y'= .\llllz_4
86, y' =arcsecx
1
87, y' =
% 4x' —9
88, y'=arccotx
89, y' =arccse =
Eiercicio 34
1. y’=—£
¥
Z.y’=—l
x
Ly'= i
¥
2x+5
4, y'=—
YT T2
3x+y
5 y'=—
& x—0Oy
+1
6. y' =2~
-y
g o Gty
. ¥ o
b'x
8y ===
9, y'=—z
x
) 2y" +3x'y +10xy"
0. y' = — T 5
3y —dxy—x —10xy+1
41)'—912 —5y—3
In, yj's ——— =
% Sx—20 — 1
2)x+y—y
12, y' = —/———
2 2x + 3y

21, ¥’

31 y'

33, y'

2y jx+y—1

1-2x,/x+y

2—4x—3y

_tz+y2 +x

B
xlylnx—x
1
xlnx

g'(1+e%)

SOWCION A LOS EERCICIOS

=" =@+ 1)l +e&)

g?

_ ¥x—lIny)
xlnx

& —xy 1-x

1

1
zseny]
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41.

43,

45.

47.

i = cos(x +a)
sen(y —b)
y'= senx _ senx{cscy+coty)
cosy—1 sen y

. sen(4x) cos(2x) = sen(8x)

sen(2y) cos(2y)  sen(8y)
b JSOREETE
" T s i+ ™)
S 2—ycos(xy) _ 2seclxy)—y
x cos(xy) x

p_ _ COSXx

¥ e
... T

G
,_ cosx—seny—1

S e

2
. y +1
=|—-L_— |arctan
& [r’ﬂ—x] g

Jr o _SAGty)
1—cot(x+ ¥)
N 1
YT Pm2  m2+hns
),ﬂ=_ y

T cosy +x—2

. _sen(x+y)+oos(x+y)
1=sen(x+ y) —cos(x+ y)

, _ tan’(xy) + " sec™(xy)
tan{xy) — xy sec”(xy)

, X +y+l
¥ T (¥ +Darceot x

" )"el
J1— & (sen y + arc cos(e*))

¥

Eiercicio 35
4
1. % =24
d'y
2. =5 =0
g AR 190
Codd (5x +3)
4 $3 _ _4ab
d*  (ax—b)
dl
5. ;’; = 2da¥ax + b)
4
6. % =senx + cosx
7. ¥ = —csclx
W R
et Al o
9, y' = ¢ sec’ e¥(2eFtan & + 1) = e sec’ €2y + 1)
d'y 18y —6
10 = T
dt @ 3%)
d'y 9
At oms 3
O—x'»
d’y O+ 16
12, p e - |
d 2
O
d'y sen x sen’y + cos’x cos y cos® xcosy
14, —= =— i P08 -XCORY
ra sen’y CSC ¥ | senx sen’y
3
15. % = —x2cosx — Grsen x + Geos x
iz ﬁ _ 12 ﬂ _ g.nI.(_i)n.
Tdd ot & (x+ 1!
2y
17. 3" =
YT a1y
3,
18, % = —2 sec? xtan x
d’y 2cos’ x sen x 2—senx
19_ - = T =
dx (1+senx) (1+senx) (1+ sen x)°*
—-12 —108x
20, ¥ = Ly =
Yo et T Gy

360
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EJercicio 36
. dy _ 2sen26+ 3cos26
Tk 20828 — 3sen 24
2. &y
dx
3 dy < 5 sen # cos 58 + sen 56 cos &
" dv  S5costcos58#—senS56sen
4 dy _ cos28send +sen 26 cosé
" d¢  cos2@cos §—sen26sen
dy cos 26+ cos 6 36
y —_—_——_— = ol
dx sen 26 + sen & mt[z)
dy _
6 — = g —cot@
(;ﬁ: (=0
7 dy 2 asenf+cos @
" dt  acost—send
e sen @ tsn? + cos 0
2 2T 2
o cm&mi—smﬂ
9 dy _ Jecos @— 2cos28
T ode 2sen28— 3sen @
0 dy _ sen § + 28 cos @
" dx cos8—20send
1. —1
12. 2+ 43
13. 3
14, —a
1
15. =i
Eiercicio 37
dy dy cos@+dsend
1. = =4 o OB AR
% = & ™ Yowimmt
dy 1 dy _ -1 a-2u-r)
2. — = 5 7. L=t = -
dr 36t dx (r+1)
dy _ 2 1 dy 6.
3, i oy 8. & —oses @ 8 cos’ @)
dy _a dy 4
F S e
dx bcsc& * dx 5
dy -3 dy 1
SR 10. — = — —cosBcot? @
& 21 & 2

SOWCION A LOS EERCICIOS

EJercicio 38

361

1.

. Sub-tangente =

Sub-tangente = 1
Sub-normal = 1
Tangente = +/2
Normal = —2

12

. Sub-tangente = ——

7
Sub-normal = —84

Tangente = —ﬁTou'E

Normal = —60+/2
12

. Sub-tangente = —?

Sub-normal = —84

Tangente = —?\5

Normal = 6042

-3

Sub-normal = 28
7317
4

Tangente =

Normal = 7417

. Sub-tangente = —g

Sub-normal = —6
Tangente = —%JE
Normal = 3./5
Sub-tangente = —18

Sub-normal = —%

Tangente = -3/37

Nmm]=%



CACULO DIFERENCIAL

7. Sub-tangente = & 19. 'y—1=0
N:2x—w=
Sub-normal = L 7=0
2 20. T: 343x+ 6y —(3+37)=0
Tangente = 2417 N: Ih—ﬁﬁy+(3ﬁ—47)=n
21, T: d4x—2y+ (6 —m) =0
Ji7 x—2y+(6—7)
Normal = == N: dx+8y — (M +7) =0
8. Sub-tangente = —2 N: x+2y—8=0
Sl = x 2, T x+y—2=0
B N: x—y=0
Ji7 24, T: 6x+2y—9=0
Tangente = ——
2 N: 2x—6y+7=0
g7 25, T:x—2=0
Nemmwl= T N:2y—1=0
26. T: Tx—y—8=0
9. Sub-tangente = —% N: x+Ty—94=0
27. T: x—ey=0
Sub-normal = —6 X —ey

Tangente = - 28, T:8x+y—7=0

? N:2x — 16y +47 =0
Normal = —3/5
EJercicio 39
10, Sub-tangente = —> 1. Agudo 26° 33', obtuso 153° 27"
4 2. Agudo 73° 42', obtuso 106° 18’
Sub-normal= _ls 3. Agudo 78° 41, obtuso 101° 19
e 4. Agudo 35° 15', obtuso 144° 44’
f 5. Agudo 287 23', obtuso 151° 36'
Tangente = L = S
12 6. Agudo 287 4', obtuso 1517 55
2 45 7. Agudo 71° 3%, obtuso 104° 28’
Normal = =3 8. 125732
9, §=63°26'
1. T:4x+y—1=0
10, 8= 18°26'
Nix—dy+38=0
11. 8= 6°54’, 57°25'
2. Tix+y—1=0
12, 8= 33"41'
Nix—y+1=0 2 4o a
13. T:y=0 - 8=
N:2x—1=0 EJercicio 40
14, T:8x—y—12=0 1 r—ﬂ do 33
N:x+8y —34=0 ' 3 'ds 25
Nix—dy—15=0 ’ 8 'ds 289
16. T: J5x+2y—9=0
gl 3. 5wy B2
17. T: x+2y—7=0 i r_S\.l"ﬁ ﬂ_:ﬂ'ﬁ
i de=y=a=0 : 3 °ds 50
N:x—2y+4=0 . = ’E_
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33
0. c|-2,-2
(%)

awm
11. C[E,ﬂ)

12, C(—2,3)

23
13. C [E,—Sﬂ)

Eiercicio 41
1. Punto minimo (3, —4)
Creciente en (3, =)
Decreciente en { —2=2, 3)

2. Punto méximo [E,_E)
6 12

Creciente en [_m,g)
Decreciente en (g,m)

3. Punto méximo (—1,2)
Punto minimo (1, —2)
Creciente en (—oo, —1) U (1, %)
Decreciente en (—1, 1)

4, Punto méximo (0, 0)
Punto minimo (4, —32)
Creciente en (—=,0) U (4, =)
Decreciente en (0, 4)

5. Punto méximo (—1, 5)

Punto minimo (i,_l)
2 4

Creciente en (—oo, —1) U (%, cn)

Decreciente en [—l,—;)

6. Punto mdximo [——1-, -i—?-)
2 4

Punto minimo (2,2)
327

363

. Punto maximo (—2, 3—4)

. Punto méximo (2, i)

. Punto minimo [I}, —i)

SOWCION A LOS EERCICIOS

o (=)

Decreciente en (_l,g)

23

. Punto méximo (2, 15)

Punto minimo (—1, —12)
Creciente en (—1,2)
Decreciente en (—o, —1) U (2, =)

. Punto méiximo [—I,%)

Punto minimo (3, —8)
Creciente en (—o, —1) U (3, =)
Decreciente en (— 1, 3)

3

Punto minimo [3, —%)
Creciente en (—eo, —2) U (3, =)

Decreciente en (—2, 3)

., Punto méximo [i, E)
12

Punto minimo (0, 11[3,—%)

Creciente en (0, 1) U (3, =)
Decreciente en (—=,0) U (1, 3)

. Punto méximo (1, —3)

Creciente (—2=, 0)U(0,1)
Decreciente (1,2)U (2, )

. No tiene méximos y minimos

Decreciente en (—m, 3) u ':3! on)

2
Punto minimo [—?-, o %)
Creciente en (—2,2)
Decreciente en (—o0, —2)U (2, o)

4
Creciente en {0, 2) U (2, =)
Decreciente en (—o0, —2)U (-2, 0)

. Punto mdximo (—6, —12)

Punto minimo (0, 0)
Creciente en (—oo, —6) U (0, =0)
Decreciente en {(—6,—3)U(—3,0)
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Eercicio 42 4,
1 (=2, 68) _Y4
¥4 i) =x" - 6x + 10
flr)=2x’ - 327 - 36x + 24
X
3,1 N
x=3 X
3,=-5
Punto minimo (3, 1) @ =37)
Crece (3, =) Punto méximo (—2, 68)
Decrece (—=, 3) Punto minimo (3, —57)
Concavidad hacia arriba (—o, =) Crece (—=, —2) U(3,=)
2, Decrece (—2, 3)
Y 1
Concavidad hacia abajo [_m, 5)
(2, 10)
1
f=-x'+dx+ 6 Coeaviiahicin et [E,m)
111
/ Punto de inflexién [5,?)
[ fe=2 | X «
Y4
Ptmtn?ﬁmn;(?., 10) T
Crece (—o,
Decrece (2, )
Concavidad hacia abajo (—oe, oo)
3. ]
¥4 ”
N 3 2
fxy=x' =3¢ -9x+1 ~25]
T 3.=27)
~1,6
¢ f Punto minimo (3, —27)
+ ; Puntos de inflexién (0, 0), (2, —16)

Crece (3, =)

Decrece (—2=2,0) U (0, 3)

Concavidad hacia abajo (0,2)
Concavidad hacia arriba (—s=,0) U (2, =)

3,-26)

Punto médximo (— 1, 6), Punto minimo (3, —26)
Crece (—o0, —1) U (3, =)

Decrece (—1,3)

Concavidad hacia abajo (—==, 1)
Concavidad hacia arriba (1, =)
Punto de inflexién (1, —10)

364



1
J=x+ = =

L],

-1

Puntos minimos (—1,2), (1, 2)
Crece (—1,0) U (1, e)
Decrece (—==, —1) U(0, 1)

Concavidad hacia arriba (—oe, @) U (0, )
Yi

=1,13)

fx)=2x'-3x'-12x + 6

=1 37 X

2,-14)

Punto méximo (—1,13)
Punto minimo (2, —14)
Crece (—oa, —1) U (2, )
Decrece (— 1, 2)

1

—og, —

)

Concavidad hacia arriba [%,m),ﬁmmdeilﬂ'lcxiﬁn [%_

Concavidad hacia abajo [

Y

Jfiy=6 -1

1

J\

-1

H‘F

1

Punto méximo (0, 1)

Puntos minimos (—1, 0), (1, 0)
Crece (—1,0) U (1, =)
Decrece (—=, —1) U (0,1)

SOLUCKION A 105 EFRCICIOS

Concavidad hacia abajo [—

Concavidad hacia arriba [—m, —

)

=1 4
J3'9

Y4

Punto de inflexién (

&l-

Punto minimo (0, 6)

Crece (0, =)

Decrece (—oo, 0)

Concavidad hacia arriba (— oo, o)

10,
s f)=xx+2)
-1
1 X

x
2

Punto minimo [—3,—12—;)

2
Puntos de inflexién (0, 0), (—1,—1)

Crece [—%,o) U0, =)

Concavidad hacia abajo (—1, 0)
Concavidad hacia arriba (—eo, —1) U (D, o)

365
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o

-1

Punto minimo [ﬂ,—a

4

Punto méximo [%, i)

Punto de inflexién [%D)

e (53

4" 4

LNE]

)

oo (351

4

4

Concavidad hacia arriba [%, 11')

Concavidad hacia abajo (D, 1;-)

Exracio 43

1.

2.
. 2 pulgadas por lado y el

20y 20

—25y25

volumen de 128 In®

. V= 6lddy cm?

. A =54 cm?
. A=24y2

MNimero = 1

. Base= /3r

altura = E r
2

(L1, —L—-1)

12,

13,

14,

15.

16.

17.

18,
19.
. Cada lado mide 2u
21,

PO

Base = 242
altura = 2
2.6 y23 1t

d=2.5

By 8

245 y /5 unidades

A=6u?

h=2cm

20y 20

. 442 y3

30.

&
22

. A= 1542

. A=2abu?

L dr+ 3y —24=0

. Radio 442
altura = 8 \2 pulgadas

liFTet
(e

. Nimeros 4 y 4

2P r

A+q'd+

2. 0<f<4y6<t
a) 5= sift=2,5=18s1t=4
a=—6sf=2,a=6st=4

3.

B) s=20,v=—-3s1=3

31

400 m, 800 m

100-/37
9+.37

om, i cm
"9+ 3

200037 _
27

. 2542 cm X 252 em

5., 10 .
— in

. 5J5m

f3v

= 3 —
T V5o

P(2,0),

J6+2 3
{52

¢) “s"crececuando0 <t <2 0 t>=4
d) “v" crececuando 0 <r<2 ot >4

) 1= 183,v=—54?

b) t=95,5=243m

m
. W= —Z;,s=35m

EJerciciO 45

366

. g\f‘t_ﬁm

3 Jaag o
5 min
360 m
J17 s

%\E i

o0



km 427 em
9. a mDT 14, i
py 820 km
J73 h
4 m 14 u
0, - —— 15 =
Qqr min 3 =
11. 90.58 km/h % s
50 s
12, 482 17. 1952
s s
7 pies m
13, a2 A4342—
dqr min [
EJercicio 46

1. @) I'=$15275.00, U = $8 370,00, Q = $47.90
b) I = $9424.00,U = $7 208.00, Q = $26.93

2. Costo promedio minimo = $14.80 por articulo
Se deben producir 1 225 articulos para un costo minimo
3. Ingresoreal: F(31) — £(30) = $156.00
Ingreso aproximado: $160.00
4, 59 metros
1
4 =100 — —
5. p@) 306~
$50.00 por boleto
Eiercicio 47
15 1
1. E 8. 5 15. e
2,2 9. e 16, o«
F =1 10. O 17. —1
4, i]1'[2 11. 1 18. 1
3
5.1 12 —1 19. 1
: S A
9 .
6. e 13. e? 2. 0
7.1 14. 0
Eieraicio 48
3
L, c=0 4, c= =
c i
3
2. c=— 5. e=+43
4
5
3.c=2= 6. c =036
c 2 c

@ = $16.00 por articulo

10.

c=0 11.

12,

Exrccao 49

1.

il S

(ST
=

=

f.:.‘] b | =

o
I

"
Il

0 9.
3 10,

c

EJercicio 50
1. dy= adx
2. dy=(2ax+ b)dx

. dy=

. dy=

. di(s) =

. dglx) =

» df(x) = (3x? — dx)dx

(11
. ds= [‘?:f: ;{L—z)d
. dh(t) = —360(5 — 31 dt

[i%3
=2

_is * 2,1;
12\[ 2x+3
2(x’+l)dl

,“l'xz +2

dy=—

. dfte) = (Tx+ 5)0x— DYx+ 3 dx

8
—— ds
(2s +3)°

—2x

&=

delx) =
x+8
2x + 3

—2abx
S s il M, |
dy (ﬂxz = b]\.azx" S bz

. dfx) = (1 + 2 sen Zxkdx
. df(t) =6 tan? 2 sec? 2t dt
. dy=

—2 tan x(secx — sec” x)dx

—2ecos x
{1+ sen x)*

SOWCION A LOS EERCICIOS

[l

No es continua enx = 1

c=1

. e=—1

. ¢= 17613

8. c=21750

c= 05413
€= 13204
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—rsent—2cost
18, ds(t) = ——
i) 2" Jcos t

W e L AR

sec x+1 1+ cos x
. dy= %hgedx
21, dy = lf_gdx
B~ e

. d}‘= %J;g\,','idx

M, dy =22 *%3x21n2) dx
2

25. dh{f)——m

26. df(x) = x(lnx® + 1) dx

2
27, df(x]=—mdx
28 =— 22 dx
x +4

2, dy= L e

; 2 fx—1
AT Y

' 1“1'15—I

EJercicio 51

1.

10, =

11,
12,
13,

14,

15.

16.
17.

18.

368

167
SH =9277

89

. == = 3206

27
17

. ’FE =2125

_45 +2437
%0

108 ++/37

= 0.620

. =m—— =13151

36

76 +30-3 + 27
@A AT

s = §.949

5
. 8‘;@ = 1372.25

4

[SD{\.@;— Jﬁ)—w(? + JZ}
= 360

= 0.8549

45— 3

=

= 0.054

99}? =g

dA = 0286 cm?

dA = 2.265 em?, dV = 3341 em®
dV = 187 em?

Lado = 8 cm

a“

Error relativo = S 0.00249,

Error porcentual = 0.249%
dv
Error relativo = v - 0.00374,

Error porcentual = 0374%
1
Lado = g em

dip = 0,02 cm

. dA
Error relativo = —= = 0.00088,
Error parcentual = 0.088%



Solucién a los ejercicios
de cdlculo integral




ElErcicio 3

T
X

1. — +C
7

12.

13,

14,

15.

16.

17.

19.

A,

10. 2424°

d4lnx+C

4%.;?+

9l +cC

33
SJN’I_-FC

8
3adx +C

%].nx+c

h;‘b_x+c

153x*
2

3
4x*

Wt ¢

206t

.—+C

. 63

853
70

414

. 81

-]
=

—3dfx +C

i +2—6]n1+C

27,

29, —

30.

CAPITULO 7 %

32
33,
34,
3s.
36.
37.
38,

39.

41,

42,

370

" AfE+ b

4
X
— ==
4

o 3l

2 7

BT

(3x+4y
21

2
SR
> 5vbx +C

Tx+C

51;—% +

+C

=+

@ b ¢

12a

£ —a
9

+C

@,

5k

!5

8x*
4

3 4 Hs+C

_+T +8x*+C

LA +C

6 5

2(m + ny)yjm +

3n

3
2A5x—3)
15

1
—at
a’

4 3

Wi

+C

lat> +b +C



43,

45,

47.

1.

61.

A (x* —3x+6)

Liex—17 +c

2 16xx
LI + 16x +
2 3 ¢

1
T 183 —4y

5

+C

e +C

3(3x—4)
B 2
32x" +5) L

Jr—u)

i
3 C

@+ p+c
a

. éhﬂhz—4l+c

Inlx +3| +C

L hlmlx2-3+C

I +C

3
2x* —6x+ 3

+
g C

1

" an(m—Diay" +b)"

e
—%-’-C

_ (4—In +3)*

+
4 (55

4
_ (1—sen 4x) fc
16

3
3
_ 23+cotx) +c

. —Jl—see2x +C

— S e e
a

Y f e

(2 + Insen x|

+
) C

+CYm#1

65.

67.

70.

1.

72,

3.

T4,

75.

76.

7.

T8.

79.

80.

81.

82.

83,

84,

371

1
S
2(1—cos” x)’
1
—sen’bx +C
3B

_mtzm
2m

+C

cosdx
12

2. /sen5x+4 e

5

+C

L dx—In(x+2)%+ C

2
3‘? +3x+ Inlx — 15| + €

1
S
Iny &

%]nhn 3+ C

3
2ax™"" +b)*
3a(n+1)

3
% (1—%) A

—%csclx+c

+C

1 3

G+ xt1

(x+2)

In (x+5)"‘

+C

3 3
]n|(21— DE3x—4)} +C

—33cosx +C

2 5

—senx + C

5

2 /1—cotw +C
—%.g’lmﬁ’y—l +C

2. /1—cosa +C

7
%tan31+{:'

+—— +4lnx+1)+C

SOWCION A LOS EERCICIOS



CACULO INTEGRAL

Exercicio 4

1, —e¥+C
2. 16€* +C
1 + b
3, —e®ti4 O
o R
4, 53“' +C

5. ée3*+c

b-h
8§ — +C
4Inb

= +
2In3

2I£J
1+In2

1, 3% +c¢
2 =
12, E\J"e_ +C
.m0 +C
5" 1n 625

3 dx
15. Z¥* +C
16. xa—ée‘a-i-c
1705 THFLL L

18, — e +C

19.

21.

27,

29.

30.

31.

32,

33

34,

35,

sf
— +
In25 &
1
<l e ™) = deh
—gmir 4 O
s;’
0
3ms
3x
L R
310 In2

£ ¥ &

"——a | +C
H[f ]naa]

1
E(e’-‘+5¢"-‘]+c‘
—L” —-x+C

ae
_gwl+c

1

Eeu\:unlt+ C

eamuu + C

3(3.3% + 8.3 +6)

24In3

EJErcicio 5

1.

10.

11.

13,

14,

15.

16.

17,

18,

+C
19,

372

—ims_‘uc+c
5
-I-senﬁx+c
6
X
, —deos= +
m&4 C
1
. —Ijsechx| + C
b
,atanZ +C
a
1
. ——cotax +C
a
it.su'n.!auu:+o::‘
b

. secx+C

1
. —dese— +C
4

1
—secar+ C
a
3 2
—tandx? + C
8

1
_Emﬂh—lj‘i‘c
1
E]rdm(ax—b)|+c
ihn]secm+max|+c
a
%]n|esc412—mt 4+ C
—2.Jescx +C

. f(mw—mtwwc

21,

31.

36.

3

38,

40.

_ _m}m{gjl c

%(csch—mth]—x+c

%(tanix+secix]—x+c

%[senzx— 2eosx] +C

 —Len2-y+cC

2

; h1|csc,x—mtx|+ms,x+c
. senx—cosx+ O

: h1|ms1— 1|+C

3 m‘t[%—x) +.C

. —eotw+ C

3 %(2?3111—;)4—(:'

—%wﬂﬁc

2 2
senx(cos’x+4)
3
1
Zlnll —dcotw| +C

—[xcos x—2(sen x—
cos

I

In,jsec2a +C

2 jsen’@+1 + C

1
—Eeoab(e"]+c

= %m(mxi) +C

%ln|sec\-"; +tanx| +C



EJercicio 6

10.

éam m[g) =+

1
bzamtan[b) +C

y—4

3111‘ +4|+c
1, 5+2x

0 ‘5—2;

JEJ: 4
" V2x+a

=g

+C

16

x—4
x+4

L
7

‘+c

1 3x
e = +
gamsens C

11, —/—

12. —

2 —2xt 4 \':arcsen\.@: +C

Emm["i}m) +cC

—
[?)v dx*+dx+1—a'

(%

14

J16—e* +4amsm[e:

E=a1~c:*:=m[“f?’]+c

13.

4, —

16.

7.

18.

2,

»n.

8. =

53

20 (Ve + e +a) +

&
1amsen[2“5’) +cC
2 5

1 5 +ay
ma’h‘ +C

%mwﬁ NS +s| ¥C

<10
—In
20

J10y+5

+
;I'“iDy—S ¥

%h‘l“ﬁx +3 + 4| e

—%h(?.x+l+\l'4f+4x+l—a’] +C

495" +4 + In(7x" + J40x™ +4) + C
e e

SOLUCKION A 105 EFRCICIOS

31, G)Jsf —16 +[¥)ln(~.@x+ NET 16] +C

5 {w"_+c052£]+c

32, ——111 e
V5 —cos 2t

33, —arctan(cosx) + C

34, %J;’ mi3) -4+ zm(: In(3) + " In’ (3¢) + 4] iy

Exercicio 7

1. %mxiﬁ +C s.3m%l+c

2 lhxis +C 9, %m?::’__:-i-c‘

3, Inii§|+c 10. lilni“T_; +C

T e Y 11, ﬂmm[m]+c
x+1 7 7

5 %]ni;: 12.x+—ln::+3‘+{:‘

6 —m%ﬂ: 13, %m:i:i::gﬂ:

7 %mz: +C 14, gmm(jw;“)-i-c

Ly
1. S —1+ 4~ ax+3[ +
16. ?m‘h +2+\98 122 + €

17. %mkx +1+24c +2d + €

18, ]anhu: +7+2in’x + Tinx +6] +C

19. lnfw—9+2w' —9w+5|+ C

x+2JT

—-m|;+z+¢m‘ +C

21, A8 e D) ($202) 52

373
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31.

1 3 %
- il +9x—5+

[E) i — i +—atcsen[h_3)+(l‘
4 8 3

Geo D3 —dx_2Bylse g4 o —12e| + €

6
i [2‘; t] xt—x —20—8!]n|?.t2—1+2\|'x —x = i+C

(%3
)

24 —5x—x +% m[?)-ﬁ-c

(2”3 NE +3;+s+—1n‘2;+3+z,fx +axt8|+

; z1n|¢';—2+,f;—4\f1—z;| +c
; -i—[[—‘:f]\,ffﬁze" - +2 msen[i'-f)]+ C

n

s ]n|2y+1+2..|lly2+y+1| +cC

: [3*;2) (322 +4x+l——ln‘

———
\ 3;’+4x+: +3.z+2|+c

\."i dw—35
— +
2 amse:n[ 5 ) i

&hqzﬁ +3+2 Jm + 3\.-"a_1:+2‘ +C
a

X ?h‘xﬁ(ﬁﬁ 13)+ 6,37 +13y— z|}| +C

(x+‘l}
(3x+1)

+
2 C

o ém|(3 -6+0Y+cC

- éln|(31 +4)Gx— 47 +C

ﬁ 3+7
e “x— J3— 2) A
—n#

(x+V3-20 *

+C

73

438 T

]nkﬁl_'_j_'_ﬁ)\ﬂﬂ'r(ﬁx_i_s r)vﬂ—lf

(I G)II
N[ERR

A
=1 -
=i

4\-@ hll?.x‘i‘g_ Jil}_i| +
laero 1|

41.
42,

43,

45,

47,

49,

50.

3\;ﬂ+2h‘x+.‘fﬂ‘ +c

%ln|41 + 16"+ 23] —é‘f!(u’ 25 +C

%‘J?—hi+2ﬁ amsen[“r?x]+c

J120 |(I.I}J: +:129 — 7)9'—\':'2'6 |
2580 |(10x — 129 —7 )7+ |

5. T S——1n|2z+3+2\|1 +3-5|+C

+C

.
|4x+5+\,'3(21:2 +5x—1}| 18
g 248 1052 |
e 3
N P —— —4ms¢n£(’;+n o

| P s pew
2

7 Tl [

2 |(2x 3+ x' —3x+4)"

+C

(65" +Bx =2))x" +Tx+ 6 ‘

1?5111‘ e s
16 ‘(2x+?+2\fx +7x+6)"

EJercicio 8
1, %m‘4x+c
2, —itmﬁix+c
18
3 imsam—imﬁax+c
" 3 a
4 imsﬂs.z— icms.z+c
" 15 5
4 X
5. —cos’= —dcos= +
3ms4 ms4 C
3
Somenn— 2t L g
3
3
. R
a 3a

374



10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17,

18,

19.

21.

1 1 El 1 3
——cosdx+ — dx— — 4x+
oS 4x CO8 4x cos dx+C

x 4 x 2 x
—2c08> + —cos’* = — Zcos® = +
LR PR Ty L

2 1
seny — 5m’y+;s&n’y+£’

1 Vg 1,
- -= +— +
bseniu gbsen.!u 5 bx+C
3sent — 2gen*t -i—zaaen’f +C

3 3 5 3

%ms’ﬂ— %cm’8+ cos’ @ — cosf +C

1 1 1

21 5 3

1 3
—Esen’y +§senjy—sen’y +seny+C

1

3 1 1

7 ] 3

, —— dx+— 4x—— Ax +— 4x +
sen 4x sen-4x sen 4x sendx +C

28

1 13 1 I
Sy dx+ — dx+
cos 4x cos dx+C

Eiercicio 9

2 X x
- = —3hnken=
cot Ft:l'l

1 1
5 251+§h1|ms51|+{:'

tan®Z +2]n|msf
2 2

—%mﬁu—%hbmuhc

+C

3 +C

3 3

— ’h——m’h+—m&’h——;—mh+c

i[ cot' 6x - cot’ 6x
6

1 4y 1 ¥ }m)"
. —4| —cot* L — —cot* 2 — njsenZ{ | +
A [4”‘ 1 Ay 4l

1
7. —tan'Sx——
20" 10

1 3 1
3. —Et‘.ﬂt 51+-§m15x+1+c

9. %m’ﬁx—émﬁx+x+c

1

10. —tan*3x+ nécm’h +~;—ln[sen 3o+ %mjmhhc =

6

1
6

11. -l—m’2y+C
6
12, —émt’3y+£‘

EJercicio 10

1 1
1. —tan3x+ —tan®3x +
3 9 ¢

2, inmm+ium’m:+.':
a 3a

3, Gtanc+2wan*i+
6 G A C

1 1
4, ——cot9x— —cot’9x+C
9 54 2? X

1 1 3
5. —=cotbhx ——cot'bx+
bﬂ'ﬁ %m C

L ST X
6. —Teot=——cot’=+C
7 3 7

3 an 2% +ltan3E+C
2 3 2 3

4 5x 4 .5z
8. Smt-d- 15011 4+C'

L 1. s
9., —tan’8x +—tan " 8x+C
T SR T e

o

1. 3 |
10, — +—tan"ax +C
reauls = ax

SOLUCKION A 105 EFRCICIOS

= 5 —mlmﬁxi)Jrc

m25x+%ln|sac Sx| +C

—m’i{z+§m’(23x+;h1henﬁx|+c
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1 5 1 3
13, — x—— S5x+
% wsec x+C

1 i
14, —sec’bx ——sec’bx+C
5b 3b
13, Beed X _apct® g
"5 6 6

7 sdx 7 3 dx
16, ——sec’ — — —sec’ —+
BT gL

1

1
17. ——cse*bx +—csc’br +C
5b 3b
18 —~1—~csc’4x+—~1-—csc341+c‘
20 12
19, 2m£[1+gm’f+—i-m“f)+c
2 3 2 5 2

> o2

2. %(tﬂnx’ +%m’x’)+c

n, hmx(l +%hm21+ ét:m"x)+c

3. uana—%mn’a+c

1 1
24, —tan2r +—tan*2r +
2 6 ¢

25, —%om(h—i)—émﬁ(hﬂwc

26. %s&’x—%m’x +secx+C

7. ése-:’z.wc

28, _lm’x+gm5x_lcsc31+c
7 5 3

30. qul'tanx(étan‘x +%!an2x+ 1)+C

2

1 f 1 3 3
31. —tan 3f +2cot| — |+ —tan" 3¢ +—cot
3 [2) [2

9 3

3. —%ml(h—l)—émt’(h—i)+€

—cof 2).[5+20 =[E) 4[2
5. —eo2) 5+ e (L)

)]+e

34,

35.

—mtx(%mtéx+ %mf*x+m:=x+ 1)+c

1 - } 1 3.2
—tan x* — —tan®x* +C
G g

Eieracio 11

10.

11.

12,

13,

14,

16.

17,

376

1

; -x—Lsen61+C

27 12

27 3 2

A -%14— %sen 10x+C

%1 +$sm2&x+£‘

1 7 2
—x+—sen—x+
ualie i

1 1
—x+—senTx+
21 Mse:nxc

L T
' m 256

3 1 1
Ex—;senﬂax +~32—asen4ax+c

3 07 2 7 4
e o2t Lpidyip
S R Saa

3 1 3 1
—x——sen—x +—sen 3x +
81 3se:n21 sen C

3 1 1
SI 369en 8x 8:«m:n 6x+C

3+ Loen2bx+ —sendbx+C
8 4b 32b

) 312 A 4

. =xt+-sen—x+—sen—x+C
23

8 4 3

3 .3 10,3 20
=xr+—stn—3x+—stn—zx+C
el T e

5 1 3 1 3
—x——sen2x+—sendx +—sen 2x+C
16 4 64 48

5 1

, —1——m$1+imlﬁx+ém’$1+c

16 16 256



19.

21.

1 3 1
%x—;mlm +Esen4ax +4’Tse:n;2ax+c

5 1 3 1 P |
—x—sen—x+ x+—sen’ —x+
iﬁx sengx llﬁlsne:n 12:ae:n 2; C
5 1 3 1

—x——sen5x+—senl0x + —sen’5x +C
6 10 w0 120

5 1 3 1,
0. x4 + 4x——sen’2x +
iﬁx 4m24: “mx 48*'1 C
5
3, +— + 12— ——sen’6x +
161 sen 6x 64*“ 144*]1& C
24 3 +lsen2£u+3m4.!u sen’ 28x +C
i "'—1 e ——— T
4b 64b 48b
25 —'ix+isenx+isen2.z——sm;+c
6 2 32 24
¥ o R B
26. —x+=sen—x+—sen—x——sen —x+C
6 8 5 128 5 96 5
27 ix+isen2;+im4x—Lsen’h+c
" 16 64 48
28, 3x Leenbxt—Lseni2etc
T8 12 96
9 1y Lensyrc=3—Lemy+ Lon2y+c
27 4 g8’ 2 16
30. %(x—senxocsx)+c
ai. See mner Sy
o T pireey
8 12 96
2. x+senx+C
19 1
33, —a—6sena+ —sen 2a+C
2 4
5 3 1
3., Zx—sen2x—dcosx+-cosx+C
27 4 3
b dx
3. T2 [—)+c
s 32\
6 3 (20 ’(e) [e)
36, ——= +4 +3sen| = |+
2 4 (3) o g AN TG
i D g BB e i T i
e 4 128 24 1024
Elercicio 12
1. —[Sse:nx sen N L MR IR
2 10
3. oog i 008 DL Eim OB AL
8 8 4
1 1
3. —sen4x—asenﬁx+c

8

SOLUCKION A 105 EFRCICIOS

1 1
—sen 10y +—sen 4y + C
20 3R

1 1
——0s Tx +—cos 3x+
Mms x Gcm C

el ) el

10 10 7
—? [ —M(Ew)+c

zb

1 1 1
— — —cosdw——cos 2w +
240:86143 mms w 8m\sw C

Esercicio 13

377

6mm(ﬂ—2)_(a+6)\,l4ﬂ—az
) 2

. yx +16 +4ln

Jx'+36—6

+C

= +1n(Jy2_+3+y] +C
_x\.|'16—12+

2
RVES TR

25y

c

1
L
CES

By |,
180x°

+C

2

1
—In|

T416—4
4 M-FC

Sx
o+ 32)/x —16 .

3
sen(—\fiﬂ]+c

*+16 —4
'j‘t—ﬁ.l,_c
X

o
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13. —?ém;—mm%-i-c
Iy

1 3 3
14, 5(3—.1*’]’—(3—3*2]’+C

R
27 i 3_{x+9?\2,'6x x +C

15, —
g e

1 g o
6 O 14)w 1

3
17 27 Jax 22° +9x 3
H ?amse:n 3 = 3 J3i—x" +C

V 115" —121 -11
18, jarl::lal] ‘J‘ = +~"L‘:2 TR
242 11 22x

3
(3x* — 8)a® +4) i

15 £

4

mw—2)]
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LOGARITMOS
— John Napier
e | t#érmino logaritmo lo acuiié el matema-
W tico escocés John Napier, a partir de los
. — #rminos griegos légos (razén) y aithmés

-5~ h\

[nimero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresién arimética y ofra geoméirica. Al principio los llamé “nimercs
artificiales”, pero luego cambié de opinién.

Al logaritmo que tiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne-
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzé a
usar los logaritmos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “Los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
la solucién de los problemas aritméticos y geométricos, con su empleo se
evitan todas las complejas multiplicaciones y divisiones, y se transforman
en algo completamente simple, a través de la sustitucién de la multiplica-
cién por la adicién y la divisién por la substraccién. Ademds, el céleulo de
las raices también se realiza con gran facilidad”.

John Napier (1550-1417)
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Definicién

El log, N'=a, esel exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N.

log, N=a & N=V

&
@

v
-8_ ] ®# Emplea la definicién de logaritmo para transformar las siguientes expresiones a su forma exponencial:
£

Con Ny b mimeros reales positivos y b diferente de 1
EJEMPLOS
Forma logaritmica
1, log,243=5 %43=73
1 N
2 g, Lms 1oy
%164 64 \2
1 1
3 log —=-3 p
%% 8
1 1Y 1
4, log —=3 - ==
%% 27 (3] 27

2 ®e-Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logaritmicas:

Forma exponencial Forma logaritmica
1, N:(JE]] log ;N=3
1 5 i
LT logs 125 =3
(V5) =25 log , 25 = 4
ol log.y=p
EJERCICIO 140
Convierte a su forma exponencial los siguientes logaritmos:
1. log,8=3 4, 10E63_16=_2 7 logﬂ\.'{gzé 10, log,_,,128=7
2. log, 16 =4 5. log 9=4 8. log,(x—1)=2 11, log, 243=5
3. log,81=4 6. log,343=x 9. log, 625=4 12, log,, ,256=8
Transforma a su forma logaritmica las siguientes expresiones:
13, 1P =a 16. L— N2 19. 2°=256 2, L_3+
16 81
4 2 i 4 —3x
14, 625=5 7. |3 = 20. (x-2)=8 B, 5=125
1
15, 643 =4 18, (x+3)=2* 21, x*=z 24, 441 =(3x +2)

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

388




CARITULO
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Aplicacién de la definicién de logaritmo
En los siguientes ejemplos se aplica la definicién de logaritmo para encontrar el valor de la incégnita.

L ]

EJ'EMPLOS
'g_ 1 @+ Encuentra el valor de aen la expresién: log, 216=73.
H Solucién

[
Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incdgnita:

log216=3 —= 216=a° = Y26=a - 6=a

Por consiguiente, el resultado es: a=6

2 @ Encuentra el valor de men log ,m=3.
Solucién
Se transforma a su forma exponencial la expresion y se desarrolla el exponente:

log m=3 - m=(v’5]! =(\."E]2\E=2\E

Por tanto, el resultado es: m = 22

y " 1
3 ®+ Deiermina el valor de xen la expresion: log, 729 =%

Solucién
La expresion se transforma a la forma exponencial,
1 1
log,—= — ¥F=—n
B9 TF 729

El nimero 729 se descompone en factores primos y la ecuacién se expresa como:

De la diltima igualdad se obtiene: x=-6

EJERCICIO 141
Encuentra el valor de las incégnitas en las siguientes expresiones:
1. log 25=2 6. lq;bgﬂﬁ'l"9=3 11. ld:.rgz.rwzl 16. logn-1-=a
3 3 4
2. log,64=3 7. log,x=4 12. logyx=-2 17. @‘,.E%ﬂ
2
3. log,81=4 8. log,m=3 13, log, b=02 18. log,,0.5=y
4, log,3125=-5 9. logy,y=5 14. log, x=0.333... 19, log, 512 =x
]

5. 1og,32=% 10. log,,N=% 15. logs216=x

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Propiedades
Para cualquier M, N, >0y b #0, se cumple que:
1. log,1=0 5. log,MN=log, M +log, N
M
2, log,b=1 6. IOEb"&“=l°ng_logaN
3. log,M"=nlog, M 7. log, M =InM, In =logaritmo natural y e =2.718281..,

1
4. log %M =—log, M
n
Importante: las siguientes expresiones no son igualdades,

M log, M
lugb(M'l-N]#lung'l-long logb(—]#h
N/) log, N
Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:
1. log,1=0

Demostracién:
Sea log,1=a, esta expresion se transforma a su forma exponencial:

log,1=a - 1=b"
Para que b° = 1, se debe cumplir que a =0, entonces, al sustituir este resultado se determina que:
log,1=a=0
2. log,b=1

Demostracién:
Sea log, b= a, seaplica la definicion de logaritmo y la expresién exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=b"

Pero b =b', por consiguiente b' =b° y a=1
Al sustituir este resultado se obtiene: log,b=a=1

3. log, M"=nlog, M

Demostracién:
Sea x =log, M, su forma exponencial es b* =M, al elevar esta expresién a la enésima potencia se determina que:

(b‘]"=M“ - b =M"

La forma logaritmica de esta expresion: log, M" =nx
Se sustituye x=log, M, y se obtiene: log, M" =nlog, M

4. log, M =110ng
n

Demostracién:

Sea x =log, M, su forma exponencial es b* = M, se extrae la raiz enésima en ambos miembros de la ignaldad:

W =M
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primer miembro de esta igualdad se expresa como: b* = ¥M

Ahora esta nueva igualdad se transforma a su forma logaritmica: log,, im ==

; . 1
Se sustituye x = log, M,y se determina que: log, ¥M = ;log,, M

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Sea x=log, My y =log, N, ésta es la forma exponencial de ambas expresiones:

=M V=N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: {b‘]{b’ ] =MN — b™=MN
Se transforma a su forma logaritmica: log, MN=x +y
Se sustituye x =log, My y =log, N, éste es el resultado:

log, MN =log, M +log, N
6. log, % =log, M —log, N
Demostracién:
Sea x=log, M y y=log, N ,ésta es su forma exponencial:
b'=M ;=N
Se divide la primera expresitn entre la segunda:
s B
¥ N
Ademads se transforma a su forma logaritmica la tiltima expresion:

Y =£

M
long=x—y
Al final se sustituye x=log, M y y=log, N y resulta que:

M
long=long—long

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

logaritmo de una expresién algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresién que contiene varios logaritmos se transforma a otra que contenga un solo argumento.

EJEMPLOS ®

1 ®@¢-Con laaplicacién de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresién: log,x",
Solucién
La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log, x" =12log, x
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2 ®e:Desarrolla la siguiente expresién: log, 3x*./y.
Solucién
Se aplica la propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5):

log, 3x° \f; = log, 3 +log, x* +log, \E
Se aplican las propiedades 3 y 4 y la expresién queda asi:

1
=10g,3+410g,x+510g,y

3 @+-Desarrolla a su forma més simple la expresion: log, (x- 5).
Solucién
Se aplica la propiedad 4 para el radical:

]Dgy "u'{ _5 logy(x 5

Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

=i[310gy(x—5]]=%lﬂgy(x_5]

+
A @+ ;Cuil es el desarrollo de la expresién log, Ex_ﬁ ?

Solucién
Se aplica la propiedad para la divisién (propiedad 6):

log, EEL: =log, (x+y)’ ~log, (x—y)’
(x=y)

Para obtener la expresion que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:
=3log, (x+y)-2log,(x~)

*(x+1)]
5 ®e-Desarrolla la siguiente expresién: lnl:e gz ]] '

Solucién
Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al mdximo, para obtener:

Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5 y 6).
=3[Ine™ +In(x+1)-In2x"]
En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

=3[Ine* +1n(x+1)~(In2+ )]
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Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacidn:
=3[3xIne+In(x+1)-n2-2Inx] =9x+3n(x+1)-3I2-6Inx

4
& ®#-Desarrolla la siguiente expresién: log lgiyi

Solucién
Se aplica la propiedad para la raiz de un mimero (propiedad 4):

P 1 %
lB{2y =3 %83y
Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
=§(log3x" - log2y’)
Al aplicar la propiedad para el logaritmo de una multiplicacién se obtiene:
1
=-§[(log3 +logx*) —{log2+10gy=]]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes:
1
=[(1og3+41og x)(log2 +5logy)]
Se cancelan los signos de agrupacién y éste es el desarrollo de la expresién:

=%[log3+4logx—log2 ~5logy]

1 4 1 5
—Elogﬂ--l-glogx—glog:! —Elogy

7 ®e-Escribe como logaritmo la siguiente expresién: log x +log y —log z.
Solucion
La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:

lbgx+logy —log z=logxy —log z
La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

log xy —log z =log 2
Z
Por tanto:

log x+logy —log z =log %

8 @« Expresa como logaritmo: 2 +3 log (@ + 1) - i log (a —1).
Solucién
Se sabe que log, a =1, entonces:
2+3logfa+1) - % log(a-1)=2loga+3log(a+1)- i log(a-1)
(continiia)
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(continuacion)

Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos:

=log,a +log(a +1) -log, (a-1)

Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia:

a*(a+1)° a*(a+1)
= lggﬁ ( l] Pl ]Dga ‘( _1]
(a-1)* a
Por consiguiente:
1 a*({a+1)’
2+3logfa+1) - ) log.(a —1)= log, %

BRI o Eocrib como Togaritmo la siguicnto cxprosidn: % log G+ 1) + % log (x —2) —2logr ~3log(x +3).
Solucién
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:
= log(x+1) é+ log(x~1) %—logxz —log(x+3)’
= log(x+1) §+ log(x-1) %—[logxz +log(x+3)° ]
= log(x+1) %(x—l] %—hgxz (x+3)°

o (ee)e=1)E | ((e1)(x-1)
=l xz(x+3-]! = xz(x+3]!
Tra)

- ngz(x+3]!

10 ®+-Expresa como logaritmo: x —3 + % In(x -2) - % Ingx + 1).

Solucién
Se sabe que In ¢ =1, entonces:

2 1 2 1
x—3+§ In(x-2) - 3 Infx+1)=(x-3)Ine+ 3 In(x-2) - 3 (x+1)

Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
i : L x—2)3 x—2) e
e + In(x-2)% - In(x+1)3 -2 : _ 3¢ x]+l

(x+1)7

Por consiguiente:

=2y

2 1
=3+=-—In(x-2)— = In(x+1)=In
X 3 (x-2) 3 (x+1) ~ 1
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EJERCICIO 142
Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:
3x°(1-2x)°
1. lugﬂ'}"’ 10. lﬂgsgzxz—_}%j
3
2, log,3 ? 11. log, /3x°y*
3. log, Ve'x 12. logy(x+y)' 7
Uz
4, lugsdt_yz 13. log—
N
3 a’h
5. log,x’y’z 14, log- —
6. In(3¢'x) 15. log, {—‘”‘*;”
=¥
2
7. log(x+y) (x—z 16. lo; X
Og{ }'] { ] gm(‘x*-z]z
7
8. log, —
9 ]n_x)_'z,

Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los siguientes logaritmos como el logaritmo de un solo argu-

mento:
19. 2In5+2Inx 28. 1-log,(m—1)-log, (m+1)
20, 3logm—2logn 29, éulogx+%logy—j}_logz
21. %hg7x+%log7y 30, nS5+1+ny-7hx
22, In8+4x 31. 2—x+3In(x+y)-3In(x-y)
2 2 4
23. Slogm+4logn 32, Flog(x~2) - Tlog(x+2)+2log(x+1)
1 3
24, 2x+log,3 33, E+?log2x_§l°g2y
2 1 1 1 1
25, —=log, (x +1)——log, (x+2) 34. —log(x+1)+—log(x—1)-—logx—1
3 4 3 2 6
26. log3+logy—logx 35. ¥ +x+1 -2logx +3log(x+1)
27. log, x—log, y—log, z 36. 2In9+4lnm +2Inp-2In7-2lnx-61ny

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Ecuaciones logaritmicas

En estas ecuaciones las incdgnitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucién se obtiene al aplicar las pro-

piedades y la definicidn de logaritmo,
EJEMPLOS *
-E_ 1 ®9¢ Resuelve la siguiente ecuacién: log, (2x+1)=2.
H Solucién
Al aplicar la definicién de logaritmo, la expresién log . (2x+1)=2 se convierte en:
2x+1=5"
Ahora al resolver esta ecuacion, se obtiene:
2x+1=5" — 2x+1=25
2x=24
x=12

2 ®e-;Cuiles son los valores de xque satisfacen la ecuacién log(x+2)+log(x—1)=1?
Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en término de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x—=1)=1 — log(x+2)(x~1)=1 - log(x*+x-2)=1
Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve factorizando la ecuacién que resulta:
li:}g(x2 +x—2]=1 - +x-2=10'

X +x=2-10=0

X +x-12=0

(x+4)(x-3)=0

x+4=0 y x-3=0

Por consiguiente, los valores que satisfacen las igualdades son: x=—4y x= 3, y el valor que satisface la ecuacion
esx=3
3 e@e:-Resuelve: log,(4x-5) =log,(2x+1).
Solucién
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la ignaldad y se aplica la propiedad 6:
4x-5
2x+1

=0

log,(4x—5)=log,(2x+1) — log,(4x-5)—log,(2x+1)=0 — log,

Se aplica la definicion de logaritmo y se resuelve la ecuacién que resulta:

o i SR WO 8.
2x+1 2x+1
2x=6
x=3

4 @+ Resuelve la ecuacion: log,v3x—1=1-log, Vx+1.
Solucién
Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:

log, v3x—1+log,vx+1=1

396



CariTuO 1§

logaritmos

Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:
log, {u‘ﬂx— 1 ]{«.f'x+1] =1
Se transforma la expresion a su forma exponencial y se multiplican los factores:

(Vax=1f(Vx+1)=2" - V3 +2x-1=2
Para eliminar la raiz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(V3@ +2e-1) =2F > 3x+20-1-4
Se resuelve la ecuacion resultante:

3P+ 2 -1=4 - W+ —1-4=0 - 3% +2x-5=0
3 +5x=3x-5=0

M3x+5)-1(3x+35)=0

@Bx+5)x-1)=0

x=-Z,x=1

3
Por consiguiente, los valores de la incégnita son: —g y 1, el valor que satisface la ecuacién logaritmica es x= 1

5 ®@+-Resuelve la ecuacién: ]n{x+5] =2+Inx,
Solucién
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la igualdad:
In(x+5)-nx=2
Se aplica la propiedad de divisién de argumentos:

In—=2
x

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacion resultante:

e2=‘xxL5 x*=x+5 x&-x=5
xe-1)=5
x= 2
& -1
EJERCICIO 143
Resuelve las siguientes ecuaciones logarftmicas:
1. log;(x+3)=2 5. logvx* +64 =1
2. log,(4-3x)=3 6. log,81-log,(x—4)=2
3. logg(5x-9)" =4 7. log,(x+9) +log, 49 =4
4. log,V15x+1=2 8. log, 25 —log,(x+100)=-1
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9. log(x+3)" =1+log(3x—11) 18. log . (x—3)+log ; (x+2)=4+log ;. x
10. log,x + log,(2x-3)= 3 19. log,(x+1) + log,(3x—5) = log, (5x—3)+2
11. log(x + 2) =-1+ log(3x—14) 2. log , (Va+1)=1+log ; x=1
12. log,(4-x)" =log(6+x)’ 21, m(x+1)=14+l(x-1)
13. log(2x+10)" —log(1-x)= 2 2. Inx+In(x-3¢)=In4 +2
14, logg(x—4)+log,(x—1)=log, 5x—log, 3 23, In(x=2)=In 12 =In (x +2)
15. log, ¥3x +1 =log, Y10 +log, Ix-2 24, ln(x—l)—]n{x—Q):'f_l;
16. log(8x+4) +log(7x+16) = log(x—2)" +2 25. In(&x-3)-In(x+1)=e
17. log, (x —1) —log, (3x+1) =3—log,(6x+2) 26. In (x" +x) +1lne =In(x + 1)

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones exponenciules

Las ecuaciones que tienen la incgnita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucidn se obtiene
al aplicar los siguientes métodos:

1. Siel argumento o resultado se puede expresar como potencia de la base, s6lo se igualan exponentes,
2 Seaplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incognita,

EAEMPLOS ‘
=2 1 @+ Encuentra el valor de Ia incégnita en la ecuacion: 2*** =32,
5. Solucién

(']

Se expresa a 32 como 2°, se sustituye en la ecuacién:
2 =32 o 2=
En la ecuacion resultante las bases son ignales, entonces, también los exponentes:
x+1=5

Al resolver esta ecuacidn, se determina que: x =4

2 ®+:0Obtén el valor de Ia incdgnita en la ecuacién: 9" =815,
Solucién
H resultado 81" se expresa como 9%, al sustituir la equivalencia:

PEL=gIT Ly PESNLge
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:
x-1=2x

Se resuelve la ecuacidn y resulta que: x=—1
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3 ®e«-Resuelve la siguiente ecuacién: 4* > =8"'",
Solucién
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacién se expresa como:
4°77=8"" 5 ()Y TP=2)' 5 PeI=PO0
Se eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacién:
2(x-2)=3(1 -x)
Finalmente se resuelve la ecuacion y se determina el valor de la incdgnita:

Hx—-2)=3(1 -x)
2x—-4=3-3x
2x+3x=3+4
Sx=17

x:.?.
5

Otra forma de resolver una ecuacién exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS .
"g_ 1 ®# Resuelve la siguiente ecuacién: 5° =625

S Soludén

Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:

log 5% =log625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a x y se efectiian las operaciones:
xlog5=2log625

L 2l0g625 _ 2(2.7959)
log5 0.6989

Por tanto, x =8

2 ®o-;Cuil es el valor de la incdgnita en la siguiente ecuacién: 3 =77
Solucién
Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,
log3 =log7
Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:
(2x—1)log3=1log7 —szx—1=%

log7 ,
x=1—°3;'—=13356
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3 eo

Cuil es el valor de xen la ecuacién 3™ =5(3%) + 6 =07

Solucién
Esta ecuacidn se expresa como una ecuacion de segundo grado, de la forma:

(3 -53")+6=0
Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes:
(3 -3)(3*-2)=0

3 -3=0 3 -2=0
=3 3 =2
log3* =log3 log3* =log2
xlog 3 =log 3 xlog3 =log2
log3 04771 log3 04771

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacion son: 1 y 0.6309

4 ®e-Resuelve la ecuacion: 622:4 =3
Solucién ¢
La ecuacion se expresa de la siguiente manera:
e +4=3~
Se despeja el término £*:
& -3 =-4 -2¢7=-4
=2
En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:
In ¥ =1n2 2ylne =1n2 2y(1) =1In2
2y =In2
Y= %1112
y=Iny2
EJERCICIO 144
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
1. 5" =625 8, 7% =343 15, 5% =625™*
2, =8 9, ¥+ =3 16, 497 =7
3. 9% =9" 10, 4™ =16"" 17, 252 =5"*
4, 64" =8 11. 57 =4 18, 3*=243"
5. (237)" =2.83 12, 3 =0.15 19, 279 =32+
6. (24)* =5.76 13, (0.125)" =128 2, 3° =729
7. 5 =125 14. 2% =256 2 A=
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x x+1 3 i 16' x+2 x+1 3
22, 257 +5 =750 27. | = = 3— R & -t =" -
4 81
3x
23, 6% =36=0 28, 127" =1728 3. 4‘; 15 =3
e -
E 1 e 3 6
24. 4x +ix R X ?Ex—l e x+2 34. £ 2
16 ». 37 =) £-2 &'+2 ¥ -4
25, 7(3F" =52 = ¥ -5 30, 2427 =2 35, e+ 2™ =1-¢
_ =1 2 e+e* 3
26. '+7)=log, (3 +1)° 3L == 36. =
1032{9( ?] 032{3 ] 2—-3" 7 ef—e" 2

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucién de problemas propios de las ciencias, a continuacion

se ejemplifica su uso:
# Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez delas soluciones.
pi=—top 1]
Donde:

pH =acidez de una solucién.
[ H*] =concentracién de iones de hidrégeno en iones-gramo equivalente por litro.
1 Determina el pH de una solucién, que tiene una concentracién de iones de hidrdgeno de 10° iones-g/lt.
Solucién
La concentracitn de iones de hidrogeno en la solucién es de:
[ H"]=10"iones-g/It
Se sustifuye este valor en la farmula y se obtiene:
pH=—log[ H' ]
pH= —log[ 10"] se aplica la propiedad 3

pH=—(-8)log[ 10] =(8)(1)
pH=8

? Encuentra la concentracién de iones de hidrdgeno de una solucién, si su pH es de 7.
Solucion
Se sustituye pH =7 en la formula y se despeja [ H+]
pH =—log[ H" ]
7=—log[ H']
7=t 1]
antilog(~7)=[ H' |
Por consiguiente, la concentracién de iones de hidrégeno de unasolucidn es:

[ H*]=10" iones-g/it
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# Sismologia
En sismologia los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo
matemdtico:
I, = lug-‘;—i—
Donde:
{, =intensidad del sismo (escala Richter)
A =amplitud (micrémetros)
t =periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacién)
3 ¢ Cudl es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrémetros y su periodo de 0.09
segundos?
Solucién

Se sustituye A =8 000 micrémetros y P=0.09 segundos en la formula:

= log (88 888.89)
=4.95

Por tanto, el sismo tiene una intensidad de 4.95 grados en la escala Richter.
4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021.37
micrémetros, jcudl es su periodo?
Solucién
Se despeja la amplitud de la férmula:
I, =log% = antilogf, = %
A
f=—
antilog I,
Se sustituye en esta tltima formula [, =5.7 y A=9021.37 micrémetros:
_ 9021.37
antilog 5.7
_ 902137
501187 23
Por consiguiente, el periodo de una oscilacidn es de 00179 segundos.

# Decaimiento radiactivo
Otra aplicacién de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo. El decaimiento radiactivo de un
material estd dado por la férmula:

=00179

C=Cy(2) =
Donde:
C =cantidad de material radiactivo después de cierto tiempo
t = antigiledad del material
C,~=cantidad presente cuando t =0
n =vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, jcuinto de dicho material queda después de haber transcurrido
15 afios?

Solucién
Se sustituye en la formula n =25 y £ =15 afios:

o _1s
C=C(2)~ - C=G(2) =
c=c,(2)"*
C =C,(0659)=0.659C,
Por consiguiente, queda 0.659C, o 65.9% del material inicial.

({Cuil es la antigiiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
la vida media del material es de 5 900 afios?

Solucién
Con las propiedades de los logaritmos se despeja t:

-Gt oS- o o £ )-toste)

Se sustituye C'= iCn y n=>5900en la dltima férmula:

1

e
(5900) log| 4

o

__(5900)10g(0.25)  (-3552.15)
log2 log2 03010

o =11 801,16 afios

Por tanto, la antigiiedad de la pieza es de 11 801,16 aiios.
La desintegracién de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matemdtico:

p= pﬂe%mr

Donde p, es la cantidad inicial de sustancia y 7 es el tiempo en afios. ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?

Solucién
El tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p= *lipn-
entonces, se despeja tde la férmula:

p=poe ot P _ ooome P ppetnont
Py Pa
m?
n# =-00072¢lne ~—f ¢
Pu 0.0072
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Se sustituye p= % P, ¥ se realizan las operaciones:
= P
TP In2 : i
fee P 2 Py _ n0.5 —9627
00072 00072 00072

Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96.27 afios.

# Poblacién
H crecimiento de poblacién estd determinado por la férmula:

N=N, "
Donde:
N =mnimero de habitantes de una poblacién en determinado tiempo
N, =niimero de habitantes en una poblacién inicial, cuando r =0
K =constante
t = tiempo
8 El modelo matemético que rige el crecimiento de una poblacién es:
N =13500e""
Calcula el niimero de habitantes que habrd en 20 afios.
Solucién
Se sustituye el valor de =20 en la férmula:
N =3500¢7¢)
=3500¢" =5770 52
Por tanto, en 20 afios habrd aproximadamente 5 770 habitantes.

Q El siguiente modelo muestra el crecimiento de una poblacién de insectos:

N =850(3)"™
Donde N es el mimero de insectos y ¢ el tiempo en dias. ; En qué tiempo la poblacion serd de 10 200 insectos?
Solucién
Se despeja tde la formula:
In N
N 0mat N 8’50
N=850(3)"™" (3 In— =0.0941In(3 830
(3) 850~ a5~ 000 Goeam@E

Se sustituye N =10 200 en la tltima formula:

10200
850 Inl2 24849

=24.07 dias

! =0.0941n(3) ~00941n(3) ~ 0.1032

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dias para que se incremente la poblacién de insectos a 10 200,
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10 En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacidn inicial de 480 a 1 200 en cinco horas,
(Cuénto tardard la poblacién en aumentara 8 0007

Solucién
Se determina el valor de k para la poblacion inicial, donde N, =480, N=1200, =35,

N=Noeé" — 1200 =480 "' L L N

480 ¢ e =25
Se aplica logaritmo natural para despejar &
In(*)=m25 = SkIn(e)=l25 - k=-]’12§'-§~=_n-1?~51§3ﬁ=0.133
Entonces, el modelo matemtico se expresa como: N = N,¢*'**'
Se sustituye en la formula N =8 000 y N, =480
8000 =480
Para despejar ¢ se aplican logaritmos naturales:
8000
IF: e
8000 5y 8000 nasat 8000 480
—_— = ]]1—=]_]] ]]]—= .1 = =1 . T
230 &7 250 = e = D 018% — 1 T 53

Por tanto, en 15.37 horas o en 15 horas 22 mimutos 12 segundos, las bacterias aumentarin de 480 a 8 000

# Ley del enfriamiento de Newton
Conesta ley se obtiene la temperatura Tde un cuerpo en funcion del tiempo #; donde T es la temperatura ambiente,
el modelo matemdtico que la rige es:

T=T"+Ce"

Donde:
T’ = temperatura del ambiente
T = temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademds T <T”
C'y k=constantes

11 Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C, Si la temperatura del ambiente es de 32°C
y después de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, ;cudl es su temperatura después de 30 minutos?

Solucién

La temperatura del ambiente es T’ = 32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T'=250°Cy t=0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton,

T=T +Cé" 250 =32+ Ce 250=32+C
250-32=C
218=C
Se sustituye el valor de C=218°Cen la ley:
T =32+218"
Se sustituye ¢ =10 minutos y T=90°Cen la ley y se despeja &'

90 =32 +218¢4 2-"2—}893= £ 02660 = "™
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En la iltima igunaldad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a &:

In0.2660
10
—0.1324=k

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la barra es:

In0.2660 =Ine'™ In0.2660 =10k Ine k

T=3+218¢""
Finalmente, se sustituye ¢ = 30 minutos en la férmula anterior:
T =32+218¢ 759 T =32 +218¢77
=32 +218(0.01883)

=32+4.1049
=36.1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36.1049°C

EJERCICIO 145

Resuelve los siguientes problemas:
1. Obtén el pH de una solucién, cuya concentracién es de 190107 iones de hidrégeno/lt.
2. Laconcentracién de una conserva de vinagre de iones de hidrégeno es de 6 x10™, Determina su pH.
3. (Cudl es la concentracién de iones de hidrégeno de una sustancia, cuyo pH es de 97

4. Un sismo se presenta con 6 000 micrémetros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina la intensidad del
movimiento sismico en la escala Richter.

. Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richter,

Un sismo tiene un periodo 0.35 ssgundos de duracion y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cuél es su amplitud?
. El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ;Cudnto de dicho material queda después de 30 afios?

La vida media del tritio es de 12.5 afios. ;Cudnto tardard en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?

. Ladesintegracion de una sustancia radiactiva estd dada por el siguiente modelo:

W o =1 & ta

L Red
Donde ¥, es la cantidad inicial de material y  es el tiempo. ;Cuil es el tiempo de vida media de dicho material?
10. El modelo que rige el crecimiento poblacional de una ciudad es:
N =15 000"
Donde Nes el mimero de habitantes y ¢ el tiempo en afios. ; Cudntos habitantes habrd dentro de 10 afios?

11. En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 150 a 830 en 2 horas. ; Cudnto
tardardn en llegara 3 0007

12. La poblacién actual de ratas en una ciudad es de 40 000; si se duplican cada 8 afios, jcudndo habrd 500 000 roedores?

13. Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C. Si la temperatura del ambiente es de 25°C,
y después de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ;cudl es su temperatura después de 15 minutos?
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14, Latemperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una emperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de 80°C, ;cudl es su temperatura después de 20 minutos?

15. Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la temperatura ambiental es de 28°C. Si después
de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, ;cudntos minutos deben transcurrir para que su temperatura
sea de 120°C?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO D

PROGRESIONES

!__-'IISTGRICA

Sucesién de Fibonacci
Leonordo de Pisa nacié en lialia y fue

educado en Africa del norte. Su obra

principal es liber Apaci (Libro acerca del
dbaco), donde expone la importancia del sis-
tema de numeracién indoardbiga. Escrita en
1202 solo se conserva una version de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a la sucesién de Fibonacci.
Por muchos afios fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir
muchas de sus propiedades, ademds de que Kepler la relacioné con la
seccion durea y el crecimiento de las plantas.

la sucesién de Fibonacci se define por:
f=f=1
= +f oo
cuyos primeros términos son;
Bl 2, 3.0,8,. 13,21, 34, 55, 89,...

Leonardo de Pisa "Fibonacci”
{1170-1250)




2 Capituo

ANENO A

Sucesién infinita
Una sucesidn es de la forma:
[ S B B PR .
donde a, es el término general y se denota por:
a,=f(n) o {a}

Siendo n un mimero natural, asi: g, representa el primer término, a, el segundo término, a, el tercer término, a,
el vigésimo sexto término y a, el n-ésimo término de la sucesién.

EJEMPLOS .
vy

-8_ 1 ®@e¢:La sucesién con n—€simo término a, = ﬁ ,con ne N, se escribe como:

£

111 1
48" 12" 4n’
2 ®@o-Escribe la sucesién con n—ésimo término {3"}.
Solucién
Ya que n es natural entonces toma los valores 1, 2, 3, 4,...,
a, =3 a,=% a,=% a,=3* a =3

Por consiguiente, la sucesion es:

A o o 39278

3 @+ Encuentra los términos que conforman la sucesién con término general a, = 2n-1 v
n
Solucion
El término general es:
2n-1
a. =
n

Para determinar los elementos de la sucesidn, se sustituyen los niimeros naturales:
2(1] -1 2-1 1

Wechasry ey o=y S
2(2)-1 _ 4-1 3
i :2’ = =— ==
Ma=Ser—3 2 2
. 2(3)-1 6-1 5
Sl :3’ — = e— -
A 3 3

Por tanto, los términos de la sucesion son: 1, g—, 1;-, ; dn=1
n



CARITULO 2

Progresiones
A @+-Determina los 4 primeros términos de {{(— 1)"*' - 2n}.
Solucién
Se sustituyen los valores den =1, 2, 3, 4 en el término general:
Sin=1,a,=(-1)"=2(1) = (1) -2 =1-2=21
Sin=2,a,=(-1)"-2(2) = (-1)' -4 =-1-4=-5
Sin=3,a,= (-1)""-2(3) =(-1)' -6 =1-6=-5
Sin=4,a,= (-1)"" -2(4) = (1)’ -8 =—1-8=-9
Se concluye que los cuatro primeros términos son:
=1;=5,=5%:-9
5 ®e-Determina los 5 primeros términos de la sucesién, siq, =2 y a,, , = 3a,.
Solucién
De acuerdo con la regla general se tiene que:
;=2
a,=3a,=3(2)=6
a,=3a,=3(6)=18
a,=3a,=3(18) =54
a,=3a,=3(54)=162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesién son:
2,6, 18, 54, 162
EJERCICIO 146
Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:
1. a,= 1 7. {(n-1)n-2)} 13. a,= g,a,,+,=a,,-1
n 3
a1 R 1
foeiay e, a i — :2?’ = ———
2. a,=10-(0.1) 8, {( 1) n+l} 14, 4, 1= =30
1 n!
3 a,,=1+ﬂ—2 9. m 15, gy=-1,a,,,=na,
N i w20 5
B~ s 10. {(—1] n+l} 16. a,=-2,a,,,=(a)
2n-1 a
Sl 11, ¢,=2,a,,,=2a+1 17. q,=4,a,,,= .=
ﬂ! n n n n
& 4 1 3 i
6. {(-1)"»} L. 6= 2.0,,=5 -4, 18. a,=3,a,, =(-a)

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma

Dada una sucesién infinita a,, a,, 4...., 4,,..., la suma de los primeros m términos se expresa como:
Eaf =a,+a,+a,+.. +a,
=1

donde 1 y mson los valores minimo y médximo de la variable de la suma j,

Evaluacién de una suma, Es el resultado de la suma de los primeros m #rminos de una sucesién.

E‘.‘IEMPLOS *
'g_ 1 @¢ Determina la suma: Zf

§ Solucién :

iid

Se sustituyen los valores 1,2, 3, 4, 5 en el término general y se realiza la suma:
5
Ef = +22+ ¥ +4°+5=1+4+9+16+25=55
J=l

Por tanto, la suma es: 55
[}
2 ®+-Encuentra el resultado de la suma: Z{J +2),

=3
Solucién g
Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como
resultado final:

i‘liﬂl = (342)+(4+2) +(5+2)+(6+2) =5 +6+7+8=26

7
3 @+¢:Determina la suma: 23.

=1
Solucién "
Debido a que no existe jen la férmula de sustitucidn, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

7
¥ 3=3+3+3+3+3+3+3=21

j=

5
4 @+ Cuil es el resultado de Y, (j+2)(j-3)?
Solucién -
Se sustituyen los enteros del 1 al 5:

2(_,-‘-1-2](1—3] = (1+2)(1-3) + (2+2)(2-3) + (3+2)(3-3) + (4+2)(4-3) + (5+2)(5-3)

Se realizan las operaciones de los paréntesis y, por iiltimo, se efectiia la suma para obtener:

= (3)(=2) + (4)(=1) + (5)(0) +(6)(1) + (7)(2)
==6-4+0+6+14
=10

Por tanto: i{j+2){j—3] =10

=l
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Progresiones

4
5 ®+:Determina el valor de ¢ que cumpla con la siguiente igualdad: Z{q - 1]2 =214,
=1
Solucién "
Se desarrolla la suma:
(e=1)" +(2¢=1)" +(3e—=1)" +(4c-1)" =214
Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacion resultante:

E=2c+1+4" - e+ 1498 —6c+1 +16¢" - 8c +1=214
30¢°=20c-210=0
3¢ -2c-21=0

Por consiguiente: ¢ =3 y —g

EJERCICIO 147

Determina las siguientes sumas:
B

IR RN ¥ s S(H-) S 9 3

=l

2 (7-4j) 4 3 6 32 8 Y3 10, ¥
=0 F =l =1

=1

Determina el valor de c que cumpla con las siguientes igualdades:

b Ee 17 9 . B [ ('Lj—l]z_ﬁ
1, 22=10 5 X3=3 13, 2(9-2)=105 4 203 9

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresién aritmética o sucesion aritmética

La sucesidn a,, a,, d,..., 4, €5 uNa progresién aritmética si existe un nimero real r, tal que para todo niimero natural
m se cumple que:

a,=a, _,+r
Donde la diferencia comiin o razén es r=a, —a,, _,
Eijemplos
Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:
ay 2,6,10,14,...,4n-2
b -3,-5,-7,-9.....,-2n-1

n’+n+2

P25 L1,
) 2,4,7 =
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Solucion
a) De la sucesién: 2, 6, 10, 14,..,, 4n -2, determina la diferencia comiin:

r=a,-a, = [4(m)-2]-[4(m-1)-2] = [4m-2]-[4m-4-2]
=dm-2-dm+4+2
=4

Esto significa que los términos de la sucesién se encuentran sumando 4 al término anterior, por tanto, la
sucesidn es aritmética,

b) Sedetermina la diferencia comiin de la sucesién:

r=a,-a,_, = [2(m)-1]-[2(m-1)-1] = [2m-1]-[-2m+2-1]
==2m-1+2m-2+1
==2
Por consiguiente, la sucesion es aritmética,

¢) Sedetermina la razén o diferencia comiin:

R, Bl R [(mr+(m]+z]_[.;m_u=+(m_1]+2] ) [mz+m+2]_[mz -M]

2 2 2 2

La diferencia no es constante, enfonces la sucesion no es aritmética.

Formula para determinar el n—ésimo término en una progresién aritmética

Sea la progresion aritmética + a,, a,, a,..., a,, con razon r, entonces el n—ésimo término de la sucesién estd dado
por:

a,=a;+(n-1)r
Para todon> 1

Donde:
a, =n—Esimo término de la progresién
a, = primer término de la progresién

n=mniimero de términos en la progresién

r =razon o diferencia comiin — r=a,—a,,=.=t—a,=a,—a,
EJEMPLOS ®
'g_ 1 @+ -Determina el 8° término de la progresién + 1, 4, 7, 10,...
H Solucién
i

Se identifica el primer término, el mimero de términos y la razdn para sustituir en la férmula del n—ésimo término:

a,=1,n=8y r=4-1=3
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Progresiones

Por consiguiente:
a=a+{n-1)r — a,=l+(8—1](3]
a=1+(7)(3)
a,=1+21=22
Entonces, el 8° término de la progresidn es 22
: L1
2 ®e-;Cuil es el 7°término en la progresién 266" ?
Solucion
Se determinan los valores de los elementos

a, = . n=7yr= 2 el
5 YT T
Al sustituir en la férmula, se obtiene:
1 1 1 1
=atp-r - & 5*”‘”(5] =5*‘*(§]
1
== +2
a4y 3 +
_1+4 5
H="3 T3

Finalmente, el 7° término es g

3 ®+-Sien una progresi6n aritmética el tercer y noveno término son 11 y 35, determina el séptimo término.

Solucion

De acuerdo al problema:
a,=a,+(3-1Dr a=a,+O@-1)r
a,=a,+2r a,=a,+8r
1l=a +2r 35=a,+8r

Se genera un sistema de ecuaciones con incégnitas a, y r:

a,+2r=11
a, +8r =35
Del cual, al resolverlo, se obtiene que:

a,=3yr=4
Luego, el séptimo término es:
a =a,+(7—1)r=3+(6)4)=3+24=27

Formulas para determinar el primer término, nimero de téminos y la razén
Todas estas farmulas se deducen de la férmula a, =4, + (n — 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos,
# Para encontrar el primer término se despeja a,:
a=a,+(n-1y — a—(n-1)r=a,
Por tanto:
a,=a,~(n-1)r
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ANEXO A
# Para encontrar la razén se despeja r:
a,.=a,+{n=1)r -3 a,—a,=(n-1)r — rma"_f]
n—
Por consiguiente:
e
n-1
# Para obtener el mimero de términos se despeja n:
a,=a,+(n—1y - L e G — - W
r r
En consecuencia:
a —a+r
n=——1—
r
EAEMPLOS *
'g_ 1 ®#- Encuentra el primer término de una progresién aritmética, si se sabe que el 13° término es —28 y la razén es - 6.
H Solucion
it

Se determinan los valores de los elementos:
a;=-28,n=13 y r=-6

Al sustituir en la férmula se obtiene a,:

a,=a,-(n-1r o a,==28-(13 - 1)-6)
a,==-28 - (12}- 6)
a,=—28+72
a, =44

Por tanto, el primer término es 44
El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustifuyen los valores directamente en la formula:
a,=a,+(n-1)r

2 ®#:Determina la raz6n de la progresién aritmética cuyo primer término es 6 y el 16°es 9.
Solucion
Se determinan los elementos que se tienen como datos:
a=a,=9 a,=6y n=16
Al sustituir en la formula y despejar r:

a=a+(n-1r — 9=6+(16-1r
9-6=(15)r
- 9-6 3 1
15 155

Finalmente, la razdn de la progresién aritmética es é
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3 ®e¢-;Cuéles el nimero de términos que tiene la progresién aritmética + 4.5, 6.6,..., 25.57
Solucién
Se obtienen los datos:
a,=45,a,=255y r=66-45=2.1
Se sustituyen los valores y se despeja n:
a =a,+(n-1)r - 25.5=45+(n-1)2.1)
_ 255-45+2.1
B 2.1
n= 2L =11
2.1
Entonces, la progresién tiene 11 términos.
RCICIO 148
Determina cules de las siguientes sucesiones son aritméticas:
1. 4,9,14,...,5n -1 L 5 R RO o
2. 2,4,8,..,2 5. 2,4,6,....2n
2 75 11
T e e | RS . 5 5 seeey o
3 3'6'3 (21': 6] 6. k+1,2k+3,3k+5 nk+2n-1
Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresiones aritméticas:
7. El18°términoen: + 2, 5, 8,... 12. El 7°término en: + 120, 108, 96,...
8 El11°términoen; + 1, %,%,... 13. El 12° término en: + 0.5, 0, = 0.5,...
9 EllS“térmhoan'*—é—ili 14. El 18’ térmi 1+-522, 49
Z i : rmino en: + . 49,...
10, E110° términoen: + 1,7, 13,... 15. E113° término en: + 15, 11.5, 8....
11. El 16" término en: + 3, ?,%,... 16. El 17 término en: + %,03?5, L.,

Dados algunos elementos de una progresién aritmética, determina el elemento que se pide:
17, El 1* término si el 13° término es 67 y la razén es 5

18. Larazén siel 17 términoes 7 yel 107 es =11

19. El mimero de elementos de la progresién: +120, 519,..., 3 312

2 1
20. Larazén si el ler término es 3 yel §° —%

21, El11°término siel 3°es —4 yel 7°es - 16

22, El 17 término si el 20° es —62.5 y la razén es — 2.5

1 11
23. El mimero de términos de la progresién: +E,§,...,E
24, El 1" término siel 5°es =9 y el 9 es— 25

25, El 17 término siel 11°es __159; y la razén —%
; 1 . ; ; ; i
26. Silarazénes T del mimero de términos y el 1%y 1iltimo término son: 0.15 y 3.75, respectivamente, determina el

nmiimero de términos.
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27. Larazdn si el cuarto término es i— yel 11°es2

28. El 5 término siel 2°es —% y el octavo es —%
29. El 7 términosiel 3 esdn—1yel 10%es 11n—8

30. B1 4 término si el 8 es 2210 y el 15° 43:;3—20

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma de los n primeros téminos en una progresién ariimética
Sea la progresion aritmética:
T B .

Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:

Suzzﬂ; =a+a,+a,+..+a
=

Demostracién:

R U 2 i U, +a , +a,
S=ag, +@+nN+...... +[a, + (n=2)r] +[a, + (n=1)r]
Al cambiar el orden de los términos y realizar ima suma vertical, se obtiene:
S=ag,+{@+r)+.......... +[a, +{(n-2)] +[a, + (n-1)r]
+ S=lg,+(n=-1yl+[g,+(n=-2]+......... + [a, +r] +a,
28 =RaHn-Drl+[2a+n—-Dri+........ + [2a,Hn — D)r] + [2a,+n - 1)r]
[ n veces i
Por tanto:
28=n[2a,+(n-1)1] =5 S= %[20, +n-1)r]

Ademds sabemos que a,=a, + (n —1)r, entonces:
§= g[a, +a, +{n—l}r]

Luego, la férmula para hallar la suma de los primeros n términos estd determinada por:

_ n {a, +ﬂ..]
=773

EgEMPLOS *
'8_ ] ®#: Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresién aritmética:
.5. +2,7,12,..
[

Solucién

En esta progresidn los datos son:

a=2, n=12 y r=7-2=5
Por consiguiente, el 12° término es:

a,=a,+n-r - a,=2+(12-1X5)
a,=2+(11)5)
a,=2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la formula los siguientes valores:

a=2, ;=57 y n=12

Finalmente,
- n (a,+a,) N g 12 (2+57) _ 12(59) a4
2 2 2
Entonces, la suma de los 12 términos es: 354
2 ®e-Encuentra la suma de los 15 primeros términos de la progresién:
19 17
=+ ? 5 ? 3 5 gue
Solucién
De esta progresidn los datos son:
19 17 19 2
= — :1 I — i ——
ATy BEYrEETIT

Se encuentra el 15° término:

19 2 19 2
a,,=a,+(n-1yr - By= ?+{15- ](-5] - a,= ?+{14](-5]
19 28
as= ?—?——3
Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la férmula:
19
a,:; n=15 a,=-3
19 10
15 =+(=3)| 15|—=
e (3+) _s(3)
= "7 = = =2
S, 5 = Sis 5 5 5

Entonces, la suma de los 15 primeros términos es 25

EJE

RCICIO 149
Resuelve los siguientes problemas:
1. ¢ Cudl es la suma de los primeros 8 términos de: +1, 7,13,...7

. Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresion: + -35,...,7

. Encuentra la suma de los primeros 8 términos de: + 3, %,; s
. {Cudl es la suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7

. Encuentra la suma de los 13 términos de: = 15, 11.5, §,...
Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresién: + 21, 24, 27..,

. Determina la suma de los 11 primeros términos de: + =15, =12, -9,..
. {Cuil es la suma de los términos de la progresion: + 1 000, 988,...,—1887

. Determina la suma de los términos en la progresién: +1, 2, 3,...,n
. Encuentra la suma de los términos de la progresién: + 2, 4, 6,...,2n

—
=
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11. ;Cudl es lasuma de los términos de la progresion: + 1, 3, 5,..., 2n—- 17
12, ;Cual es el mimero de términos de una progresidn aritmética, cuya suma es 42, 5i el dltimo término es 31 yla razén es 57

13. Determina el mimero de términos de una progresién aritmética, cuya suma es % , si el primer término es % yla
1
razén —.
"3
14, Lasuma de 32 elementos en una progresidn aritmética es 1 200, Si la razdn es 3, determina el primer término,
15. Lasuma de 50 términos de una progresidén aritmética es 2 550. Si la razdn es 2, ;cuil es el primer y iiltimo término
de la progresién?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto niimero de bloques de granito de la siguiente manera: 15 bloques en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior. Si en la tiltima fila superior colocé 1, encuentra el total de bloques que apild.
Solucion
El problema indica que el primer término de la progresién aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta:
+15,13,11,..,

Los datos conocidos son: @, =15, r =—2y a,=1, entonces se debe de calcular el mimero de filas que se pueden

apilar,
a, —a, 1-15

n=—2—1Ll41 n=
r -2

41 =741-9%

Luego, la suma estd determinada por:
+
5= (a, +a,) 5, 8 (15+1) 128
2
Entonces, el constructor apild 64 bloques de granito,

EJERCICIO 150

1. Elestacionamiento de un centro comercial tiene la siguiente disposicidn de lugares: la primera fila tiene 50, la segun-
da 47, y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. $i la iiltima fila tiene 23 lugares, ;de cudntos lugares
dispone el estacionamiento?

2. Un albaiiil apilard ladrillos de tal forma que la base tenga 50, la segunda capa 48, la tercera 46, y asi sucesivamente
hasta que la capa superior tenga 24, ; cuintos ladrillos en total apilari el albaiiil?

3. Una empresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada
uno de los bonos es de $75, determina cudnto recibié el trabajador mds puntual,

4, Seapilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendrd el doble de rollos que la ditima, y la diferencia de rollos
entre cada una de las capas serd de 1. ;Cudntos rollos debe tener la tiltima capa?

5. Se van a colocar en filas los asientos para un auditorio, de tal manera que la primera tenga 20, la segunda 23, la tercera
26 y asi sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, ;cudntas filas se formaron?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Interpolacién de medios aritméticos

Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el dltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razén.
La interpolacién de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresidn a partir de conocer

el primer y dltimo término,

E“{EMPLOS .
-g_ 1 @9 Interpola 4 medios aritméticos entre 5 y 32.5.
o Solucién
i
En esta progresién los elementos dados son:
a,=5ya =325
Para encontrar el niimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos mds 2 (primer y iiltimo término),
entonces:
n=6
Con los datos anteriores se encuentra la razén:
Nl 5 o 32.5-5
n-1 6-1
w2l
5
r=5.5

Por tanto, la progresién estd determinada por:

+5, (5 +5.5), (10.5 +5.5), (16 +5.5), (21.5 +5.5), 32.5
+5, 105, 16, 21.5, 27, 325

Y los 4 medios antméticos son:
10.5, 16, 21.5, 27

2 ®+-Interpola 5 medios aritméticos entre 11 y — 13,

Solucién
Los términos dados son,
a=11, a,==13 y n=7
Se obtiene la razdn,
r:aw—a] i r=_13_11 :—_24_:_4
n-1 7-1 6

Por consiguiente, los medios aritméticos son:
7131_ 1!_51_9
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Media aritmética o promedio aritmético
# Sean los niimeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:

X tx
2
# Sea el conjunto de nimeros x,, X,, X,....X,, €0 consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se de-
fermina asi:
Xttt tx

n
%EMPLOS *
-g_ 1 @+ En el grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11. Determina la edad
E pomedio del grupo.
ey Solucién

Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el mimero de éstas, entonces:
1I2+13+13+14 +15+12 +14 +15 +11
Edad promedio = bt b +:+ HeTL* =132

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 afios.

2 ®e-Unalumno tiene en sus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6, 9, 8.4 y 7.8. ; Qué calificacién necesita
tener en la quinta evaluacion para exentar la materia con 87

Solucion
Sea x la quinta evaluacién y el promedio 8, entonces:

; de las evaluaciones T6+9+84+78+x
Promedio = S 8=
total de evaluaciones 5

Al despejar x de la expresién se obtiene:

58)—(7.6+9+84+78)=x
40 -328=x
T2=x

Por consiguiente, la calificacién minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151
Resuelve los siguientes problemas:
1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresién, cuyo primer y tiltimo término son: 21 y 60,
2. Interpola 7 medios aritméticos en la progresidn, cuyos extremos son: 5 y 17.
3. Interpola 6 medios aritméticos entre % y3.
&
7"

Interpola 6 medios aritméticos entre =3 y 0.5.

7

4. Interpola 7 medios aritméticosentre 0.5 y 8
5.
; . ; 1
6. Interpola 3 medios aritméticos entre 3Y 5
7.

3
{Cuil es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 y 107

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
La compaiiia de dulces La Pasita comprd una maquina registradora a un precio de $12 000. Al cabo de 6 afios la
vendid en $5 520. La depreciacién anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada afio.
Solucién

Esta es una progresién aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamente, entonces,
se deben interpolar 5 periodos (afios),
En consecuencia:

a,=12000, a,=5520 y n=7

Se encuentra la depreciacion anual (razén):
SR 5 = 5520-12000 _ 6480 — 1080
n—1 7-1 6
signo negativo indica que el costo de la maquina va a dismimir $1 080 por aiio.
Por tanto, el valor de la maquina al final de cada afio es:

1* afio: $ 10920 4%afio: $7 680
2° aiio: $9840 5%afio: $ 6 600
3% afio:  $ 8760 6°afio: § 5 520

EJERCICIO 152

1. En un salén de clases de 15 alummos la edad promedio es 7.8; 9 de ellos tienen 8 afios; la edad de otros 3 es 7. ; Cudl
es la edad de los restantes si tienen los mismos afios?

2. ;Cual es la calificacién que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8.5 la materia de biologia,
sien los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7, 7.9y 7.67

3. Determina el promedio de una progresion aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el
iltimo 16,

4, Obtén la media aritmética de la progresidn aritmética a,, d,, @,...,d,,.

5. Ellado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la
iiltima 56. Determina el niimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera.

6. Si el lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y x es el mimero de tejas que tiene la primera hilera. Si
las hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el niimero
de hileras y mediante una interpolacién precisa el nimero de tejas de cada hilera.

A Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Prcgresién geométrica o sucesion geométrica

Alasucesion a, a,, a,,..., a,, se le llama sucesion o progresién geométrica, si para todo a,, que pertenezca a la sucesién
existe una constante r diferente de cero, tal que:

a =da r

m+ 1 L]

Donde la razén comiin es r = 2= y se denota con el simbolo ++
ay
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Ejemplos
Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica,

@ 3,6, 3.2+

27
c 1,47

b =

| =
|~

1
I
Solucién

a) Se obtiene la razdn comiin:

3 B 3_2{w+i}—1 B 3_2::
a, - 3. -l _3_2m—!

=2

Se observa que los elementos de la progresidn: 3,6, 12,..., 3-2"" se obtienen al multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresion es geométrica,

b) Sedetermina la razén comiin para la comprobacidn:

1 1
_ a, .. _ 3{m+i}+l _ 3m+2 _ 3'” _ 1
T T - o
" 3n+i 3|=+1
a7 . ; 1 1 : Y
Significa que los términos subsecuentes de la progresion: %, TR T T%Eubhenﬂnﬂlmulhph(:ﬂrl}or

1 2 ;
3 entonces se deduce que es progresion geométrica,
c) Alobtener larazén de la progresion:

Gy (m+1)-2  3m+3-2  3m+l

a, (m)-2 ~ 3m-2  3m-2

La progresion no es geométrica, ya que los términos siguientes no se pueden obtener al multiplicar por la
razdn resultante.

Férmula para obtener el n—ésimo érmino en una progresion geométrica

Sea la progresion geométrica ++ a, @, d,,..., @,y razén comin r, entonces el n—€simo término se define como:

a,=a,-r
Donde:
a, =n—€simo término r=razdn de la progresion
a, = primer término n =niimero de términos de la progresidn
EJEMPLOS ‘
'8_ 1 ®# Determina el 9° término de la progresion ++10, 20, 40,...
.|§_ Solucién
Se obtiene la razén al dividir uno de los elementos entre su antecesor:
40 20
P = e i =
20 10
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Entonces, los elementos dados son:
a,=10,r=2 y n=9
Al sustituir, se obtiene el 9” término:
a=ar"" — a,=10(2y" "' =10(2)°
a,=10(256)
a,=2 560
Finalmente, el 9° término es 2 560
2 ®e-Determina el 7° término de++200, 100, 50.,...
Solucién
De la progresidn se tienen como datos:
a,=200,r= % = % yn=7
Luego, para encontrar el 7° término se sustituye en la formula;
1y
acart o a=@0)(3]
1Y
o =(20) 3

Entonces, el 7° término es %
3 ®+-Sien una progresién geométrica el 3% y 7° términos son 18 y 1458, ;cuil es el 5° término?
Solucién

De acuerdo con el problema

a3=a,r3'] a.;za,ll'T'1
18 =qa,r’ 1458 =a,r®
Se obtienen las ecuaciones:
ar’=18 ¥y a,r®=1458

Pero a,r®=ar™ r*=18r" entonces

18r*=1 458 — rz‘% =3 r=3

Al sustituir este valor, se obtiene a,:

a (3 =18 > a =g =2

En consecuencia, el 5° tfrmino es:

a=ar'= (2" =(2)(81) =162
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Formulas para obtener el 1% #émino, nimero de términos y la razén
Todas las férmulas subsecuentes se obtienen de a, = a, -r"”

# Para encontrar el 17 término:
= ﬂ;'rﬁ_i — 4 = .3

a,

# Para encontrar la razdn:

# Para determinar el niimero de términos que contiene la progresién geométrica:
s loga,—loga, +logr

=a .r" —
a, 1 Togr
Estas férmulas se aplican, segiin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-
tinuacidn:
EJEMPLOS .
i ; 1 —_— 1 R
-g. 1 ®# En una progresién geométrica la razén es 37 el 8° término es 3 Calcula el 17 término.
&l Solucién
iid
Los datos en este problema son:
1 1
= o — 8 = -—
h=g n rEs
Entonces, al sustituir los valores en nuestra formula, se obtiene:
1 1
a, 3 ] 128
ai=rn—l - q=ls—:=I=?=16
O

Por tanto, el 1¥ término de la progresion es 16

’ . o 1 ;
2 ®+-;Cuil es la razén de la progresién geométrica, cuyo 1%y 7° término es 3 ¥ 3 125 respectivamente?

Solucién
Los elementos que se tienen como datos son:
1
alzg a,=3125 n="7

Luego, al sustituir en nuestra formula se obtiene el valor de la razén, entonces:

r=n-‘:/£ — r=?_!il-1%5—=§||'15625=5
a =

n

Finalmente, la razén de la progresidn es 5
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3 ®+-;De cuéntos términos estd formada la siguiente progresién geométrica?
++ 1,2, ... ,512
Solucién
De la progresién se tiene:
a=1 a, =512 r=%=2
Se sustituyen los valores para obtener el nimero de términos.
Lo g (512)-log (1) +log (2) _ 27092-0+3010 ~10
log(2) 3010
El nimere de términos de la progresidn geométrica es 10
RCICIO 153
De las siguientes sucesiones determina cuél es geométrica:
1, 1,2,4,., 2% Boomdm B0 n 6
l 1 3 3"_2 3 3 23 3
2. 3,—2'. 4.---,5,;: 5 13,28 %7
3. 1,2,6,...,n 6 3,612,.,32%
Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:
g 1 ; 729 243 81
1. El& ==, =1, 3,.. 13. E1127 % de s —, —, — ...
término de 3 s 3, término 64’3216
B. E19° térmjnodeﬁ%, 1, % - 14. E19° término de ++ 1, —m’, m®, ...
9. El15°término de +— =5, 10, =20, ... 15. El 10° término de ++n"*, n'% 1,...
5 4
10. El17°término de ++ 2.5, 22 16. E17°término de +s (n+1) (n+1)°
4 B i I e L
11. E110° términode ++ -9, -3, -1, ... 17. E113" término de +:2%7%,2%7%, 2775, .,
12. El 8°término de ++ 8, 4, 2,... 18. El9°término de ++ a,,a,r’, a,r’,...

Dados algunos elementos de una progresién geométrica, halla el elemento que se pide:

19. El 1° término, si la razdén es ;‘l,- y el 6 término es 1_16
20. El12°término, sisurazénes—2yel T es— 128

21. Larazén, siel 17 término es % yel5%es L

135
. : 729
22, Larazén, siel 1 términoes -8 yel 7 es—ﬁ
23, El nimero de términos de ==+ -2, —6,.., —162
24 Elnﬁm:t:mti:ttiirmjm:rssilﬂrﬂm:intas2 f:ll“térmim:tf:sl el dltimo o
' 5’ 27 ®125
25

. El niimero de términos de «+ 5°, 5", ..., 5"
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16

729

27. El# término siel 2°es 1 yel 9°es %
m

26. El 17 término si el 4 es -2%; yel7°

z, B,
28. El11°érminosiel 3°es 25 yel Pes 26

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacién 25% por hora. ;Cuintas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucién
El cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o % de la cantidad inicial; lnego, el mimero de elementos que conforman la sucesién es el término inicial

més los 6 términos siguientes.
De acverdo con los datos:

a, =2t]000,r=%yn=?

Al sustituir en la férmula para obtener el n~€simo término:
3
4
Por tanto, al cabo de 6 horas habrd aproximadamente 76 294 bacterias,

7-1
a,=ar""' a,=20000 ( ] =76293.9 =76 294

EJERCICIO 154

1. Determina la sucesién de 4 términos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros
nimeros formen una progresién geométrica y los tltimos 3, una progresidn aritmética,

2, Una generacidn celular es la divisién de una célula en 2. Si se tienen 8 células iniciales, jcudntas células se han
generado tras 10 generaciones celulares?

3. Tres mimeros forman una progresion aritmética con una razén de 2. Si el segundo mimero se incrementa en 1 y el
tercero en 5, los niimeros resultantes forman una progresién geométrica. Determina los niimeros de la progresion
aritmética

4. Determina el mimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares,

5. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ;Cudl serd la poblacién de bacterias al transcurrir una
hora 20 minutos?

6. Del problema anterior establece la férmula general que determina el mimero de bacterias en ¢ horas.
7. Seinvierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual. [ Cuénto se tendra al final de 8 afios?

8. En cierta cindad nacieron 32 500 bebés en el afio 2005, si el niimero de nacimientos se incrementa 20% anual, ; cudntos
bebés se estima que nazcan en el afio 20097

9. Setiene un cuadrado de drea 1 024 cm” y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los
puntos medios del primero; después se inscribe otro cuadrado en el segundo con la misma disposicién. Si se conoce
que el 4drea de un cuadrado inscrito es la mitad del drea del cuadrado en el que se inscribe, jcudl es el drea del noveno
cuadrado inscrito?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma de los n primeros términos de una progresién geométrica

Deduccién de la férmula.
Sea la progresién geométrica ++ a,, a,, 4,...., a,, llamemos S a la suma de los primeros n términos, enfonces:

§= Zaizﬂl+az+aj+.....-.......+ﬂ“ -
=
Al multiplicar por la raz6n la igualdad:
Sr=ag-r+ar+a, T+, a,-r -

Al restar a la ecunaciéon 2 la ecuacién 1, tenemos:

S-r= T + a-r + 87 F o +a,-r
=8 = =@ = 4T = 0 T a_,r
Sr—-8=a r—ag
Entonces:
Sr-1)= a,-r-a pero a, = ar"’
Hr-1)= r.l,ll""'I F=a,
Sr=1)=ar"—aq,
Finalmente:
a(r® -1 r'=1 1-r"
_al-) o) ()
r—1 r—1 1-r
EIEMPLOS .
'g_ ] ®# Determina la suma de los primeros 8 términos de la progresién geométrica:
E
'IE- -H-%,Q,B,...
Selucién
En esta progresién los datos son:
4 3
a = E r= 5 n= 8

Luego, al sustituir en la formula se obtiene la suma de los 8 términos:

ey BB (e () s

r=1 é—l 1 30 256 96

2

630
Se concluye que la suma de los primeros 8§ términos de la progresidn es T‘S
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2 ®e+:Encuentra el 1% término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341 y la razén es — 2,
Solucién
De acuerdo al problema los datos son:

n=10,r=-2 y §=341
Al sustituir en la férmula y despejar a, se obtiene:

a(r -1) a[(-2)" -1]
i LA Yl —b -~ d
r=1 -2-1

Se simplifica la expresidn y se despejaa,:

sl a[(-2)"-1] sy _ @l1024-1] _(=3)a1) _ 023 _

a, =
=3 =3 1023 1023

S:

Por tanto, el 1% término de la progresion es — 1

3 @+ Determina el mimero de elementos de una progresién geométrica, cuya suma es 1093, su 1¥ términoes 1 yla razén es 3.
Solucién
De acuerdo con el problema;

a,=1,r=3 y§=1093
Al sustituir en la formula de la suma de términos:
" =1 1(3" -1
_a(r-1) e 1851
r=] 3-1
Al simplificar y despejar nse obtiene:

1093 = A=l

2186 =3"-1 2187=3" (37" =3
T=n
Por consiguiente, se realizé la suma de los primeros 7 términos de la progresion.

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términos que se indican en las siguientes progresiones geométricas:
1. Seis términos de +—= -9, =3, -1, ...

78 Sietetérminusdcﬁé, 1 3,
2 3
3. Nueve términos de == =5, 10, =20, ...
4. Diez términos de =9, 12, 16,...
1 1 1
. Quince términos de —, —, — ...
5. Quince términos 3’3 2

6. Dieciocho términos de <= 2, 4, 8,...
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7. Doce términos de ++ +3,3, v27 ,...
8. Diez términos de += 1, =2 ,2,...
9. Veinte términos de ++n, n°, ...
10. Nueve términos de ++ 27,27 2% .,

11. ntérminos de ++ a,, a1’ a,r’,...

1 1 1
térmi de ==+ — y =y — e
12. nterminos 2'4'3

Resuelve los siguientes problemas:
13. Encuentra ¢l niimero de términos de una progresidn geométrica; si la suma es 255, el 17 término es -3 y la mzén - 2.

14, Determina la razén comiin de una progresidn geoméirica si el 1% érmino ¢s 8 yel 6° término —%.

30 2
15. ;Cuil es el 1% término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 8 términos es 68—15)' la razén es 5?

; ; y _ 31 —— 1 |
16. ;Cudl es el dltimo término de una progresion geométrica cuya suma es & ,su 1¥ término es 1 y la razdén E?

17. Determina el 1% término de una progresion geométrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razdn es -3,

; e 211 - . 2 s , 2
18. .{_Chlélcslﬂrﬂzénchumpmgmméngwmemca,mlasumacs-—z-z—,al1 térmmocs;jyelulumotérmmocs—g—?

: i e 1-x7 .
19. Encuentra el niimero de términos de una progresion geométrica, mlﬂsumacsﬁ, el 1% término es x* y la razén
1
es —,
x

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una compaiifa de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2 010 y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respectoal afio anterior. Determina cudntos automdviles pretende vender la compafiia en ese
periodo.

Solucién
De acuerdo con el problema los datos son:

a,=5000, r=100% + 5% =105% =1.05

1-r"
S““‘(1-r]
1-1.05'"]

1-1.05

=5 000 (12.5778)
=62 889.46 = 62 890 autos

Por consiguiente la compaiiia pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 afios,

S,=5 non(
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2 Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacién en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
de la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ;Cuéntos habitantes
habran padecido la enfermedad para el afio 20107

Solucion
De acuerdo al problema, los datos son los siguientes:

a,=2500,r=105%=105yn=5
Sustituyendo en la férmula, se obtiene:

geth
T
- _2500(1-1.05°)
" 1-1.05
2500(1-1.2762) 2500(-02762) ;
= = =13 814
005 ~0.05 38 bitantes

Por tanto, para el afio 2010 habrin padecido la epidemia 13 814 habitantes aproximadamente,

EJERCICIO 156

tendrdn en total después de realizar 6 veces esta operacién?

sonas en el 4rbol genealdgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atris, incluyéndola a ella?

1. Un trisgngulo equilitero se divide en 4 tridngulos equiliteros mas pequefios de igual drea, éstos a su vez se dividen
en otros 4 tridgngulos cada uno; este procedimiento se repite para cada tridngulo resultante. ;Cudntos tridngulos se

2. Carolina tiene papd y mamd, a su vez éstos tienen cada uno a su padre y madre, y asi sucesivamente, ; Cudntas per-

3. Encierta poblacion la produccidn de maiz en el afio 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esa cantidad

ha tenido una disminucién de 25% amual. ;Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 20067

4. Durante el afio 2005 cierto hospital atendié 5 110 partos; sin embargo, este niimero se incrementd 10% anual. ; Cudntos

partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 20107

5. La poblacién en México en el afio 2000 estd cuantificada en 100 millones de personas. Si para el afio 2002 las au-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ja qué ritmo esti creciendo la poblacién en nuestro pais? Si se

mantiene este crecimiento, para el afio 2010 jcudntos habitantes tendrd el territorio mexicano?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresion geoméirica infinita

Sea una progresién geométrica, cuyo 1% valor es a= 100 y la razén r = % ,{qué le sucede a la suma de los primeros
n términos?
El comportamiento de la progresion:

a, —ar"

5 =

1-r

1 .
Parag =100y r= > se obtiene:

S, =2a,-2a, (%]
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s,=mn-2nu(%] siA=3
1
=200 -200] — in=
5 0(255] sin=8
1 .
Sgu =200 —ZUG(M] sin=20

; 1y :
De manera que, conforme ncrece, el término (E] se hace mds pequefio y tiende a cero.

Es por eso que para cualquier progresién geométrica infinita, donde la razén es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros n términos igual a:

s,=l‘i—’rv|r|<1

EAEMPLOS o
'g_ 1 ®¢: Determina la suma de la progresién geométrica infinita: 9, 3, 1,...
£ Solucién

\ ; 1
Los datos proporcionados por la progresién sona, =9, r= s
Como la razén |r| < 1 entonces se utiliza:

En consecuencia, la suma de términos de la progresién geométrica infinita es: %

2 ®e-Obtén la razén de una progresién geométrica infinita si el 1” término es 4 y la suma es 8,
Solucién
De acuerdo al problema, los datos son:

a,=4,5 =8
Al sustituir en la férmula de la suma de una progresion infinita:
5ot L
. E 1—r
Al despejar rde la ecuacién se obtiene:
Bl -=d 8—8r=4 —8r=—4 r=é—
EJERCICIO 157
:  Realiza lo siguiente:
i 1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresién ++ -6, 3, _?3,
2 . P e . . 311
s 2. Determina la suma de términos de la progresion infinita ++ 1'5' 3"
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2

3. ;Cudl es el valor de la suma infinita de términos de la progresién ++ 6, 2, —3—,...‘?

4. ;Cudl es el valor de la suma de términos de la progresién infinita ++ —, g, 1.7

LR -]

; s 1 ; i ;
5. Lasuma de términos de una progresion infinita es 3 y larazdn es o . Determina el 17 término de la progresién.

6. El 1% término de una progresién infinita es 2 /3 y la suma de los términos es 5 v/3 . Encuentra la razén,
7. El 1” término de una progresidn infinita es % conb>aya beNylasumaes % .{Cudl es larazén de la progre-
sign?
. . . L . . . - o
8. Un tridngulo equildtero de drea 1 cm” se divide en 4 tridngulos equildteros mds pequeiios de drea 7 cm’,asu vez, uno
de los 4 tridngulos se divide nuevamente en otros 4 tridngulos de Ecmz, y se repite el procedimiento sucesivamente
con 1 de los 4 tridgngulos resultantes. ;Cudl es el resultado de la suma de las dreas de los tridngulos?

9. Se tiene un cuadrado de drea 1 024 cm’ y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices extremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asi sucesivamente. Si ya se conoce que el drea de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determina la suma de las dreas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera.

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Interpolacion de medios geométricos

La interpolacidn de medios geométricos consiste en encontrar un cierto mimero de términos, entre el 1° y iltimo, para
formar una progresién geométrica.

EgEMPLOS -

's. 1 @+ Interpola 4 medios geométricos en la progresién ++ - 3,..., 96.

5. Solucion

Al interpolar 4 medios geométricos, la progresion estard formada por 6 términos, entonces:

a=-3,n=6ya,=96
Se procede a calcular la razén, a partir de:

r= ﬂ—l\/g - r= ’\lgzﬁl— 2 ==2
a, =3

Por tanto, la progresién queda como a continuacién se muestra:

-3, ~2(-3), -2(6), ~2(-12), ~2024), ~2(-48)
=3, 6, 12, 24, - 48, 96
Los medios geométricos son:
6, —12, 24, -48
2 ®e-Interpola 5 medios geométricos en la siguiente progresion: ++ 16,..., 25%5'
Solucién
Los datos de la progresion son: ¢, = 16, a, = =¥ yn=7

256
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1

r = nld a_ﬂ i T_l 25 =l
& 16 4096 4
La progresidn que resulta es:
1 1 1 1
16‘! 41 l! TN e b a Ko mmar
4 16 &4 256

Por consiguiente, los 5 medios geoméfricos son:
LTI
16~ 64

Media geométrica
# Sean los mimeros x, y x,, entonces su media geométrica se define por:
XX, six, yx, son positivos
—JX,Xx, six yx,sonnegativos

# Sean los niimeros x,, x,, X5,... X,, entonces, su media peométrica se define como:

B & 5 S
EJEMPLOS «
'8. 1 ®¢- Determina la media geométrica de 12 y 48,
L§- Solucién

Se busca un término que forme una progresién geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la férmula:
Media geométrica = ,/(12)(48) = /576 =24

Esto indica que la progresién geométrica formada es:

12,24, 48
Y se comprueba con la razén:
-k .
12 24

Por tanto, la media geométrica es 24

2 ®e-Encuentra la media geométrica de los nimeros 3, 9, 27 y 81.
Solucién
Se aplica la férmula:
Media geométrica = 3/(3)(9)(27)(81)
Al simplificar la raiz se obtiene:

P =33 =3 43 =323=0.3

Finalmente, la media geométrica es: 9 /3
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EJERCICIO 158

Realiza la interpolacién de los medios geométricos que se indican:
1. Cinco medias geométricas entre % y32,

. . 4
2. Tres medias geométricas entre 12 y 5

3. Cuatro medias geométricas entre —3 y — 96,

4, Cinco medias geométricas entre 1%3{6144.

5. Tres medias geométricas entre 2+/3 y 18+/3.
26

; : 1
. fre — y2—.
6. Cuatro medias geométricas en 57 23

7. Seis medias geométricas entre — 128 y — 1

18
8. Tres medias geométricas entre (x — 1)’ y (le)
8

7

2
9. Tres medias geométricas entre % i

; : 2
10. Cuatro medias geométricas entre % y 4.

Determina la media geométrica de los siguientes nimeros:
11, 6y9

12, —4y-8

13, 5y25

14, 9y 16

15. 2,3y6

16. 4,8y 32

17. 1,3,9y27

1 1 1 1

18. E’I’EYE

ca tus resul os en la sec LR es cormespondiente
Verifi Itad la cién de solucion pondie

Interés compuesio

Una de las aplicaciones mds importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
w0 en la economia y la administracién,
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interés anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 afios.
M, =100(1 +0.1)=110 primer afio
M,=110(1 +0.1) =121 segundo afio
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M,=121(1 +0.1)=133.1 tercer afio
M,=133.1(1 +0.1) =146.41 cuarto afio
M,=146.41(1 +0.1)=161.051 quinto afio
Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés
fija, se utiliza:
i L}
M=C (1+-]
n
Donde:

M =monto generado
C = capital inicial

i=tasa de interés porcentual anual
n=niimero de capitalizaciones al afio

t=tiempo que se invierte el capital

&
L

EJEMPLOS
wi

1 ®# Unama de casa ahorra en un banco $5 000, la institucién bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que
E_ obtendrd en 12 afios.

i Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:

C=%5 000 i =6% anual n=1 periodo t=12 afios
Entonces, al sustituir en la formula, se obtiene:
L (112)
M=c(1+i] <y M=5000 (1+”1ﬂ]
n
M=5000 (1.06)"
M =10060.98

Por tanto, esa ama de casa recibird después de 12 afios la cantidad de $10 060.98

2 ®s-Femnando invierte $3 000 en un negocio que le dard 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.
{Cuidl serd el monto que recibird al cabo de 5 afios?

Solucion
Los datos de este problema son los siguientes:
C =53 000 i=10% anual n =2 periodos t=5 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
L\ (2Xs)
M=C (1+1] =" M:gnuu(nn'zﬁ]
n

M=3000 (1.05)"
M=42886.68
Finalmente, Fernando recibird después de 5 afios la cantidad de $4 886.68
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3 ®+-Calcula el tiempo para duplicar una inversién de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente,

Solucién
Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversion es capitalizable trimestralmente (n = 4),
por tanto:
. yaf 4
M=c(1+i] - 2c=c(1+@]
n 4
2= (1.025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar :
log 2 =log (1.025)" - log 2= 4 (log 1.025)
o OBS
4logl.025
t="17 afios

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversion es de 7 afios.

EJE

RCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:
1. $10 000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afios.

2, $32000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afios.
3. $32 158 que vencen en 7.5 afios, a 6% de interés compuesto anual,

4, $24 000 que vencen en 6% aiios, a 9% de interés compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
5. $9 500 que vencen en 8% afios, a 4% de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

6. $15 400 que vencen en 3 afios, a 6% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

7. $950 que vencen en 2% afios, a 12% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

8. $6 000 que vencen en 3% afios, a 10% % de interés compuesto anual, capitalizable mensualmente.

9. $6 000 que vencen en 3% afios, a ll]i % de interés compuesto anual capitalizable cuatrimestralmente.

10. $154 000 que vencen en 3 afios, a 6% % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

11. Una compaiiia de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de 8 afios reciba una cantidad
de $40 000 cuando tenga 22 afios. Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.

12, Una deuda de $9 000 dentro de 5 afios, deberd liquidarse con un pago de $14 747.55, ;a qué tasa de inferés trimestral
estd comprometido el préstamo?

13. ;Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversion en 5 afios?
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14, ;Qué tasa de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de la inversién en 10 afios?

15. ;Qué tiempo se necesita para triplicar una inversién con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable
cuatrimestralmente?

16, Elindice de crecimiento que se plantea para una poblacidn de 6 700 habitantes es de 2% anual, ; Cuiinto habrd crecido
la poblacién en 20 afios?

17. ;Qué tiempo habrd transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en $5 62745, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

18. Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de maquinaria. Si dicho crédito estd sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 afios, ;cudl serd el
monto que se pagara?

19. Emilia invierte $85 000 durante 3 afios y recibe un monto de $92 881, ;Cudl fue la tasa de interés compuesto anual
ala que fue sometida dicha inversién?

20, ;Cuil fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capi-
talizable mensvalmente durante 4 afios?

A Verifica tus resultados en la ién de soluciones correspondiente

Depreciacion

Se define como la pérdida de valor de un activo fisico (automdviles y casas, entre otros), como consecuencia del uso
odel transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida itil durante un periodo finito.
En este capitulo sélo se abordard el método de porcentaje fijo, que se define como:

§=c(1-a)'
Donde:
§: valor de salvamento o valor de desecho
C:costo original del activo
d: tasa de depreciacién anual
t:vida itil calculada en afios
EJEMPLOS -

por una unidad, ;cuél serd el valor de desecho del automdvil al final de su vida 1til, si se calcula que es de 5 afios?

Solucién
De acuerdo con los datos:

n
'g_ ] @9 Latasade depreciacién de un automévil del afio esté calculada en 8% anual. Si un cliente paga en una agencia $120 000
£

C=120000,d=8%=0.08 y t=5
Al sustituir los valores en la férmula y desarrollar las operaciones se obtiene:

§=120000 (1—0.08]5 =120 000 {0.92]5 =120 000(0.6590) =79 080
Por tanto, el valor del automdvil a los cinco afios es de $79 080

2 ®+-Una pizzeria compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancia. Se calcula que su vida itil serd
de 4 afios y al final de ella su valor de desecho serd de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-
tocicleta,

439



2 Capituo

ANENO A
Solucion
De acuerdo con los datos:
C=42000,5=15000y¢=4
Al sustituir los valores en la férmula y despejando d, se obtiene:
15 000
15 000 =42 000 (1-d)* 1-d= 1-d=0.7730
(=} V42000
d=0.227
d=22.7%
Por consiguiente, la tasa de depreciacion es de 22.7%
3 ®e-5c adquirié una méquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600. Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa

e depreciacion es de 20% anual, calcula la vida 1til de la bordadora.

Solucién
De acuerdo con los datos:

C=78600, $=2060450 y d=20%=0 20
Al sustituir en la férmula:

s=c(1-d)’ 20 604.5 =78 600(1 —0.20)'
Se aplican logaritmos para despejar 1:

g log(20 604.5) —log(78 600)
B log(0.80) B

Por tanto, la vida itil de 1a maquina de bordado es de 6 afios.

6

EJERCICIO 160

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Realiza los siguientes problemas:
1.

La tasa de depreciacién de una méquina estd calculada en 12% anual. Si su costo es de $200 000, ;cudl serd su valor
de desecho, si tiene una vida 1itil de 10 afios?

. El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida 1itil es de 3 afios, Si la tasa de depreciacidn es de

23%, determina su valor de desecho.

. Un agricultor compré un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida dtil de 7 afios, al cabo de los

cuales su valor de desecho es de $40 045, ; Cuil es la tasa de depreciacion del tractor?

. Un edificio tiene un costo de $1 200000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida

itil de 20 afios. Determina su tasa de depreciacién anual.

. Una escuela adquirié una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si la tasa de depreciacién anual es

de 12%, ;cudl serd su valor al cabo de 3 afios?

. Un automévil tiene un costo de $96 000, una vida 1itil de 5 afios y un valor de salvamento de $31 457. Determina la

tasa de depreciacion anual.

. Se adquirié una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si

Ia tasa de depreciacién es de 18% anual, ;cudl es su vida dtil?
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HISTORICA
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'S

thur Cayley, matemdtico britanico. En

1838 ingresé en el Triniz College de

Cambridge, donde estudié matemati-
cas y fue nombrado profesor de esta discipling;
permanecié en Cambridge durante el resto de
sus dias. Uno de los matematicos mas prolificos
de la historia, publict a lo largo de su vida mas de novecientos articulos
cientificos. Es considerado como uno de los padres del dlgebra lineal,
infrodujo el concepto de matriz y estudi6 sus diversas propiedades. Con
posterioridad emple6 estos resultados para estudiar la geometria analitica
de dimensién n.

Arthur Cayley (1821-1895)
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Definicién
Una matriz es un arreglo rectangular de mimeros de la forma:
G G Gy . Gy

@y Gy Ay .y,
Gy Gy dg .y,

Aoy Oz Oz e Oy
Los mimeros @, , a,,, @,5,...,4;Teciben el nombre de elementos de la matriz, Para simplificar la notacién, la matriz se
expresa: A = (a;). El primer subindice de cada elemento indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde

se encuentra el elemento,

g B B C

a4, a, a; .. a,|R,

Ay Gp Gy o G, | R

ay — Columna — n Gy o G, | R
L : : A B

Renglén a, 4, @, .. 4,| R,

Donde: R, R,, ..., R, sonrenglones y C, C,, ..., C, son columnas.

Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
EEE
1 6 -7
- 0 1

Determina: a,,, @2, @33 ¥ das

Solucién

a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, a,, ==3
a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 2, es decir, a,, =4
a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 3, columna 3, es decir, a,, == 7
a,: es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, ag =1

Orden de una matriz

tamafio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos

I [ a, ds a
o 0 ] H [5%] [aae]
Orden=1x3 Orden=3 x1 Orden=2 x2 Orden=2x3

442



Carituo 3

Matrices

Nomero de elementos de una matriz

En una matriz de m renglones y n columnas, el mimero de elementos es m X n, m veces n elementos,

Eijemplos
ay,
all aiZ all aﬂ al!
[ﬂn a;, ﬂu] :'ZI [aZl an] [az: a, ﬂﬂ]
31l
mxn=1x3=3 mxn=3x1=3 mxn=2x2=4 mxn=2x3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo niimero de renglones es igual al mimero de columnas; es decir, una matriz de n
renglones con n columnas, recibe el nombre de matriz cuadrada de orden n.

. A iy ey
a,, a, 4, G n dyp .. Gy,
all alz
[am az!] dy Ap s Gy dp Ay ..
a4, 4, a,; : : s n &
aﬂ] au? an:! ol a’pn
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Ejemplos
2 -7 31 0
B= A=12-1-2
4 =3 11 1
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglén. Es aquellade orden 1 xn
[ﬂll a!Z ﬂ!! a!-l. b ﬂin]
Eijemplos
A=[12 -15] B:[—S?%—IE]
Orden=1x4 Orden=1x35
Matriz columna, Es aquella de orden m x 1
a]]
ay
3y
a,
Ejemplos
-1
3 2
[ o
-5
Orden=2x 1 Orden =4x 1
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Matriz cero (matriz nula). Es aquella en la cual todos los elementos son cero.

Ejemplos
g 000 00
0=[Uﬁﬂ] 0= 0 0=|000 0=|00
0 000 0o
Matriz nula de Matriz nula de Matriz mila de Matriz nula de
orden 1 %3 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 x 2

Matriz diagonal. Es aquella matriz de ordenn que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
una matriz cuadrada M={ m ] donde m,; = 0 siempre que i+ j

i )

m, 0 0 0 .. 0
0Om, 0 0 .. .0
{0 0m, O ..0
M=1000m, .0
0000 ..m,
Ejemplos
-4 0 00
A—20 B—;lgg C_CI—IOO
o 3 - 6 6 -1 {0 0 -60
0 0 01
Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden n, cuyos elementos distintos de cero son 1,
se denota por I,
10000..0
01000..0
. 00100..0
==100010...0
00000..1
Ejemplos
100
I;=[ID?] L=|010
001
Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3

Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a; =0, para i > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.
Gy G G e Gy
0 ay ay .. 4,
A=10 0 as .. a4

000 .a
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Eijemplos

213
B:[g'i] c=|o 75
001

Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3
Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde a; =0, para i < j, es decir, todos los ele-
mentos por arriba de la diagonal principal son cero.

a 0 0. 0

a, a, 0 . 0
A=|ay, ay a; .. 0

a,y G Gy 4

Ejemplos
2000
| 40 _|{5 700
"[—s 3] I=19 410
1361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4
Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden n, tal que los elementos a,=a,
Eijemplos
a. a b, b, by 56 -3
A:[” ”] B=|b, b, b, C=| 61 4
ol by, by, by, -34 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
es simétrica si: es simétrica si: es siméfrica porque:
by, =b,, €, =0, =6
{alz = iy, b, =b,, Cp=0;,==3
by=by Cn=Cy =4
Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamente iguales,
EJEMPLOS .

Jie 1 5] [ 4 (<) 5
1 @+ Determinasilas matrices | -1 2 -3|y|-1 V4 -3 | soniguales.
10 3 1 o0 ¥

Ejemplos

Solucién
Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:

Jis 1 5] [ 4 (=) 5

-1 2 =3|=|-1 4
0
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2 ®s-Determina el valor de X,¥, WY Z,para que:
x+y 6z | [-1 2
2w 2x=3y || 6 -7
Solucion

Las matrices tienen la misma dimensién, al realizar la igualdad de términos se obtiene el siguiente sistema:

x+y=-1
6z=2
2w=>6
2x=3y==7

Al resolver el sistema resulta quex=-2,y=1,w=3yz= %

EJERCICIO 161

Determina los valores de las incégnitas, para que las matrices sean iguales.

BER
2 [ S0

3. [t+4 6-r 2g+1]=[6-1t 5 7-q]

7 3-x x =4
=) 92—y -1
4 |2 e
8 2 8 2
0 z+12 0 10

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién por un escalar
Sea A =(a;)una matriz de orden m x ny Aun mimero real, entonces AA = (ﬁa;)es decir, si:

all a'lz a'!! Ly aln 2a|l aa'IZ jal! . aaln
%I aEl aﬂ 1 ﬂZII Aaﬂl ‘aazz ‘aaﬂ " ‘aa!n
A= |a, a, a, .. a, |entoncesAA=|2a, Aa, Aa, .. Aa,
aiwl amz aw! o amn ‘aami ‘aamz ﬂamS g ‘aam

Esta nueva matriz también recibe el nombre de mairiz escalar.

446



Carituo 3

Matrices

EgEMFLOS
.ﬁ- 2 -1
§ 1 eesia=|} | determinasa
i 0 -2
1 3
Solucién
H escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz.
(2 -1 3(2) 3(-1) 6 -3
szt 9= 3(4) 3(6) | |12 18
“lo —2|7|3@ (-2 || 0 -6
T3] [30) 3(3) L
6 -3]
Por consiguiente, 34 = lg _12
3 9]
2 eesip=(® ¢ B
L B — —
5 -2 1 a‘lt:uentra2 ;
Solucién
El escalar % multiplica a cada uno de los términos de la matriz.
1 1 1 3
11 [6 -3 4][32® 303 34 |3 -5 2
2 s 2 g P 1
o O = =g =
1 3 —% 2
Por tanto, EBZ E B l
2 2
Suma
Sean A =(a;) y B =(b,) dos matrices de orden m x n, la suma de A y B estd determinada por:
A+B=(a)+(b)
Donde A + B es la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.
EAEMPL‘OS *
'g_ 1 @+ DeterminaAd + B para las matrices:
5. 3 6 2 -
[
A=|2 4|yB=|6 -7
-1 0 4 0

Determina A + B
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Solucién

Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 %2, entonces la suma se puede realizar; la definicién indica que
cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman
ay+bhyay by ay by, 8y, by,

3 6] [2 =1 342 6+(-1)] [5 5
A+B=|2 4|+|6 7|=|2+6 4+(-7)[=|8 -3
-1 0| |4 0 -1+4 040 30

5 5
Por tanto, A+B= |8 -3
3 0

? ®+-Sean las matrices:
5 -2 6 -3 -1 -4 8 -5
— D:
¢ [-2 8 ~7 s]” [6 21-?]
Determina 3C + 2D
Solucion
Se determina cada matriz escalar:

3(5)  3(-2) 3(6) 3(-3) 15 -6 18 -9
3c=[3(_2] 3(8) 3(-7) 3(8) ]z[—e 24 -21 24]
2(-1) 2(-4) 2(8) 2(-5 -2 - L.
"’”=[2Es)] 2((2] ] 2(5]] 2((-7]]]2[13 f 126 -112]
Las matrices tienen el mismo orden, 2 x 4, al sumar se obtiene:

15 -6 18 -9] [-2 -8 16 -10] [13 -14 34 -19
3C+m=[—6 24 21 24 *’[12 4 2 -14 =[6 % -19 m]

|13 -14 34 -19
Fina]mente,BC+ZD—|:6 28 —19 10]

Inverso aditivo

H inverso aditivo de una matriz A de orden m xn es — A,
SiA =(a,), entonces — A = (- a,), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento

por el escalar — 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, talque A + (—=A } =0,
donde 0 es la matriz cero o nula.

Ejemplo
3 -5 2 =10
SiAz[ 7 2:| yB=|-4 5 7| determina —A, — By verifica que A + (— A4) =0,
=10 1 3
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Solucién
Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matriz A y B.

o e R ] R s i B [

2 -1 0 2 -1 0 -2 1 0
B=|-4 5 7| >-B=(-1)|-4 5 7|->-B=| 4 -5 -7
-10 1 3 -10 1 3 10 -1 =3

Se realiza la operacién A + (— A)

-3 -5 3 5 -3+3 =545 00
e RER e

-2 1 0

3
Pbrtanto,—il=|: 2 z],—.ﬂ'= 4 -5 -T|yA+(-4)=0
0 -1 -3
Resia
La diferencia o resta de dos matrices m X n, se define:
A-B=A+(-B)
Donde — B es el inverso aditivo de B.
EAEMPLOS s
'g_ 1 ®¢ Encuentra A —Bsi
E 2 -4 2 -5
i “‘=[1 5]“3:[4 2]
Solucién

Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva matriz se suma con la
primera y queda como resultado:

wovenft 9 Bl

-[ F1 5 al o)

0 1
Por consiguiente, A — B = [ ]

-3 3
-3 1 2 -4
? ®e-Sean las matrices M=| 4 5 yN=|-1 0 |,determinar 3M — 2N,
01 0 3

Solucién

La operacién 3M — 2N se puede expresar como en 3M + (— 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se

suman.
-9 3 ~4 8
3M=|12 15| y =2N=|2 0
0 3 0 -6
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Entonces,
-9 3 -4 8 -9-4 348 -13 11
IM-2N=3M+(-2N)=|12 15|+ 2 O |=]|12+2 15+0|=|14 15
0o 3 0 -6 0+0 3-6 g -3

-13 11
Fmalmente, 3M -2Nes | 14 15
0 -3
3 ®e-Dada la siguiente igualdad:

m+2 n m—-2 -n 0 B 2 ; :
3 [ ] - [ ] = [ ],dewnma el valor de las incégnitas,

1 4 ¥ 5 3 7
Solucién
Se realizan las operaciones indicadas,

3 I:m:-2 Z] B [m;Q —sn] _ [3( m;izlizgm-a l’( 43;:_—;—:;} _ [2;:8 ;n]

L Im+8 4n| 10 8
e Ly 2l e ¢

Los términos resultantes se igualan con los términos correspondientes de la matriz del segundo miembro, y se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2m + 8 =10
4n = 8
3y=3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y=0,m=1yn =2

EJERCICIO 162
Para las siguientes matrices, efectta A+ B, A— B, A— A, 4A—-3By 2A - 0B
-3 1 -3 1 [2 =3 =1 1 -6 4
l.A:I: 0 2],3:[ 0 2] 4.A_'4 <5 1],3_[_3 2 ?]
2.A=[2 0 1],B=[-6 7 3] AP -1 % 0
5 8
e -4 5 i
3_,4:[1 n],le 2 _5] 5.4=|0 3 2| B= 3 -5 8
L3 3 05 2

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incégnitas.
& a=7 5 w 5 3 b-1 -4 _ 6 7 -w
Ul Bem o o8 BT |t A B
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x+1 1 2 n 2 B-n 1 -w 3 x -4 2 4 =2 5
7.2]1 5 0 |-3]|y-1 2|=|-5 6 8 |11 9 12|+|-1 z-1 1|={(10 10 13
3 1-w 2 4 0 -w ¥y =7 2v -1 3 -4 6 —4 v

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién
Sea A = (g;) una matriz de orden m x n, y B = (b,) una matriz de orden n x p, la multiplicacién AB da como resultado
la matriz C = (¢,) de orden m X p, tal que

Cy=anby;+ abyt.... + a.b,

Para:
i=1,2,3,4,..,.m j=1,2,3,4,..,n
El niimero de columnas de la matriz A, es igual al niimero de renglones de la matriz B.
Matriz A Matriz B
mXn nxp
[ - il
Tamafio de ABesmx p
Eijemplos
2x3 Ix4 2x4
1x2 2ad 1x3
5x4 4x2 5x2
3x1 3x1 No definida
EI“EMPLOS
2 1 @ Realiza la multiplicacién de las siguientes matrices:
{
2 3 2 03
il i x
A‘[s 4]3’3‘[-1 1 s]
Solucién

Aesuna matrizde 2 X 2 y B de 2 x 3, por tanto, la multiplicacién se puede realizar. Al aplicar la definicidn se procede
ck la siguiente manera: se multiplica el primer renglén por cada una de las columnas de la segunda matriz,

e [2 0 3] [2(2)+3(-1) 2(0)+3(1) 2(3)+3(5)] _[1321]
5 4] [-1 1 5 -

AB: =
Se realiza la misma operacién con el segundo renglén.

[2 31 [2 0 3
AB=|s af [—1 1 5] |5(2)+4(-1) 5(0)+4(1) 5(3)+4(5), 2[6435]

(continiia)
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Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AR,

. 1. 3 21
“l6 4 35
Suordenesde2 x3

31 -1
? ®e-DeterminaR’siR=|0 4 2|
-2 1 0

Solucién
Se transforma R* en R* = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones
indicadas en el ejemplo anterior,

31 -113 1
=0 4 2(|lo 4 2
2 1 0|21 0
3(3)+1{0)-1(=2)  3()+1(4)-1(1)  3(=1)+1(2)-1(0)
=| 0(3)+4(0)+2(=2) 0(1)+4(4)+2(1) 0(-1)+4(2)+2(0)
| 2(3)+1(0)+0(-2) -2(1)+1(4)+0(1) —2(-1)+1(2)+0(0)
11 6 -1 11 6 =1
=|-4 18 8 | cntoncesR’=|—4 18 8§
6 2 4 - 2 4

-1

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, (0, R de orden m x n, (0 la matriz nula de m x n, I'la matriz identidad y r, s escalares, entonces:

Conmutativa de la suma P+Q=Q+P
Asociativa de la suma P+(Q+R)=(P+Q)+R
Identidad de la suma P+tO=0+P=P
Distributiva izquierda r(P+Q)=rP+rQ
Distributiva derecha {r+s)P=rP+sP
Inverso aditivo P+{(-P)=0
Asociativa de la multiplicacién de escalares (r-s)P=r(sP)
Asociativa de la multiplicacién P(QOR)=(PQ)R
Identidad de la multiplicacién IP=Pl=P
Distributiva por la zquierda PO+ R)=PQ+PR
Distributiva por la derecha (Q+R)P=0P+RP
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EJERCICIO 163
Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B—2C) y A(BC), en caso de ser posible.
1 A=[s 7]yB=| ] fodia[® i [ O
= ]”_—1_ VT g e
2.4—3018—(2]_21 bode]® Alom [t =t
-A=[3 0 -]yB= S =2 [T e 4
SHE -

3;1—‘11_01 3—02:31_21 TA—-5433—01§C—12
BT YR - Caa IR L et e [

3 2 . B 1 - 11
4;1—-1233—02:]1_21 sa—gllﬂ—alc—ln
S EE R i - B 2=y @ 2T g g

L S 8 i 0 1

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determinantes

H determinante de una matriz A de orden n, es un niimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
ce operacién. Denotada por detd = | A |

Sea la matriz de orden 2

A= [a'ii iy ]
4y dp

El determinante de A estd dado por:

(=)

E?{E @y, Gy =0y

it

Por tanto, ®)
detd = ::I ZI; =y ly =yt i)
Ejemplo

Evaliia el determinante de la matriz:
41
4-[5]
Solucién
Cada elemento de la matriz se sustituye en la férmula y se realizan las operaciones.

detd = ‘_;15‘ = (4)(5)(-2)(1) 20+2=22

Finalmente, el detd =22
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Sea la matriz de orden 3

ay Gy G5
A=|a, an an
y Qg G

Se escribe el determinante de 3 x 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

a, ap a
| 455 |5

4y 4y 4y (+)
(+)

(+)

Por tanto, el determinante es:

detd = {ail Ay Gy tay Ay Gy a4y cay 'aﬂ]_{am Gy Gy tay Ay Ayt ay cay 'au]
detd = a4, @y Gy + 8y Gy G5 +85, " 0y 0y — 8, * Oy * Ay — 8y * Oy * oy — Gy 8y *

Ejemplo
3-10
B=|-2 34
-516

Solucién

H determinante de la matriz B, es:
Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
pmrocede a sustituir los términos en la férmula y se realizan las operaciones indicadas en la férmula,

(=)

-1 (-)

(=)

det(B)= 8
3 (+)

(+)

Por consiguiente, el determinante es:

det B = (2)(3)(6)+ (-2)(1)(0)+(-5)(-1)(4)-(~2)(-1)(6)-(2)(1)(4)-(~5)(3)(0)

=36+0+20-12—-8-0 =36
En consecuencia, el detB =36

Propiedades

. Si se intercambian dos renglones de una matriz A de orden n, el determinante de la matriz resultante es:
detd = —detd

2 Sison cero todos los elementos de un rengldn o columna de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
3. Si2 renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
4. Sise tiene una matriz A de orden n, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

detd = producto de los elementos de la diagonal principal
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5. Siunrenglon de una matriz se multiplica por un escalar A, entonces
detA = 4 detd
6. SiA y Bson matrices de orden n,entonces
detAB =detA detB
EJEMPLOS .
v
2 1 -3
E. 1 ®s-Verifica la propiedad 2 si A = o ol
T Solucién
Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de
la matriz A
=
detd = =(1)(0)-(0)(-3) =0-0=0
(+)

Finalmente, el detA =0, y se verifica la propiedad 2
2 ®+-Verifica la propiedad 4 siA = [g 1]
Selucién
Se observa que la matriz es triangular superior, entonces el producto de la diagonal principal es:
(5)(4)=20
Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

)
&m:}%\/i(s]{at]—(n]ﬁ] =20-0=20

)
Por tanto, detd = (5)(4) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4

I
3 .--VeﬁﬁmquaeldeM=ﬂsiA=[2 34].

132
Solucién

L=

3 (=)

E=3

detd =

D)

3 (+)

(+)

det A = (1)(3)(2)+(2)(3)(2) +(1)(3)(4)-(2B)2)-(1)(3)(4)-(1)(3)(2)

=6+12+12-12-12-6=0

Por consiguiente,
detd =0
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EJERCICIO 164

Encuentra el determinante de las siguientes matrices:
3-1 8 -2 -5 -1
l.A=[i _53] 2.3:['3_?] 3.c=[13 _i] 4. E=|5 6 4 5.D=|-4 -1 -3
04 -3 1 0 -6

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden n, si existe una matriz @ tal que:
PQ=QP=,
Entonces, se dice que la matriz ( es la matriz inversa de P y se denota P, de tal forma que:
PP'=P'P=1],
Donde:
I Matriz identidad de ordenn
Para que exista la inversa de la matriz P es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP #0

Método de Gaussjordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad I ;
wmna vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz,

p]l P]E il p]n i 1 0 o] 0 1 0 0 0 i QII ‘I]?. QJH
Po Pz w Pui0 1 .. 0 101 0 0:qy ¢ %
. E - 4 i 2 = L .

i ~ 4 bl ] o i) 2
Pu Pz oo P00 1 00 .. lig, g5 . 4,

Si en el proceso algiin elemento de la diagonal principal es cero, entonces la matriz no tiene inversa.

EJEMPLOS .

'i gopl oo [2 1]

1 ®+-ObténR™ siR= g
1

i§'

Solucién
Se aumenta la matriz y se efectiian las operaciones indicadas:

2 1:10] HI:I 310 1] L 3o 1]
[ 1= <330 Al o 2 1710}, ,. . [0 sedigels Eolese o

3]s

B =1 =
1

2 R,

456



Carituo 3

Matrices

| T |
|
I
€ -
| S
bl F
| T —— |
] T o=
| T |
il Lt ARSI
.3_?1_...1J .1 £ 4.
I 1]
= -]
A @
g )
m ]
5 £
X
w
@
o

Solucién

o
1
o =
& T
I 1 ]
o o o =
| ey |
B o oo™ T v ™
BT
- ol oo | __
TR & e ® Magig
R PR e P PP
oo S o o =
= =) L R T e | o T B
| N
N .luu. e 9o
o 1 l
e & -
i 1 ]
o & &
= =i | P} ™
r 1 T 1 [N
oo 7T < o m ——
s e
- oo =2
o o
I 1 m_..._:m_
™ o o~k —_ 00 ag
|||||||| p—
A e mmeDimes o o oo
CEm s e DO
T - P
[ IR =) o - O
== - o o ==

Determina la matriz inversa de las siguientes matrices:

-2 -1

-4

0

-2 2
=2

3
y

-1

10

6

2-13

0

1 -1

G:

7.

8. H

1
=2
=3
=2

-1
5 2
=3 1

4
=3
9. J= 1
0

4 3]
1 0
-1 2 -3

EJERCICIO 165

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones
Sea el sistema:

ay X +ap X, +ata X, =0
dy X, T X, Tt ad, X =0,

Ayt X teta, X, =c,

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

n G Gy e Oy x, [
Gy dn Ay o thy Xz Ca
Gz dp dp .. day X | T |6
am] am? am! o am x" C'“
Sea
4, 9 a3 . Gy X c
ty gy Uy o« X, €,
A=|ay Gy dy . Gy, |, X= X3 yC= G
a’nl anz am! a,, xn Ca
Entonces:
AX=C
Si existe A™', se multiplican por A™ g ambos miembros de la igualdad.
Se obtiene: A AX =A7'C, pemM'l =I entonces, IX=ATC. - X=47C.
Esta iiltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones.
EJEMPI.OS .
—— : j2x -3y = 7
'% 1 @+ Resuelve el siguiente sistermna: [ X+ dy = 2
i Solucion
. 2 -3 x 7
Se definen las matrices A, Xy C, entonces: A = 1 4 X= C= >
y =,

Luego, se obtiene la matriz inversa A

2 -3:10] [1 4:01] [1 4.0 1]
: = : =10 11!-1 2
(1 410 1], 2 301 Olnns 0 : B i,
1
o = bk 3 i ol & 2
1 0,— — 11 11
- ETRRT! - Fhe
0 mi-1 2f, o 1} =
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e &
Por consiguiente, A™ = 111 121
111
Finalmente, para hallar los valores de las incdgnitas se aplica la expresién: X =A™ C
Entonces:
4
x 11 11{? _(_2] 2 x 2
y _ = y s
- — '}' + 2
L ~La)e2 (o)
Por tanto, las soluciones del sistema son:
x=2,y=-1
x+y—2z=—4
2 @+ Resuelve el siguiente sistema: {2x—y-—z=1
3x-2y +z=7
Solucion
1 1 =2 x| -4
Se definen las matrices A, X y C,entonces: A= |2 -1 -1 |, X=|y|yC= 1
3 -2 1 | 7
Se obtiene la matriz A™
(1 1 -2[1 0 0 (1 1 -2| 1 00
2 -1 =1|{0 1 0 ~ 10 =3 3|-2 1
3 =2 1|0 0 1| p4pmn 0 -5 7|1-3 0 .
- 3R, + Ri—4k, 5 el
i 1 1
2 - =0
11—2;':'0 10—133;
HUI_IE_%U "‘"[]1—15—30
- i 2
] 303 e
L &y & 4
10 —13 3 1002 2 ?
Nﬂl—lg—%ﬂ ”Ulﬂ%—gE
“”‘1_21 BB 54
X 6 6 2laraay | 6 6 2
1 11
2 2 2
3 5 71
Portantp, A '=|Z —-= =
6 6 2
L el
6 6 2

{continiia)
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(continuacion)

Finalmente, para hallar los valores de las incdgnitas se aplica la expresidn:

X=4AC
Entonces:
L1 1 Dve L]
1 [ 73 g ol
x=y|=(2 -2 3| 1] [Eeo(-F )30
z 7
i) I PR G UET0)

Por tanto, las soluciones del sistema son: x =1, y=-1yz=2

EJERCICIO 166

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.

- a—-2b+c=12
[;:-:g ;§2 4, J2a+b-c=3
i a-b+3¢c=13
— 2x-y+3z=5
= [;:f:-;;;léﬂ 5 dx+dy+z=12
3x—5y-2z=7
% [i;;i;ﬁ 6 Ix+y+2z=-2

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DEL ANEXO A

Carfiuio 1

Eiercicio 140
1.8=2° 13.log,a=2
2.16=x1 14, log, 625 =4
3.81=34 15_103“4%
I 1
4 —= 16. —_—=2
% 6 IOENIG
I'_" 4 P
5.9={\.3] 17.1cg§[§]_2
6.13=7* 18. log, (x +3)=4
1
7.6 =(af2 19, log, 256 = x
8x-1=3 20.10g(, ; 8=3
9.625 =t 21.log, z=w
1
10.128 = (x~ 1)’ 22.log, — =—4
8B=(x-1) lcs;m
11,243 = (3° 23.log, 125 =—3x
12.256 = (- 1)° 24 logy, 5y 441 =2
EJercicio 141
l.x=5 g.m=8 15.2=3
1 2
2x=4 9 y=— 16,462 -5
¥ Tx e
3y=3 W0.N=8 17.x=-6
1 1
4. bh== 11. w= 18, y= ==
5 ¥ S
4
S.x=4 12 x=§ 19.x=-3
6.a=33 13.6=2
T.2=81 14,x=2
EJercicio 142
1.4log, 7
3
2.-Zlog,3
7.1
3.2+=ln
-

4.log5+logx +2logy
5.3log, x+2log, ¥ +1log, 2
6.8+2In3+4nx
7_3105{x+y}+log(x—z}
8.log, 7= 2log, x

z 7
9Inx+2lny-3-4nz

10, Iogs3 + 3 logs x+ 6 logs (1-2x) - logs 2 -
»logsx-logsa’ =)

ll.%logd3+lugd x+2log, ¥

lE.qug(x+y}+‘-:Iogz

1 1
13.-logx ——
3 BIch 2Iqagy

3 1

2 1
14, = “logh-= —=logd
2]05-:+ log 31-:5: 3105

2

lS.%Iogz(x+y}-4Iogz(x—y:}

16.21051‘-%Iﬂg(l’-E}-ZIﬂg(r+z}

1

2 x

2 7
18.5-3+§m(x+1}+ﬁm(x-1}

19, In 25x%
20.105”’—;

H
21.log, i‘lﬁ

22, In 8%
23.logn* =)

24.l0g, 3-4%

25.log, 1

3y
26, log %

x
27.log, —
T e
Exrccio 143
l.x=1

2. x=-20

Jx=9 x====

4 x=17
5.x=6,x=-6
6. x=13
7.x=40

B.x=125

461

1 1
l?.EIOg(x+3:}+Elag{y-S}—ZIcg(x+6)-Ilcg(y-z:}

107+ (5 41)°
Wb

2

2
5 h[m]
?‘x}-’

9 x=17,x=7

=9
lllx—2

22
11, =8, x==
9

12, x==1
13, x=0,x=-35
14, x=6
15.x=13

5
16:5=12 =L
B =aha=y



ANEXD A

CaAPITUIO 2

17.5=5 g g= AL g5 4= X £3
e=1 2
1 Esercicio 146
18.x=46 22 x=d¢ 26, x=—
€ 1111
G e
19.x=7 23 . x=4 2345
2.9.9,9.99, 9,999, 99999, 999999
fe -
20.x=4 24..1:=2W 1 SZEEEE
Je-1 491625
Exracio 144 g1 228,
353
1.x=4 1‘3‘_.1:=—1 5.1 357 3
2 " 2'6'24'4.0
gy ANE 2 TR T, 6.-1,4,-9,16,-25
log3 7.0,0,2,6, 12
3.x=0 21 x=3,x=-1 8 i 2 3 4 5
1 2" 3" 47 57
4,1’=E H.XEE 9-1.2.3.4.5
5.x=1.20557 23 x==2 10. 1__5 é __g E
3’2" 53
6.x=2 24 x=-1,x=-2 11.2,5,11,23,47
, N, DI |
7.x=3 25.x=-1 2.3 03
2 1 4 7 10
8.x=2 26. x=2 13-3--3.-3--3--?
log2 1
9. x=-1 27 = —— 14.27,-9,3,-1, -
* ¥ 2log2-log3 =84 "3
10.x=3 28.x=0,x=2 15.-1,-1,-2,-6,-24
16. - 2, 4, 16, 256, 65536
11 g = Hog2+3log5 29, p= 210B7+10B5 1
2log5 2log7-log5 17.4,2,1, 77, =~
12.x = -1.72683 30.x=0 i
A=t HE 18.3,1,-1,1,-1
__T -
13.1‘——3 3'1.)!—]1111—]1113 Emuo 147
14.x5=1 2.x=2,x=1 1. 48 8.21
3 2.165 9.4
15.x=-4 3. x=mi2 aln +1
2 3'% 10.%
16%=3% Hiz= 4,126 M.c=3
- = —
Ve 35.x=ln(1-e) S.N7-1 12.6=1
3 6. 18 13.¢=3
1$.r=§ 36 x=in\5 7'_2 4c=2-2
2 2 " 13
Exrcicio 145 Ejercicio 148
l,pH:-L?}:lZ 9.133.62.8.&(5 l.sia ?-ﬂg=23 13_£!2=_5 lg_ﬂ=g
2.pH = 32218 10. 18321 habitantes 7 "
3_13‘10-9 11, 3.5 horas 2. MNoes 3.6"—5 l4.d|3=4.54 20.r=-;
4,43010 12, 29.15 afios 103
5.0.9 segundos 13, T=64.762°C 3.Sies 9.a5= 7 15.45==27 2l.g;=-28
6. 3500 micrémetros 14, T=9484°C v
7.59.46% 15, £=133.9 min 4 Noes 10, g = 55 16. ay; = > 22,8 =-15
8.6.4321 afios
5. 5ies 11, a=— 17.4,=7 23.2=10
6. Sies 12, a,=48 18.r==-2 24, 4=1

462



17 1
25.d|=—? 21'.r=z 29, a;=8n-5
2%.1=10 2.05=-12 30.0,= 201
Eleroicio 149

1. 85=176 6. §13=450 i1, §=n?
2.5;=9 7.5,=0 12.n=12
3.8,=31 8. 5= 40600 13.n=10
rsl:u+l)

4.3g=m =T l4.ﬂ|=—9
5.85:=-78 10. 8= n(n+ 1) 15.a,=2,a,= 100
Eieraicio 150

1. 365 lugares

2. 518 ladrillos

3.51375

4.9 rollos

5.18 filas

Eieraicio 151

1 1 1
1.27—, 34, 40,47, 53—
2?23-4402 ’.'53

iz ol o i
2.65,8,9%, 11,127, 14,155
3,1,11,13,2,21,23

33t eary

1 sl gl A bad i
SE LR
222°242°2%% "2
5.-25,-2,-15,-1,-0.5,0
5411
%636
7. Promedio = 8.24

4.1

EJercicio 152
1. 8 afios
2. 9.8 de calificacién
3. Promedio =9

4, Promedio = “TG‘

5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas
6. 8 hileras de 58, 62, 66, 70, 74, 78, 82 y 86 tejas

Eiercicio 153
32
1.Sies 7.a5=-81 13,_.,,,:m
128
2.8 L= — 14. gg= m™
Sie T %
3.Noes 9. a;=-80 15. gy =n't
5 "
4N 1 16, a= ——
oes 0.0= 6.07=
l x
5.Noes 1l ay= g 17, gyg= 27716
6.5ies 12""=1_lo 18, 4= sig®

19.a,=

s ] -

Exrcicio 154
1. -;-5 1_1
24
9,31,-1

2, 4096 células
3.357
4. 6 células

Exrcicio 155

15=-2

28 = 2059

3,5‘,=-855
989527

S0~ 167

5. 55:@

6. 5,5 = 524286
7. 5, = 1092+ 3643

8. 5,p=31-3142
' —n
n=1

10, 5, = 511.2°72

9.5 =

Exraco 156
1. 5461 tridngulos
2. 127 personas
3,65761.7 ton.

4. 34316.76 partos

Solucién a los ejercicios

23.n=5 2?.¢,=L‘
m

g
4. n=8 23,3":2‘
25.n=9

26.(1|=—

iy

5. 30388 bacterias

6. a,= 25000(1,05)*
7.5339814.7

8. 67392 bebés

9. 4 cm?

1. §,=

12 §,=2—
13.#=38

14, r==

P |

15. 4= 27
1

16. g,= —
"
17.4y==2
18 r=2

19.8=7

5. 1.01 % por afio, 110.4 millones

Exrccio 157

L
ty
1l
1
i

L
t
1]

b
o[l |y ° mle

o
ta ta
1]

o
ta
[

2

o
-
[]

=
-
1]
o W e

8 5==cm’
3'21\1

9.§=2048 cm’



ANEXD A

Exrcicio 158
1.1,2,4,8,16
24314

39
3.-6,-12,-24, - 48
4.6,24,96, 384,153

5.6,643 ,18
28 32128
"3'9'27" 81
7,-64,— 32,16, 8,4, -2
(x=1] (x-1)" («-1f
Sy Ty

9.&-,2,5
a

Elercicio 159
1,8259374
2.%$64390.28

3.$49783.2
4,.$433466
5.$133244
6.$188248
7.512922
8.$87232
9.$8682.5
10,5188 542

Exrcicio 160

1.$55700.19
2.$3652.26
3.25%

4. 8%

Erercicio 161
l.a=2,b=-1
2.x==2,y=4,2=0
Erracio 162

-6 z] : A—B=[0

1. A+ B=
0 4

-3 1
4.4_33=[ o 2],24_&3:[

00

10.1,42,2, 22
11. 36

12, =442

13. 545

14,12

15. 436

16.8%2

17. 33

=
N2
18, —
8

11, §17483

G {zsssuimesm
10%% anual

13, 14.86%

14. 7%

15. 11.1 afios

16, 9955 habitantes

17. 3 afios

18, $655446.5

19, 3%

20, $12244 5

5.$156738.56
6. 20%

7. 10 afios de vida il

el
41

2.4+B=[-4 7 4],4-B=[8 -7 -2],4-4=[0 0 0]

44-38=[26 -21 -5],24-08=[4 0 2]

=2 =2 6 =12 00
3.A+B=| 3 -6|,4-B=[-1 6|,4-4=[0 0
3 4 -10 00
0 43 4 -14
44-38=|-2 18 |.24-08=|2 0
5 -33 4 -6

464

L =2 3 gal? AR A= A=
1 -4 8 7 -8 -6
5 6 -16 4 -6 -2
44-38= 24— -
3 [25 -30 -1:-']' e [s -12 2
(316 1 7 41
5 3 8 5 3 8
1 1
5.A+B=| - =2 10|,4A-B=-- 8 -6
3 3
B3, 3 v 3 3
| 3 2 3 5
23 1
00 0 35 Y 3
A-A=|0 0 0|,44-38=| -1 27 -16
000 3 9
' ®7E 3
4 1
Z 1w -
5 &3
24-0B=| 0 6 4
2
4 = 9
5
6.{ a=7,b=2c=2d=5v=-3,w=4
?.{n:—S,w:—lO,x:S.y=6
8. {v=aw=-2,x=3y=7,2=2
Ejercicio 163
5 7
1. AB=| =2 |, Bd=
[2)aae] 7]
2. 4B=[5 -5]
E
3. BA=| -5 0
_-6 1_
4 AB= -? -? -4]
-5 -5 -8
5 AR= -8 -8 _HA:[-4 -2]
-2 -4 ] -8 -8
6. AB= 12 -7 _HA:[I 3]
-5 2 | 8 13
- 4 2 0 .
7. AB= ': 2?5 L BA=|1 -1 -3 ,A{ﬂc)=[?m
L= 7 5 3
(11 3 15 17
8.4B=| 4 2|, A(B-2c)=| 4 0|, 4(5BC)=|8
_2 0 -2 2 2
Esrcicio 164
1. detd=122
2. detB=8
3. detC=-50
4, detD=43
5. detE=122



Solucién a los ejercicios

Exraco 166

Elercicio 165

e —d
L B | - 1
nmn mmn
L oW
i W
[’ -]
o
— oy
= - | o~
nun nmn
[ [

ol -
wo | I e
won oy
® = E =
[E—— PR——
- o
T ey
o [
i

™o
oo ]
— —
- -

@[S ovwn w | n
1

|2 mn mln
i

| | | WG

i
T
b

o4

1
-1
-1
=2

1

49 -19

-1
=67 =79 3
14

43
-1
=32 -3

1

6

= o [ | D

e =
l“ = ale =i

glo~roR|o2

I
gle-1eg|e
1

[
e
[

465









ANEXO B
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Operaciones con nimeros enteros:

1.

13,

14,

15.

16,

Descompén en factores primos los siguientes nimeros:

33,
34,
TN
36,
37.
38,
39,

Determina el MCD de los sigulentes nlimeros:

47.
48,
49,

Determina el mcmde los siguientes niimeros:

6-4

-8+6

3+7

-5-7

-2-5+6+4
—3-6-8+45+4+7
8+6+3-5-9-2
4+5-1+2-7-3
-2+6-8-12+10-3-7

1-54+49-3+16-8+13

. 3(-2)

(-5)(—4)
- 6(3)
(4)(3)(3)
A3

3-(-4)

G

8
20
50
72
120
225

24,36 y 42
20,35y 70
32,28y 72

52, 3,10,12
53, 8,9,12y18
54, 2,3,6y12

17.

18,

28,

29,

30.

3L

32

41,
42,
43,

&

50,
51,

35,
56,

12
3
15

i
e’
Zia

—(=3)#(5)-2(-1)+ -4)+7
(<2)s(s5)
-4-(6+8-2)
7-(5+3)—(~1-9+4)+( -8)
5-(-4-3)~(7+2-1)
6-A1-3-+(5-2+7)
13 +15
7

el

10

30+6
9+3

14-2

244
B+547
6-3-7
2(5-7)+20
543
(4=3)+32+4-1)
5(4)-6(3)

325
576
980
1000
1120
1800

18,24, 72y 144
12,28, 44 y 120

8,12, 16y 24
4,6,15y18



Ejercicios preliminares

Efectia las sigulentes operaciones cen fracciones:

L I R I I I I R T I T T T I I I I A L R I I O R R R I I A I T |

2§+4
7

1

3

80, 5

-

13

.

83, 4

l+jg.+§.
3 3 3

62, 2

4 6

33
[

1

&4,

L
i 12

L= 00

— X

=+

85,

| oo

™|

o0

| |
38+28

L
8

1

2
b=t
3

|

=}

B8,

89, ngg

pd 3
4 4

£
4

68, ‘li +3
4

5 8

3 1
. =xX3—
90, sx 2

1.3
S
3°°%

1

91.

2+

73.

o8

4

— |

wy
=2

ey = |on

4+

wy | =t

]

Lol L
15

6

30

1

75.

4+
e

3
on

469



ANEXO B

1 9 4
9. 2542 101, 2
1.1
100, s +2= 102,
6 2

Efectia las sigulentes operaciones:
103.62 115.

104, 4> 116.
105. (-2)’ 117,
106. (-3)° 118,

107, 5% 119,

F 4
108, [-EJ 120,
2
4
3
100, -{ 2 121,
».3)
110, 4 122,
111, /25 123,
112, 481 124,
113, V64 125.

114, U8

Racionaliza las siguientes expresiones:

P R T T R T I I I T I I I R T I I T I I R A R i N A A |

1
e 133,
J3
1
127. = 134,
7
W
2
128, = 3.
J2
129, 4 136,
J&
130, 8 137,
5
3
131, —— 38,
2.3
132, L 139
‘Th _

470




T R I I I I T I I A A N A R |

140, 1-y3 142, B3-2
1443 Vi+42
3-+2 254342

141, 143,

1-42 2052

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:
144, Un niimero aumentado en 6,

145. El triple de un nimero

146, El doble de un niimero disminuido en 5.

147, Fl producto de dos mimeros,

148, Un niimero excedido en &,

149, Las tres cuartas partes de un nimero,

150, La diferencia de dos cantidades.

151. El cociente de dos nimeros.

152, Dos niimeros cuya suma es 45,

153, El cuadrado de una cantidad.

154, La diferencia de los cuadrados de dos niimeros.

155. El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.

156, La mitad de 1a suma de dos niimeros,

157. Las dos terceras partes de la diferencia de dos niimeros.

158, La rafz cuadrada de la suma de dos cantidades.

159. Dos niimeros enteros consecutivos,

160, Dos niimeros enteros pares consecutivos,

161. El quintuple de un nimero aumentado en 3 unidades equivale a 18,
162, Las dos terceras partes de un niimero disminuidas en 4 equivalen a 6,
Encuentra el valor numérico de las sigulentes expresiones, six =3, y==2,z=1, w==- 4

163, 4x -2 174, 1-3(x-y) +2(3w-2)
164, Gy + 8 175, 22+ 3xz - w?
4
165, 4z - 3w 176, 222
y—w
x 1 1
166, 3x - 2y 177, Z——+=
y w 6
167, y+3z 178, (x+3) —(3z+w)
x3 )l'! . W
168, 2x+ 3y-z 179. ?+T+z e
169, dx+ y+2w 180, +/x" +w’
170, 5x =3y + 2w 181, y* —w'
171, 2x-y) 180, 2%
w
172, 5x-3(2z - w) 183, 3"'—”’1'2‘
e

173, 4(x-y) - 3(z-w)

471

Ejercicios preliminares



ANEXO B
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Reduce las siguientes expresiones:
184, d4x - Tx+2x

185. 9y + 3y -y

186, 5ab” + Tab? - 16ab>

187, dxtyz® — Grdye + 7 by

188, Sx-3y+2z-Tx+ 8y~ 5z
189, 14 -8b+9a+ 26 —6a+b
190. 7m?* - 10m? + 8m? - m*

191, dx" =5y +3y" —3x" +day+3)°

192, -3q" +5b" +8&” +4a” — 36" -7c”

Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

193,
194,
195,
196,

197,

198,

199,

ab” +2bc” +3ab” —2bc” —dab’
50y 4200 -3yt +4p? — 2230 — 2
=m*+Tn = 9m? - 13p* + Sm? - n?

8a2 — 15ab + 1282 + 252 + 6gb — 1462 + 5¢% + Bab + 1752

1 3 4 3 3 4 34
4abc 4abr: abc
LI PG (L]
37 g 4 grugthgh

52, T 2,13 2 3.1 .9
—Za’b——ab® +—a’b+5ab” —6a’b——
3ab 2ab 4ab ab” —6a“b 3a!;o

201, (5x—Ty—2z)+(x —y+7z) 216. (3xy)~-5xy)
202, (3x?+zxy-sy?]+(—2f+3xy-f] 217, (G A3 X7
203, (x* #2137 ~2x+3) 218, (a*¢*)(4asc’
204, (¥’ —3x—4]+(f+2x+3] 219, (3% )(-2x'y*
205, (3" +2x7 = 5x+6)+( 22" ~2* +Tx +1) 220. -6y’ (4x%y)
206. (J‘:2 +ory+ay?)+(55 -3y -4 21, (2a''c)-5abc)
207, (J4:3+J4:23,1+.5J4:y:*—27.3,"]+(—3:c2y—l5;¢:y2 +Sy3] 222, (%xzyz][—%yzs)
3,5 1,2 1 2
208, [zxg +Ex—3)+(512—§x+5J 223, (lﬂa"bgca]{—gasb!c)
209, [-1—13—1)+[12—~x+:;:— +[—% 3__'56 i+x—§— 224, [éa’bzc)[g'a‘bcz)[-lz-ac)[g-a‘bg)
210, [%x‘—%x3+l]+[%x2+%x—%]+(§x‘+3x!—2xz—éx—5] 225, (%azb!c][—gascz]
211, (2x-8y-5z)—(x—6y-4z) 226, (3m3n)(5m?- 9mn)
212, (60 #x-5) (32" ~x-3) 227, (4a*bX-3ab+ 246"
213, (45 ~5x" +6x+7) (26" ~6x" +dx +4) 28, (2a%8)(5a ~Tab +367)
o o X ox 3x 4
214, [ i J_[T_E T—E] 29, (- a)d* - a*+7a-5)
Loy 3.3 1. 8Y (3.6 85 ¥ 1 T P T T
215; [5 —3 +8 +?)—[Zx “3 +6 +14) 230, Ba'b (a +d4a b—ab —Sb]
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2 3
_Exsy +—§x2j‘

3x” +6x
2x
9a’h—6a
202
X —2x"+5x
X

231, (doxy)5x* —62* = Tx) 239, ——
232, (- 5a%b)(a* - 3ab + 9B%) 240, — =
233, (4yN6xY - Y + 4y 241,

234, (3x-5)x+7) 242,

235, (a+6)(a-9) 243,

236, (~2x+7)(4 -3x) 244,

237, (x* - 6x - 8)(3’ - 8x + 1) 245,

238, (T - dx2y + 12U 202y — Ay + 4y%) 246,

Desarrolla les siguientes binomios al cuadrade:

] 5 B 1!5 3.4 3
) Eira) =4 o+
[Sab 2ab ab) 3ah

247, (x+3)? 254, (3 - 20)?
248. (a-4y" 255. (Sx + 4y
249, (y-6)2 256. (9x? - xy)
2

250, (x+ 5) 257. [1 + %)

1

251, (2m -5 258 (y-3)
2
252, (3x- 1) 259, [g—zf]
2 2

253, (3x+4)2 260, [E_"_]

a 3

Obtén el resultado del producto de binomios conjugadoes:

261, (x+5)(x-15) 268, (a - 4b)a + 4b)
262, (m —3)(m +3) 269, (3xy - 22)(3xy +22)
263, (x+6)(x-6) 270, (m = 5n)m + 5n)
264, (y=1)y+1) 271. (3p + 5¢)(3p - 59)
5 2 5 2
265, (7 - 272, | =x—— —x+—
(7=x)T7+x) 7 [Sx 5y)[3x+5y)
m n)m n
266, (5 +4x)5 - 4) . (E *5)[5‘5]
1 3 1 3
I _+_ iy, =y
267. (3x+ 5y)3x - 5y) 274, (21: 5},]{2; Sy]

473
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Desarrolla los sigulentes cubos de binomios:
275, (x+ 1)

276, (y -2
277, (x+3)3

278, (a-4)*

279. (5-x)°

280, (3x-2)

281, (x + 290
282, (4x -3y
283, (1 - 5

1 3
284, [51 +Ji)

]

25, [2-2
3-1)
E

Factoriza las sigulentes expresiones empleando el factor comin:

287, 4x-12
288, 3x+15

289, 24x* - 36x

290, &xy - 16y

291, 3x% - 6x

292, ¥ + 3

203, m® +m* - nit

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
301, -1

302, 42 -9

303, x*-16

304, 422 -25
305, 25 - x2
306, 16:2-9

307, 81 -4y

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

315, ¥+ 2+ 1

316, y2 - 4y + 4
317, a*+6a+9
318, x* - 10x+ 25
319, ¢* - 2ab + B*

320, y* + 12y + 36

321, m? + 2mn? + nt
322, 162+ Bx+ 1

204, Bxd - 24x2 + 16x

205, 156" + 254° - 35a*

296, 6a’b - 3ab

207, 12x% - 18xy°

298, dxly’ - 8y + Sxty’

299, 184°b - 9%a’b? - 60’6 + 12ab*
300, 33xY77% + 66xY7 77 — 2242

308, 100 - x*
309. 25m* - 81

310, 9% -y*

1 9
RS Eyz

32 =7~ =

313, 2 36 6

314,

324, 2+ x+ —
2 1
LT,

1
328, x* - =
rex+ =

329, 14452 + 120xy + 25y



Factoriza los trinomios de la forma x® + bx + ¢
330, 2%+ 3x+2

331 x%-5x+6

332, 22+ 9x+ 20

333, x2- 140 +24

334, it +Tm + 12

335, x2-9x+ 18

336, g’ +dg-12

Factoriza los sigulentes trinomios ax? + bx + ¢
344, 3% - 14x+ 8

345, 6a> +Ta+2

346, 4x* - 13x+ 3

347, 52 -Tx +2

348, 20— 5x - 12

349, 6m2+11m+3

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢
356. 3+ 1

357. -8

358, x' - 64

359, ¥ +27
360, 64 - 27x*

361, %+ 8
Simplifica las sigulentes expresiones

3x
2

dx ¥

368,

369,

x (x—5)

A6 5x*

x(3—x)
37, g
eI . Lo

x—2
x—1

373.
(1—x)x

475

337,52 +y-20

338, n’ - 2n - 63
339, 2-18-7z

340, x2 - R - 48
341, P +x-132
342, a* -2a-35
343, Y2+ 2y - 168

350, 66° + 5b-25
351, %2 -3x -2
352, 59212y + 4
353, 42 -5x -6
354, Ty2+ 16y - 15
355, 20x2-x -1

362, 1253 —y?
363, 8x* +27y*
364, 1-x%°

2 Gx+2)

e x(3x+2)

4342

35, x+1

' +6x+9
376, g
X —2x

M TG

9x" —4
]
8x* —1

379, ———
4x* —dx+1

Ejercicios preliminares
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Realiza las sigulentes operaciones con fracciones algebraicas:

1 1
=
3%.1 x+h

1

381,

1. 1
ol e
3M.a b

a a
+
x—h x+h

383,

b b

1

P
x+a x—a+h

S O
3M'y—2 y+2

a a
Eﬁ'a+1 1—

x—1 x—

x+th+1

387,
x+h—1

388, =

a

x x+h

h—1

x+1

x—1

-
+
-
-
|
£

39, 1

=
-
AL
=

=

8

Bl =

a8 =

391,

E

| we
]
|
-

x _ xth

3093, —
x+1 x+

a

BT Th

x+h+1
x+h—1

395,

h+1

a
x+th—1

x+1

x—1

401,

405,

410,

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes radicales:

411, Jx
412, 3x
413,
414, +/(5x)
415, ¥2a

416,
417,
418,

419,

420,

5 5
Jx+2

Ya+b
Jax -3’

I5x+ 3y



Expresa como radical las sigulentes expresiones:

426

427

428

2—x
g {1+)’J

Ejercicios preliminares

" '[x-i-S)E

. (Bx+1f

it

. (2a—5b)

I

Aplica los tecremas correspondientes de exponentes y radicales para simplificar las siguientes expresiones:

430,

431
432

433,

(e
. (4}
. (Sy")?

3

434, (202

435

436,

437

438

439

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

449

450,
451,

452,

453,

454,

455,

456,

457,

458,

459,

22
(5
it
] 'liﬁxzy'*

R
TR

N —_—X
o

. 327

L x+6=4
y=-2=0
3x=15

4x-5=3
2x+5=6x
Gr-2=2x-12
4+9x-1lx=6x+8
8r=-3+5x
9-10x="Tx +8x
3x-5)+3=10

542(4x-1)=0

477

440

441,
442,

461
462

463,

463,

467,

468,

470,

7
e

L 6(l=x)=2(x=-2)=10
39 +4x)-9=18
L3Ax+ N =06+5(2-x)

2_3

—gx—].

)

. L %
3 3 4

=

o |
=]
Mlh
]
L
1
=

x=—=—

3x
5 8
2
3

N
0 1

B_1x
3 12

3 4 3
F@-D-SG+D= G+ 1)

x+4 x

=5

=
(=]



ANEXO B

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

4711, P+dx+3=0
472, X -5x+6=0
473, 2+ 7x+12=0
474, 22~ 1dx+24=0
475, X+ 9x +20=0
476, y2-y-56 =0
477, a2+ 4x-12=0
478, x*=9x+18=0

Resuelve los sigulentes sistemas:

x+y=4
». {1—y=2

2x—3y+4z:=—8

479. X’ = 2x-63=0
480. Y +y-20=0
481, g2+ 2= 48
482, 52 -Tx+2=0
483, 2% - 5x-12=0
484, Tx? + 16x= 15
485, 62 + T =-2
486, 206" - x-1=0

6x+2y+z=—18
—3y—4z=—3
4x+2y+3z=—6

2x+3y—4z=
6x—6y+z=35
6x+12y—6z=—1

x+2y=1
502, 13y—2z=1
4x+3z=06

—3=0

AtA. Y +2y—x=0

505.

xty—1=0
X =3y—7=0



Ejercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitégoras para determinar el valor de "x” en los sigulentes tridngulos rectangulos:

506, 509,
15
x=7
3 12
x=7

507, 510,
X

7
13
x="? =2
- 24
5

511,
: -9
6 x=
12

8

508,

>
[}
-3

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a les dngulos agudos de los siguientes trisngulos
recténgulos:

512, 513,
A A
5 13
3 12
] L1
5 B

479




ANEXO B

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:
514, Pasa por el punto (2, 3) y su pendiente es 4,

515. Pasa por el origen y su pendiente es =3,

516, Pasa por el punto (-1, 2) y su pendiente ¢s la unidad,
517, Pasa por el punto [%,—2) y su pendiente es 2.

518. Pasa por el punto (6, 5) y es paralela al gje x.

519, Pasa por el punto [2,4) y es paralela al eje y.

520, Pasa por los puntos (2, -3) y (5, 1).
521, Pasa por los puntos (-2, -1) y (1,2).

522, Pasa por los puntos (0,-2) y (3, 5).
13 301
523, Pasa por los puntos [E’E) y [— 5’_1)'

S04, Do pioc 1o i [o,—%) ¥ [2,%).

480



SOLUCIONES A EIERCICIOS PRELIMINARES

Operaciones con nimeros enteros: 4 11 .2

s 3
L2 12, 20 23, -3 T R T ey
TR 13, 30 24, 4 i 9
310 14, 60 25, 28 T o5, 311
4 12 15, 24 26, 4 35 z 2
53 16, 7 27, 2 86, —
& -1 17, 4 28,3 48 06, 2azl
7.1 18, -3 29,2 o 1 2 2
R0 19, 2 30, -5 "2 5
9 -16 20, 13 32 97, 3
10, 23 21, 3 2.8 88, L
o 9
1L, -6 22, -16 o8, §=1§
Descompén en factores primos los siguientes niimeros: g9, W7 _537
33, 2x3 38, Px3x5 43, Px5x T 040 9.2
34, 22 39, 3¥x 52 44, x5t 9 19 4
35, 22 x5 40, 22x §x23 45, %57 0 % 'm 100, —
36, 2x 52 41, % 13 46, 22 x 3 x5* 27
3 2 L] 2
37, Py 42, % ¥ o1, %:3% i, 4
Determina el MCD de los sigulentes niimeros: 15
47 2%3=6 49, =4 51, =4 0 3 )
48, 5 50, 2x3=6 54 1, __l§
Determina el mcm de los siguientes niimeros: 93, %
52, 2 x3Ix5=60 54, ?x3=12 56, 22 x3* x5 = 180
3 2 _ 4 o
2 a1 e Efectdia las sigulentes operaciones:
Efectiia las sigulentes operaciones con fracciones: 103, 36 111, 5 121, 4
57.5 104, 64 112, 9
1
13 22 71, %=%=zi 105, 16 113, & 122, 5
ke A8 2 114, 2
6 72, §=1§ 102 115, 3 123, 8
B 7 3 & 108 8 116. 2 5
b T_,5 le 117. 2 s &
60, 1943 6 6 100, 81 118, 3 7
4 4 74, 1 16 119, 3 -
u .1 8 4 110, 2 120, 5 T
61, —=3— 75, ——
11 11 30 15
i B ot 41 Racionaliza las siguientes expresiones:
e W T = =3
33 “u sl 3 2 5
3 .3 126, — 132, — 139, 9+3+7
o S d 29 3 4
5 5 7. E=14_5 R { 40, -2
o 1 N e :
5 3§ 4 H=2}. 127, 7 133, > 141, —1-2:3
63, === 8 8 =
4 2 ) =
o 7 128, 2 134, 25 142, 5-26
9 .1 79, ==7— 25 -
66, §=1§ 12 12 o B a 13+4410
305 o1 129, == 135, 7 e
67, -1 80, 7 _gl® 3 _
63 1 21 2 136, V5-1
] 2 8 ;23 :
4 2 2 8, == /
60 15 3 137, L;l
10 5 2 3
69, —===1= 1 V3
6 3 3 3% 7 13 138, \3-1
15 .7
70, W L q B_,1
8 8 12 12
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CACULO DFERENCIAL

Expresa en lenguaje algebraico los sigulentes enunciades: 223, -8a"pct 226, 15m’°n—=2Tm*n*

144, 5+ 6 152 %45 -x 158 Jx+x aoq. L apa 237 1248 +84°F

e 25 :zi 1:2 L 0 xd ml ? 228, 1006 -140'8* +62°6°
i 2 160. 25 x4 2 Bt 229, =76 +a* ~7a* +5a
148, 3 + 8 155, (x-y) 161, Sx+3 =18

3 230, =3a'% -1246° + 3% +154'8°
149, -45 156, £+ 162, 25426 235, ¢* -3a-54
i 2 3 231, 20x%y-24x° y - 2847y

2 236, 6x° —29x+28
151, ﬁ 157, SG-) 232, Satb+15a° K - 45470

233, 245%3* =284y +164°5 237, 3x' =26x° +255° +58x—8
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si

Xm 3' y--zlz- ‘l‘ we =4 234, 3x2+16x-35
163, 10 171, 10 178. 0 i i
ke & 4
ok, d ik A 179, 24 238, Mx'y-36x'y" +46° ' - 2047y + 4
163, 16 173, 5 180, 5 239, 3¢'8 243, 3443
166, 13 174, —40 181, -4 240, — 62 2
167, 1 175. 2 182, 3 3 244, 2p-3¢
168, -1 176, 5 @ 13 241, Edzf 2
169, 2 8 s 245, o -2¢+5
L == 2
170. 13 £
70 2 22 Sx 246, éa’b’-%b‘-%f)’
Ryduce lsssiguimtss sapresionen Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
184, —x 195, —5u? - T
185, 11y 196, 1547 - ab+ 155* 247, x" +6x+9 255, 254" + 0%/ +16y°
186, —dab?
1:? e 197, -gafr’c‘ 248, a* —Ba+16 256, Blx* —18°y +x'y
s 1.1, 4 i 257, A +2r4 L
- 3 258, y'—Zy+—
191, 2% -z +6y° 199, _§¢25+3¢2 251, 4m* =20m+25 ¥ 33' 5
192, g+ 200+t 12 6
252, 9% —6Gx+ 1 L
193, 0 2 259, *--3x" +9y*
¥ 2wy, 2 T4
104, 322 + 4sy? — 3¢ 200, -?-?+y 253, O9x* +24x+16
3 4
254, 9-12x+4x" 260, iz-'%+%
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: “
201, 6x-By+5z 212, 3¢ + 2 Obtén el resultado del preducto de binomios conjugados:
202, 2 +5x-6 213, 2% +x% +2x+3 »
X yz \ , 1 261, A*=125 260, 93’2}'2 _ 4
2 £ T i v
203, 4x" +2 214, i sx +x : 262, o -9 270, m® - 25
204, x+a7—x-1 263, 5* - 36
S 215, —ix’-%x’-iﬁﬁ 271, 9p* -25¢
205, X +x+2x+7 264, 2 - 1 - E,ﬁ_i
206, 62 +3xy 216, -155%" 265, 49 -2 9 25
207, ¥ -2y - +65° 217, 185"’z 266, 25 - 1657 g, W _A
4 9
208, 2413 218, 4abc" 267, 9 =255
4 6 2 o, A9
1s 1.1 9 219, —6x"5 268, a* -164* T4 25y?

209, ——x¥+ x4 x=Z
6 6 2 220, -244%y*
1, 1 135 13 19 5 4
210, —x*+=x -+ Sx-— 221 -108°F
Todbi LAk R i 2
21L x=2y-=z 222 _%,,2}-2;"
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Desarrolla los sigulentes cubos de binomios:

275, 2+ 3+ x+ 1 282, 64:° - 144x7y + 108" — 27"
276, y* - 637 + 12y - 283, 1 - 152y + 7547 - 125532
277, 23+ 032+ 2Tx + 27 284, i15+%123'+$1y2 +:.I"'
278, o - 124" + 48q - 64

3 2 2 3

X X
279, 125 - 75x + 1557 - ° as, 12,0 )

7 6 4 B

280, 27+ - 544 + 363 -8
1 9 27 7

281, -6y + 125y 83 el L
Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor
comiin:

287, 4x-3) 204, Balx” - 3x +2)

288, 3(x+5) 295, 5a%3 + Sa - Ta")

289, 12x(2x - 3) 296, 3ab(2a - 1}

20, 8y(x-2) 297, fay(2x - 3y)

291, 3x(x-2) 298, 54 — Bay + 5%

292, y¥y + 1) 299, 3ab(ba® — Iab — 2ab® + 4%

293, m¥m® + i - 1) 300, 1Ly 332 + 6z - 2)

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

0L, (x - 1)x+ 1) 310, (3 - yMH32 + )
-3 3
L =200 20 311, [ix-EyI£x+Ey)
W, (- 43+ 4) 4 7T A4 7
M. (2x - S)2x +5) 312, [lz-EwI-l—zd--s—w)
2 5 2 5
305, (5-xX5+x)
306, (45 —3)4x+3) a3, [)._Ezs)[HEg)
5 5

307, (9-29X9 +2y)
308, (10 - )10+ x)
309, (Sm> - 9} Sm? + In)

Factoriza los siguientes trinomios cuadrades perfectos:

315, (x+ 1) 1 2
316, (y - 27 324, [11-5)
- ]

7. (a+ 3P 325, ( —i)
318, (x - 5P 4

X

39, (a-bP 326, [g“'")
320, (y+ 6 2
o a1, [E-E)

L, (n o+ 3 =
2

0, (4x+ 17 28, [ -1)
323, 3y -4Y 329, {12x+ 5y

Soluciones a efercicios preliminares

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢

330, (x+2Mx+ 1)
331 (x-3x-2)
332, (x+ 5SHx+4)
333, (x-124x-2)
334, (m+44m +3)
335, (x—6)}x—3)
336, (a+6Ka-2)

BT, (y+ 5Ky -4
BE (n-9n+T)
9. (z-9Hz+2)
MO, (x - 12)x+4)
ML (x+ 12)0x - 11)
32, (a-THa+35)
M3, (y+ 14Ny - 12)

Factoriza los siguientes trinomios ax® + bx + ¢

M4, (- 4-2)
345, (3a+22a+1)
346, (x-3INdx-1)
M7, (x- 1N5x-2)
M8, (x-4N2x+3)
349, (2m+3)3m+ 1)

350, (2b +5H3b - 5)
B (- 22+ 1)
B2 (y - 25y - 2)
153, (x— 20dx+3)
354, (y+ 3Ty - 5)

355, (dx — 1NSx+ 1)

Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:

3356, (x+ Dt -x+ 1)

357, (20 + 2y + 4)
358, (x- 402+ dx+ 16)
359, (y+ 37 -3 +9)
360, (4 - 32016 + 122 + 91
361, (x+ 222 - 2y + 47
362, (Sx - yH25:% + Sxy + )

363, (267 + 370 dx* — Gyt + By
364, (1201 + 2% + 25F)

i, [£+L)[£_1+L]
2 5 4 10 25

x 4Y5 4 16
- [5+;)[? 3+x’]

Simplifica las sigulentes expresiones:

374, x

483
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CACULO DFERENCIAL

Realiza las sigulentes operaciones con fracciones algebraicas:  Expresa como radical las siguientes expresiones:

2
e ET U — . 37 =(3) il e
¥ +ah (x+h—1x—1)
2 +h 1 2 4x - g
8, — 396, —3
xtax—a+k x" 4+ xh 3
Gx ) ) a, Yo 428, (2 -5y =(32a3b)
a+b 1
382, — . —— [ P—ry 4 ‘[ 3 —\;
ab x =k 474, @(413),5] = (21'413)15 ] 429, 5 2%1] - [5 2%
x+1 rry Y
AL 398, — (2
b x=1 425, 3 —
X
8, 2 399, =
¥y -4 a Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y
2a 400, x-1 radicales para simplificar las sigulentes expresiones:
385,
— 401, x+1 430, 52 49, 3y’
4 25 —2x + & . x_il 431, 64a° 440, xx
(x=D(x=h=1) 432, 2522 a1, 1
257 +2xh— 2 Pl 1
e e s . 403, — 433, —
g — =k % 2, gl
- x 1 1 443, (P =97 3
n, — —_— =
388, P x=h s (213;)2 412]:2
444, 4:-.5
i x 32,1
405, = 435, —— 3oyt
389, ST a 243_',-'0 445, 2x4/2x
i 406, x+h 436, 2 446, 51‘\."5
390, 1 —
& +ab 407, — 437, 4 47, (24 1) 5 41
x+1
a - 5 e
ML — s, 271 438, ;x*y M8, (x+d)dfxta
x+2
90, 2h +;; L Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:
b 409, x=1 449 y=-2 460, y=0
3, — 450, y=2 461, x=0
S D th+D) sy EE8 . e I
x 451, x=5 462, x=——
By 17
3, ——
T 452 x=12
5 463, x= —
453, x= —
Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes 4 464, No existe solucion
radicales: =
454, : -uss.x=—E
5
i 3 4 T: 1
411, 2? 416, (5x7y")
455, x=_— _2
) . 3 466, x= 3
412, () a7, (x+2)° 436, x=-1 £y
s \ 467, x=— 2_9
413, ¥2 418, (a +b)* 457, 5= =
25 77
] 2 468, x= —
-3 »
414, (5P 419, (2x-3) 458, x= =
. ; 3 469, x=-16
415, (20 420, (5x+ 3y)7 3
459, I=—E 470, x= —

484



Resuelve las siguientes ecuaciones de segunde grado:
471, r=-3, x=-1 481, a= -8B, a=6

472 x=3,3=2 PO .
3

473, r=4,x=-3

3
474, x=12,x=2 483.::4..t=—;

475, x=-5,x=-4

476, y=8,y=-7
477, x=—6,x=2
485, x=-— ,x
478, x=6,x=3
479, x=9,x=-7 436.1=—l..t=—
4
480, y=-5,y=4

Resuelve los siguientes sistemas:

x=3
487, {y=l 498,
=3
488, {x
y=-1
499,
x=1
489, 1, =
x=1
490, __l 500,
3 2
x=T
L0
501
x==1 B
.
=3
493 {; 502,
=2
x=1
494, {y=-2 503,
x=3
495. = 504,
x=1
496, 4y=2 505,
z==1
=4
497, qy=-2
z==3

484, x=-3, 1= 2
T

Soluciones a efercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitagoras para determinar el valor de
"x" en los sigulentes recténgulos:

506, x=5 509, x=9
507, x=12 510, =25
508, x=10 511 x=445

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los
&ngulos agudoes de los sigulentes tridngulos rectangulos:

512, 513,
4 3 5 12
enA=— en B =— 2N A=s— sen B=—
5 5 13 13
3 4 12 5
008 A=— cos i =— cosA=— cosB=—
5 5 13 13
4 3 5 12
tan A= — wanB=— BanAd=— tan B =—
3 4 12 5
k) 4 12 5
oot A=— oot B=— oot A =— oot B=—
4 3 12
5 3 13 13
e Ad=— et B=— wetld=— secB=—
3 4 12 5
5 5 13 13
csc A =— csc B=— csc A= — cse B =—
4 3 5 12

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:

514, dx-y-5=0 520, 4x -3y - 17=0
515, 3x+y=0 2L x-y+1=0
516, x-y+3=0 22, Tx-Iw-6=0
S517. 2x-y-3=0 53 x-2y+1=0
518. y-5=0 524, Tx-12y-4=0
519, Ix-5=0
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El Calculo diferencial e integral es, sin duda, una rama de las matematicas con mas aplicaciones,
incluso en la fisica, la quimica y las ciencias sociales. Permite plantear modelos que resuelven
problemas surgidos del mundo real; es decir, al cuantificarlos, se obtienen conclusiones matemati-
cas gue facilitan el analisis y la interpretacion del fenémeno sobre el cual gira el problema y de esa
forma posibilita las predicciones sobre su comportamiento.

Este libro busca convertirse en la referencia inmediata para entender y aprender calculo desde una
perspectiva practica para que en un futuro pueda iniciar con cursos mas avanzados de matematicas.

Esta estructurado de trece capitulos, divididos en dos partes. En la primera se dan temas como fun-
ciones, limites continuidad, derivada y aplicaciones (ecuacion de la tangente y la normal, maximos
¥y minimos, optimizacion, razén de cambio etc.). En la segunda parte se explican desde las sumas
de Riemann, integrales inmediatas, métodos para integrar, aplicaciones e incluso una introduccion a
las ecuaciones diferenciales para que el lector pueda iniciar un curso formal de esta materia. Cada
tema esta desarrollado con la teoria justa y la idea de brindar al lector un gran numero de ejemplos
para facilitar el aprendizaje de esta materia, ademas de contener ejercicios preliminares con el ma-
terial que el estudiante debe manejar previamente para abordar los temas sin problema alguno.

Sin duda este material es una herramienta importante para los profesores que encontraran en sus
paginas, una ayuda invaluable para trabajar la parte practica con sus alumnos, asi como para refor-
zar aquellos temas que se necesitan para iniciar cursos mas avanzados.

A partir de la premisa de que |la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y, por
tanto, actda con logica, el libro muestra un enfoque 100% practico. Es decir, se aborda con sencillez
la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que serviran al estudiante para resolver los ejerci-
cios propuestos y verificar su aprendizaje al consultar las respuestas respectivas que se encuentran
al final del libro. También se encontrara con una serie de problemas de aplicacion los cuales vincu-
lan las matematicas a situaciones reales.

Por todo ello, Calculo diferencial e integral es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal
de cualquier estudiante o profesor, ya que es una obra para el que aprende y para el que ensefia.

Para obtener mas informacion acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:

www.conamat.com
ISBN 978-607-442-539-0
Prentice Hall 90000
€5 una marca de
PEARSON Visitenos en: | 11
___,__..--——'—-—-..__‘___ P . AL e
www.pearsoneducacion.net : #2290
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