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Prologo

La experiencia adquirida en el ejercicio de nuestra actividad docente en
fermodindmica nos ha permitido concluir que un conocimiento profundo de
sta materia sélo puede conseguirse dando una gran relevancia a la ensefianza

prdctica. En particular, la resolucién de problemas es un medio extraordinaria-
.nente eficaz para afianzar la teoria. Aunque somos conscientes de la existencia
2 numerosos libros de problemas sobre Termodindmica, la coleccién recogida
este texto pretende aportar nuevos elementos docentes a través de la seleccién

la forma de resolucién de los problemas.

La Termodindmica es una parte de la Ffsica cuyo objeto de estudio son
‘emas de naturaleza muy diversa. Sin embargo, la mayoria de textos de teoria
por supuesto, también los de problemas, se han limitado tradicionalmente a
andlisis exhaustivo de los sistemas p-V, dedicando como mucho un capitulo
los llamados «sistemas especiales». Afortunadamente, es cada vez mds f4cil

1contrar en la bibliograffa reciente teoria y problemas dedicados al estudio de
Js sistemas que tanto interés poseen en otros campos de la Fisica. Nosotros
Jeremos destacar aquf los problemas propuestos sobre sistemas eldsticos, en
rticular los dedicados al estudio termodindmico del caucho, sustancia cuyo
nportamiento estd muy préximo al de un gas ideal. También son interesantes
aplicaciones a sistemas donde los efectos de la tension superficial son apre-
ables. Incluso en sistemas p-V, hemos preparado algunos enunciados originales
procesos lineales en un diagrama p-V.
En cuanto a la resolucion, se ha evitado dar exclusivamente la visién mate-
tica del problema y hemos insistido en aquellos puntos que creemos més
‘mativos. Por ello, se han realizado comentarios te6ricos apropiados, aplica-
dnes de técnicas numéricas sencillas, numerosas grdficas explicativas, estima-
ones de érdenes de magnitud, etc.
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Expresamos, por ltimo. nuestro sincero reconocimiento g aquellos
fieros que nos han cedido algunos originales y/o nos han ayudado a mejorr 1
texto con sus comentarios y sugerencias. Damos, especialmente, ag gracj -
: . > i A
profesores Dr. J. Garrido y Dr. S. Mafé, asi como a los profesores Dr. Eai “ —— Termo’rne{rla
Baeza ¥y Dra. M.®* A. Gilabert. ) oeficientes termicos

) Julio PELLICER Gap
< José Antonio MANZANAREs ANpp

' Problema 1 “

Un termdmetro de resistencia de platino permite
Tealizar determinaciones precisas de temperatura a
partir de la medida de la resistencia eléctrica R del
termémetro y de la relacion temperatura-resisten-
cia. Cuando la temperatura t viene dada en la escala
Celsius, esta relacion termomeétrica se conoce como
ecuacion de Callendar-Van Dusen y toma la forma

t=1t, + t t 1 o+ 4 i
~ 77 j00°C \100°C # 100°c/ [

onde
t, = 100°C 3=
H R,— R,

la denominada temperatura de platinoy R,y R, .
: on, respectivamente, los valores de R en los puntos
hielo (0°C) y de vapor del agua (100 °C). Las cons-
ites § y f son caracteristicas del platino y estan
<lacionadas con el comportamiento no lineal de la
riacion de Rcon t; si d y 8 fuesen nulas, la varia-
on seria lineal y la temperatura de platino coincidi-
con la temperatura Celsius. Considerando un ter-
metro para el que A, = 24,236Q y R, = 34,452Q,
pide:

X
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Solucién

a) determinar las constantes § y § teniendo en
cuenta que en los puntos de ebullicién normal del
azufre (444,674 °C) y del oxigeno (— 182,962 °C) la re-
sistencia del termémetro es 67,417Q y 5,927 Q, res-

pectivamente, y que f§=0°C para t > 0°C,
b) representar Ia resistencia del termémetro en

funcién de la temperatura t en el rango —200°C <

<t<500°Cy
c) calcular la temperatura correspondiente a una

resistencia R = 25,186 Q.

a) Pa.ra hallar el valor de la constante &, calculare-
mos previamente la temperatura de platino del punto de
ebullicién normal del azufre

67,417Q - 24,236 Q

344520~ 242360 — 422680°C. (1)

lrr.S = IOO.C

Asi, a partir de la ecuacién de Callendar-Van Dusen,
resulta

444,674°C = 422,680°C +

444.674°C 444,674 °
+6 —_— \C _ R (2)
100°C 100°C

¥a que para t > 0°C se verifica B=0°C. Por lo tanto,

§=1435°C. )

Del mismo modo para d i
) n s eterminar [a const =
nguaremos primero el valor de la temperaty an:ie A ?V?
no del punto de ebullicién normal del oxfge ra de plati-
no

. _ o 3,927Q - 24,236.(2
P10, =
34,452Q - 242360 = ~179,219°C. (4)
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La ecuacién de Callendar-Van Dusen
—182,962°C = —179,219°C +
—182,962°C /—182,962°C Vg
100°C 100°C

—-182,962°C\?
x|1,435°C+ B —W (5)

permite deducir ahora que
p= —0,6447°C. (6)

b) La relacién R(t) se puede obtener despejando R
de la definicién de la temperatura de platino y susti-
tuyendo ésta en funcién de ¢ a partir de la ecuacién de
Callendar-Van Dusen. En efecto, como

wyn st <;—1 a;(‘ 1«
7t =" T00°C \100°C )[ A 100'0)} @

resulta

tPl =
100°C

L
100°C

t 1435°C 06447°C/ ¢ \?
o L brvrring ! c 1000 ®)
100°C 100°C  100°C \100°C

sit<0°Cy

R=R,+(R,— R,

=24236Q+10,216Q X

t

R =24236Q + 10,216 Q x
100°C
g l—( t -1 1,435°C 9
100°C 100°C ©)
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rior. Asf, las aproximaciones sucesivas al valor de ¢ co-
rrespondiente a R = 25,186 Q son

si t >0°C. La representacién pedida aparece en la fi-

gura. t) =, =9299°C
80 L JiC B 2 § ¢ LR & LB TTT ll} T T TTT7T ® ®?
T T T TT IRARRE| ) 9299°C+9’299C 9,299°C 1) x
1 = =
’ 100°C \ 100°C
=9,178°C
g
[3
1‘3’—9299°C+9’”8°C 9,178"C_1 «
-7 100°C \ 100°C

1,435°C — 0,6447°C ITEEN* 9,180°C
X — =
’ ’ 100°C ’

lllllll‘!llllllll‘lllllllll‘llll

_1 X

% | 1,435°C — 0,6447°C %,180°CY? =9,180°C
’ ’ 100°c/) | 7

0
=200 -100 0 100 200 300 400 500
0 9,180°C (9,180°C
1= 9299°C + = oec ( 100°C

: c). Para calcular la temperatura t asociada a la resis-
eenlcxa R =1251860 lo primero que hemos de hacer es
valuar la correspondiente temperatura de platino

x | 1,435°C — 0,6447°C 9,299~c)z
’ ’ 100°C

25,18 -
6Q —24,236Q y la solucién final es ¢ = 9,180°C.

34,4520 — 242360 =9,299°C.

tp, =100°
Pt (10)
Ahora, la tem

, peratura ¢ debe obtenerse i
ecuacién de Callendar-Van Dusen. Dado qrgcsaoé]svtljr;g?m]: A
ecuacién algebraica de cuarto orden en ¢, resulta conve-

niente emplear un i , G A
- un método numérico. E| mi4s sencillo en La termometria actual, que esta basada en la asig-

nacion de la temperatura T, = 273,16 K al punto tri-

ple del agua, ha conducido recientemente al valor
experimental de 373,124K para el punto de vapor

del agua. Por lo tanto, el intervalo entre los puntos
de hielo (T, = 273,15K) y de vapor (T, = 373,124K)
no es 100 K. Admitiendo que la diferencia de tempe-
ratura entre el punto triple y el punto de hielo segui-
ria siendo de 0,01K, determinese el nuevo valor T,
que deberia adoptarse para el punto triple del agua

cién se vuelve g | :
; ntroducir ep |4
ecuacién o 4 parte derec a
valor de ,yni' é’roce_dlmlcnto Se continia hasziz:a ﬂz ]el
ambic dentrg del nimero de cifr'?s que
[4

deseemos. S6lo
iy queda por determ;
esumacion de 1. Comg iy puégg”:mar cudl es la primera
o

P 2 lc
alcjado del comporlamicnto nfgfl ”cllo ool 1o estd G
Strado en 1y
dligura ante-

4
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M\ si quisiésemos que el intervalo entre los puntos de

hielo y de vapor fuese de 100,00K. ;Cuales serian
entonces las temperaturas 7, y T,? (Ayuda: el co-
ciente T, /T, deberia mantenerse igual que en la es-
cala actual.)*

Solucién

) Anteriormente a 1954 la diferencia entre los puntos de
hielo y de vapor del agua era, por definicién, T, — T, =
= 100K y su cociente se determing experimentalmente

como

T 1,36
=t 610. 1)

Resuitaba asf que los valores de T, y T, debian ser
T,=37315K y T,=27315K. - @)

En la termometria actual, el valor de T

‘ /T, determina-
do experimentalmente ha cambiado a e

T, 37312
7.~ 27315 = 136600 3)

a Ty, dicho cambio de valore

, sde T
modificando la lemperatura dej puntv H 'T
valor T; tal que 2 i

=T, + 001k,

T, = T = 100,00 )
* Basado en los arifculos g .
blicados cn Rev. Esp. Fis, 9(199c5)J '33P cllicer y M.+

A. Gilab 3
Y en Phys. Eqye, 31( 19(:9,;) l;;

6
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TI
= = 1,36600. (6)
Th

La resolucién de este sistema de ecuaciones conduce
a los valores

T;=273,23K , T, = 213,22K y T. = 373,22K. (7)

El cero absoluto es inaccesible y, aun cuando ex-
perimentalmente parece que se ha llegado a sus
proximidades, igualmente podemos considerar que
estamos infinitamente lejos de alcanzarlo. Para ha-
cer mas intuitiva esta afirmacion, definamos una
nueva escala 7' tal que T' - — oo en el cero absolu-
to, manteniendo ademas el valor numérico de la
temperatura del punto triple del agua como T, =
= 273,16°N (donde °N denota los grados en esta
nueva escala de temperatura).

a) Hallese la ecuacion que permite la transfor-
macion de las temperaturas T (escala termodinami-
ca) en T’ (escala nueva). (Ayuda: dendtese por T, la
temperatura Kelvin que corresponde a 0°N.)

b) Constriyase una'tabla de equivalencias entre
algunos valores significativos de la temperatura en
ambas escalas para T, = 1K.

a) Teniendo en cuenta que en el cero absoluto T*
debe tender a — oo, es evidente que la nueva escala pue-
de ser de tipo logaritmico. Tomando en consideracién.
ademds, que el argumento de un logaritmo es adimen-

1 Problema 3‘5

Solucion

7
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sional, la relacién entre ambas escalas puede expresarse
en la forma

T
T =mlog,, T (1

donde m y T, son dos pardmetros positivos con dimen-
siones de temperatura. Obsérvese que para T = T, resul-
ta T"= 0°N y, por tanto, T, representa la temperatura
Kelvin que corresponde al cero de la nueva escala.

Tomando Ty = 273,16 °N en el punto triple del agua,
la ec. (1) nos permite deducir que ’

Iy
TJ

lo —
L10 T

2

m=

Yy asi la ec. (1) se transforma en

log,o —
T'=T; —ET" 3)

lo =3
810 75

b =
. )t Para T, = 1K, Ia ec. (3) genera una escala lo-
gari mlca. de temperaturas algunos de cuyos valores re-
presentativos aparecen en la tabja siguiente

T(K) |+oc 10° 104 102 19 | 4g-1 1072 10-¢ 10-8 o

T'CN) |+ o 896 448 24112 0 ~ 113 —224 -448 —896 — o0

inaqccsibilidad del cero
¢s cierto que determipg
ben mcjor en €rminos ¢
no de otra. Por ¢jemplo,

ggssorlct:]tg, Sin embargo, también
e CScr:r:ﬁnos fisicos se descri-
by a qc temperatura que

Clerminadag condiciones

100 problemas de T ermodina’m/ca\_

(denominadas de «inversién de poblacién»), es posible
establecer la existencia de temperaturas absolutas ncga-
tivas en sistemas (realmente subsistemas) dc spincs nu-
cleares utilizando técnicas de resonancia magnética nu-
clear. Una escala logaritmica de temperaturas no podria
describir estas situaciones.

En la pr4ctica, el subsistema de spines anterior no estd
completamente aislado sino que forma parte de un sis-
tema que lo contiene (un cristal de fluoruro de litio, por
¢jemplo) de modo que cuando se alcanza el equilibrio
termodindmico entre el subsistema de spines y los 4to-
mos del cristal, el sistema total se encuentra a una tem-
peratura absoluta positiva. El lector interesado puede
encontrar un tratamiento asequible de los sistemas a
temperaturas absolutas negativas en el cap. 28 del libro
Curso de Termodindmica, de J. Aguilar (Alhambra, 1981),
donde ademds se comenta el uso de escalas alternativas

como — 1/T.

a) La potencia termoeléctrica « de un termopar
cuyos cables estdn constituidos por aleaciones
metalicas puede ser de varias decenas de uV/K. Por
ejemplo, « = 41,0 uV/K para el termopar de cromel-
alumel. Si en el empleo de este termopar como ter-
mometro la fem se mide con una sensibilidad de
0,01 mV, ;cudl es la sensibilidad en K?

b) En el caso de termopares constituidos por se-
miconductores, la potencia termoeléctrica puede
ser de centenares de uV/K. Por ejemplo, combinan-
do Bi,Te, tipo p con Bi,Te, tipo n se obtendrian
442 uV/K. ;Cual seria entonces la sensibilidad en K
asociada a una sensibilidad de 0,01 mV?

c) En realidad los semiconductores no se suelen
emplear en termometria como termopares (que des-
de luego no serian uniones de cables finos, como en
el caso de metales o sus aleaciones), sino como ter-

Problema 4

-9
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Solucién

mometros de resistencia (termistores). Si la resisten-
cia eléctrica de un semiconductor varia en la forma

R=Ae%

con A=0,10Qy B =3.300K, ;cudl es la sensibilidad
en la determinaciéon de temperaturas (proximas a
300,00K) asociada a una sensibilidad de 10Q en la
medida de R?

d) Comparese el resultado anterior con el que se
obtiene para un termémetro de resistencia de plati-
no en el que

R=R,1+ at+ bt?),

donde tes la temperatura en °C, a = 3,91 x 10°3°C ™"
y b= -6,00 x 10°7°C~2, Considérese una tempera-
tura t=27,0°C y una sensibilidad de 0,1Q en la de-
terminacion de R.

a) Suponiendo comportamiento lineal de la fem con
la diferencia de temperaturas entre las uniones del ter-
mopar, es decir, ¢ = «AT, la sensibilidad en la medida
de la temperatura se obtiene como

1 0,01 mV
FAT o B _ 1
2T aoavK 0K D

Por ejemplo, si una de las uniones estuviese a 273,15 K
(0°C) y la otra a 300,00K, la lectura de fem serfa
(LL10 £001) mV y la de la diferencia de temperaturas
cmrg las uniones (26,85 + 0,24) K. Obsérvese que hemos
considerado la sensibilidad del instrumento de medida
como error de la media y que, en este caso, el error
rclat?vo en la determinacién de la fem es igual al error
relativo en la determinacion de la diferencia de tempe-
ratura entre las uniones.

100 problemas de Termodinémica

b) En este caso,

0,01 mV

———— =0,023K. @
442 uV/K

1
SAT=-6e=
o

c) La resistencia eléctrica de un semiconductor varia
de forma muy acusada con la temperatura debido a la
variacién en la concentracién de electrones o huecos de
conduccién. En este tipo de termémetros se define un
coeficiente de temperatura

1|6R| _ B
ﬁEELS—T’ =5 = 00367K ", A

con la cual la sensibilidad en K del termistor es

o7 =228 _ o046 )
=% = 006K

d) En el caso de los conductores metélicos, como el
platino, la resistencia eléctrica aumenta con la tempera-
tura debido a la menor movilidad de los electrones de
conduccién cuando aumenta su interaccién con la red
de 4tomos metdlicos. En cualquier caso, lo que nos
interesa para la utilizacién del platino como termémetro
de resistencia es que ésta varie con la temperatura. Se
obtiene ahora que

o SR ____AR S
~19Rjatl  Ryfa + 2b1) )

y, para t = 27°C, resulta
ot =0,26°C. (6)

Si comparamos los resultados de estos dos tltimos
apartados, observamos que una medida de la resistencia

" del semiconductor con una sensibilidad de 10Q conduce

a una medida de temperatura m4s sensible que en el caso

1
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M de la resistencia de platino incluso cuando la resistencia En el de capilar no uniforme la temperatu‘ra también vie-
de éste se mida con una sensibilidad 100 veces mayor ne dada por una expresién como la anterior

(0,1 Q). En términos relativos, la resistencia del semicon- )

ductor medida a T = 300,00K seria (5.990 + 10)Q, mien- ¢(x') = 100°C x - xh’ )
tras que la de la resistencia de platino a esa misma tem- X, = x,

peratura seria (110,5 + 0,1)Q. Determinaciones de la re-
sistencia eléctrica con un error relativo comparable en
ambos casos conducen asi a determinaciones de tempera-
tura con menor error absoluto en el caso de los termistores.

donde x’ posee el mismo significado que x pero referida
al termémetro de capilar no uniforme. Obsérvese que he-
mos tomado x; = x,. Sin embargo, como la seccién del
capilar varia linealmente con x’ de acuerdo con la ley

Problema 5 Alx) = Ayl + a(x’ = x,)], a>0, (3
. L X y x’ no coincidirdn y, por tanto, tampoco lo hardn t y ¢’.
Un termémetro de mercurio en vidrio con un ca- Para deducir la relacién entre x y x' es suficiente esta-
pilar de seccion constante A, posee 100 divisiones blecer que, a una temperatura dada, el volumen de mercu-
iguales entre las marcas x, y x, correspondientes, rio en la columna es el mismo para ambos termémetros*
respectivamente, al extremo superior de la columna
de mercurio en los puntos de hielo y de vapor del x*
agua. En otro termémetro de las mismas caracteris- Aolx — x,) = AoJ‘ [1+ a(x" — x,)]dx". 4)
ticas, la seccién del capilar no es constante sino que -‘~
varia segun la ley A(x') = A1+ a(x' — x,)], siendo ;
x’ la longitud de la columna de mercurio y a una As, la ec. (4) conduce a
constante positiva. Hallese la expresion del valor ma- .
ximo de la diferencia entre las lecturas de ambos ter- 5 =5 4 ‘_2‘ (x' = x,)? > x". (5)

mometros y estimese dicho valor cuando A, =
= 0,06 mm? x, = 0mm y x, = 200 mm. Considérense

los casos a=5 x 10~ 5mm™! ya=5x10"*mm % Con el objeto de estimar la mdxima diferencia entre ¢

y t' definimos la funcién

Solucién X' =X, X=X
sEt'—t=100'C<—, h——h), (6)
En el termémetro de capilar uniforme, la temperatura T T
Celsius est4 relacionada con la longitud x de la columna

de mercurio por medio de la funcién T
* Obsérvese que en la ec. (4) la variable de integracién s¢ ha
escrito como x” para diferenciarla de x’, quec aparecc cn el limite
(1) superior de im.egracién.' Esta forma F]e proceder puede parecer una
complicacién innecesaria, pero es siempre recomendable desde ¢l
punto de vista de la correccién en la escritura de férmulas matemd-
. . ticas y absolutamentc necesaria en aqucllos casos en que s¢ preten-
MaféB;;ab‘ljiga:ir:; Zln e;,r’('gc’:lgdii "2'6'?:2';;:;‘3;;‘."\' Manzanares y S. da calcular derivadas de expresiones integrales.

X = x,

1(x) = 100°C

Xy = Xy

13
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la cual, obviamente, es cero para x = x' = x, y x = x,,
x’ = x!. Haciendo uso de (5) se obtiene

x' = x, X, — X

fx)=50"Ca —— =0 (7

’ X, a
TS (- x)
y, por lo tanto, ¢’ > t. Esta conclusién no resulta eviden-
te a partir de las ecs. (1) y (2), puesto que (x' — x,,) <
< (x — x) pero (x, — x,) < (x, — x,).

La posicién x!,, correspondiente al mdximo valor de
&(x’) estd dada por la condicién

La expresién (9) muestra que ¢ alcanza su valor m4-
ximo exactamente en el punto central de la escala x'.
Noétese también que la expresi6n (7) da una dependencia
parabdlica de ¢ con x’ y que el valor x’' = x;,, corres-
ponde al méximo de esta pardbola. Por lo tanto, los dos
termS6metros dan la misma lectura en x, y x|, pero no
en los puntos intermedios. La figura muestra la longitud
de la columna de mercurio de los dos termémetros de
seccién capilar uniforme (—)y no uniforme (---)y la
diferencia ¢ (---) frente a la temperatura ¢, para el caso
a=5x10"*mm™".

De las expresiones (1), (6), (9) y (10) se deduce que el
valor médximo de la diferencia entre las temperaturas ¢ y
t' corresponde a la temperatura

de(x’
[ :(x' )j, =4 ' e
x=x_ : a(x, — x,)? .
la cual lleva a fmen = 30°C[ 1= % <50°C (11
’ x: + xh
Yo =75 ) y dicha diferencia es

Usando de nuevo (5), se deduce que el valor de x corres-
pondiente a x;, es

xn+xh a X, +Xh

, . 25a (x, — x,)?
Emax = E(Xig) =50°C — £ = - ——x R (12)
v h

m

— ’ v
Yo = 2 3 O —x)? < (10) - Para hacer una estimacién numérica de ¢_,, a partir
de los datos que se facilitan en el enunciado, es conve-
200 .'I e o —Y niqnte rcali;ar unos célculos Previos. El incremento re-
: o lativo m4ximo de A en funcién del pardmetro a estd
160 E_ /,/' 3 20 dado por la expresién
E oF —7 ] Ad AKX
£ mp J1s o8 A=A ax;, ~ 200a. (13)
‘é; : z’./’ . g Ao Ao
E 8o i N FT I
= - s T 3 Por lo tanto, para a, =5 % 1073 mm~"' se tiene
wf 3 05 (AA4/A4,), = 0,01 y, andlogamente, (AA4/4,), = 0,1 para
r S a,=5x10"* mm~', lo que pone de manifiesto que
ok NETIE P PP T j este ltimo valor es probablemente muy poco realista y
0 20 40 60 80 - debe considerarse s6lo como un caso limite. Si tenemos
1°C) en cuenta que A4 = zr?, siendo r el radio del tubo capilar,

15
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- Problemé 6 —,
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entonces los errores relativos de A y r verifican la con-
dicién e,(r) = e,(4)/2. Por lo tanto, para r = /A/n = 0,1
mm y e,(A) = 0,01, resulta que r ha de ser determinado
con una precisién de 10 ym.

La tabla muestra los valores aproximados de x/, £,
Engs ¥ €(tnq,) TESUltantes de los dos valores del parametro
a considerados aqui. La mdxima diferencia entre las lec-
turas de los dos term6metros es significativa para a,. En
el caso de a,, las diferencias son mds pequefias, aunque
debe mencionarse que un cambio de sélo un 1% en A
da lugar a un valor de ¢, del orden de la sensibilidad
de los termémetros de mercurio en vidrio usados nor-
malmente en los laboratorios (0,5 °C).

ﬂ(mm - t) X;.(mm) lmlx(.c) Emh(cc) 8rnl.l /tmﬂx
5x107% 199,01 49,88 0,12 0,0024
5x107* 190,89 48,86 1,14 0,023

Ep un termémetro de liquido en vidrio, el tubo
t;apnlar tiene una longitud L, a la temperatura t,, €l
area de su seccion transversal es constante y de va-
lor A, y el bulbo posee un volumen V, a la citada
temperatura ¢, Si a, y /, son, respectivamente, l0s
cgefrcngntes de dilatacién voltimica del liquido y de
dllatacnén' lineal del vidrio bajo condiciones isobari-
Cas, encuentrese la temperatura ¢ a la que la colum-
na de liquido alcanza la parte superior del capilar en
los siguientes casos:

a) 2,»/,,
b)Y %,24,, despreciando la dilatacién del tubo ca-
pilar frente a la del bulbo y

¢} #27/,, teniendo en cuenta ambas dilatacio-
nes.

100 problemas de Termodinémica

El coeficiente de dilatacién isob4drico de una sustancia

=y \a 2 )

representa la variacién relativa del volumen V al variar
la temperatura t manteniendo constante la presién p. Si
suponemos que @, permanece constante en un intervalo
restringido de temperaturas, la integracién de la expre-
sién anterior, a presién constante, conduce a

14
In Vo alt = to) @

siendo V, el volumen a la temperatura de referencia ¢,
En el supuesto de que «,(t — to) < 1 resulta

Va2 Vo[l + ot — to)]. 3)

El cambio en las dimensiones lincales de la sustancia
se describe mediante el coeficiente de dilatacién lineal 1,

A _l 6_L 4
-1 (5), ®

asi que, en condiciones andlogas a las del caso anterior,
L= Lo[1+ 4,0t — to)], (5)

donde L, es la longitud de referencia.

En los sélidos is6tropos el coeficiente de dilatacién
lineal es el mismo en todas las direcciones espaciales y
el coeficiente de dilatacién volimica es aproximada-
mente 34,

a) Cuando 4, « a,, las dilataciones del tubo capilar
y del bulbo son despreciables. Por lo tanto, en virtud de
(3) aplicada al liquido,

V= AoLg + Vo = Vo[l + aft, — to)], ©)

SOV 4

Solucion

17
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de donde se deduce

AOLO
Vo )

t, Rty +

7

b) Si se tiene en cuenta la dilatacién de] bulbo de
vidrio con un coeficiente de dilatacién volimica igual a
3/,, la misma expresién (3) nos permite escribir ahora

Va AoLo + Vo[l + 34,(t,, — to)] ~

a la temperatura T, es L, se calienta uniformemente
hasta alcanzar una temperatura Ty una longitud L
dada por la expresion

L= Ly(1+ AT = Tyl.

Posteriormente se enfria hasta alcanzar de nuevo
la temperatura inicial. Suponiendo que todo el ciclo
térmico tenga lugar a la presion atmosférica {cons-
tante), demuéstrese que la longitud del hilo al final
del ciclo es

= Vo[l + ap(tm - to)]a (8)
= L1 - AAT- T <L
con lo cual L=Ld ol o<l
Aol ¥y que, por tanto, el alambre podria desaparecer (al-
ty =ty + 9) canzar una longitud nula) después de someterlo a

%, Vo = 34,V,

c) Considerando, finalmente, las dilataciones del tu-
bo capilar y del bulbo se tiene que

un numero N > 1 de ciclos como el anterior. }Cémo
puede explicarse esta paradoja?*

lucié
Va AoLo[1 + (e, — t)] + Vo[1 + 34,(2,, — £6)] = Solucion
= Voll + ayft,, — to)], (10) Es evidente que, una vez descrito el primer ciclo, la
longitud del alambre vale
es decir, : .
Aty Ly = Lol + (T = TI[L = 2,(T = To)] =
L, =t 11 =
ot Vo= AV, — L AeLs an = Lyl - 22T - To)). M)
¥» como era de esperar, se cumple que Andlogamente, finalizado el segundo ciclo, su longitud
es
t,(a) <t,(b) <t,c), (12) , "
L, =L[1 = 24T - To)*1=Lo[1 — AT — T,)*)%. (2
donde (a), (b) y (c) denotan los distintos apartados de ’ ’ '
este problema. Por lo tanto, después de someterlo a N ciclos, la longi-
tud del alambre serd
Problema 7 ¥ Ly =Lo[1— lf;(T — To)*IN. 3)
Un al <1 - N * Basado en los artfculos de T. P. Tocpker, Am. J. Phys. 55
5 I,a ambre metslico cuyo coeficiente de dilata- (1987) 177 y R. A. Bartels, Am. J. Phys. 56 (1988) S70.
cion lineal isobérica 4, es constante Y cuya longitud
18 19
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Ahora bien, como aes del orden de 10~5 K = !, resul-
ta que en un amplio intervalo de temperaturas 0 <
<A(T-T <1y [1-AT-T)*] < 1. En conse-
cuencia, Ly serd prdcticamente nula para N » 1, tal co-
mo queriamos demostrar.

Esta paradoja puede explicarse teniendo en cuenta
que la expresién que se facilita en el enunciado es sola-
mente una aproximacién de la férmula exacta que se
deduce de la definicion del coeficiente de dilatacién li-

neal
1 /oL
A(T) = Z (ﬁ) , @)
14

en donde se ha puesto de manifiesto explicitamente que
24T) pucde depender de la temperatura (a Presién at-
mosférica constante). Separando variables e integrando
resulta, para el proceso de calentamiento,

L=L,eD, ()
siendo*
T
AT)= f LITIAT: (6)
To

Si suponemos ahora que el alambre se enfria desde T
hasta T, su longitud final serd

Li=Le 4Nzp, eAMe=AD_f (7)

Es decir, el alambre recupera su longitud inicial al final
de cada ciclo.

Obsérvese finalmente que si se supone que 4, perma-
nece constante ¢n el intervalo de temperaturas compren-
dido entre T, y T, entonces

AD=2,T =T, )

* En la cc. (6), la variable de integracién sc ha escrito como
T para diferenciarla de T, que aparece cn el Ifmj(e superior de
inlegracion.

100 problemas de Termodinémica

con lo cual
L=Loexp[A,(T — Tyl ©)

En aquellos casos para los cuales AT — Ty« 1, la
ecuacién anterior se reduce a

L Lo[l + 2T = To)], (10)

que es la aproximacién utilizada en el enunciado.

EProblema 8]

Un sistema elastico tiene una longitud L cuando
estd sometido a una tensién t y una longitud L, {fun-
cion solamente de la temperatura) en ausencia de
tension. El coeficiente de dilatacion lineal a tensién
constante de dicho sistema se define como

el (2
T L\oT).

siendo su valor en ausencia de tensién

1.dL,
A=———-
L, dT
a) Compruébese que 1, < 0 para un sistema esti-
-ado constituido por un cilindro de caucho cuya
ecuacion de estado* es

ot (5]

* En realidad, ésta no es una ecuacién de estado propiamente
dicha, pues relaciona dos estados distintos del sistema (caucho so-
metido a una tensién t y caucho sometido a una tensién nula,
ambos a la temperatura T). Se ha decidido, no obstante, mantener
aquf esta denominacién por consistencia con otros textos.

21
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donde a es una constante positiva. Para el caucho a
293 K, un valor tipico de 1, es 2 x 10-4 K-,

b) Demuéstrese que 4 >0 para un alambre
metalico que obedece la ley de Hooke

T=klL - Lo)r

siendo k otra constante también positiva. Para los me-
tales a 293 K, un valor caracteristico de 1, es 1075 K~".

Solucion

Haciendo uso de la propiedad ciclica de las derivadas
parciales, la definici6n del coeficiente de dilatacién lineal
de un sistema el4stico puede escribirse en la forma

JaL (@) o _ 1 (@on), (1)
t\or).” " L@,

Esta expresién es aplicable a los dos tipos de sistemas
eldsticos que se consideran en el enunciado.

a) Para un cilindro de caucho, de la ecuacién de es-
tado se deducen ficilmente las siguientes expresiones

(- o) ]

ar 1 L2
(aL), _ ar[Lo 32 Z?]' 3)

De esta forma, la ec. (1) nos permite escribir que

PRI B Sl - IR N7/ AL
't 0 T3+ ZLS 0 T (L\/Lo)z T 2

“

El scgundo término de la derecha en la ec, (4) es siempre
negativo en una traccién (L > Ly) y creciente, en valor

22
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absoluto, con L/L,. Para pequefios alargamientos, pode-
mos desarrollar la expresién (4) alrededor de L=L, y
obtener la aproximacién

(L/Ly = 1), ©)

en la que se aprecia que inicialmente domina el efecto de
la dilatacién del caucho en ausencia de traccién (4, > 0)
y A, >0, pero para alargamientos mayores domina el
segundo término de la ec. (4) y A, < 0. En particular,
cuando T=293 K, A, < 0 si L/L, > 1,059.

5'0 10_4 L) T T T ' T T T T I T T T T [ T T T T
00 10°
-50 107¢

-1,0 107

A (K™

-1,5 1073

-20 1072

®
Py
N
N
NETETIRTERI ETE T STRTI STRTI NTET

LA R R RN LN RN R RN ERRE)
-

-25 107

-3

T

o

1.5 20
uL®

o

3,0

b) Para un alambre metdlico, la ec. (1) conduce de
forma anéloga al resultado

ot
(ﬁ)" = —kLyi, (6)

&)
o), " )
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EProblema

Solucién

'lr =7 10’ (8)

que es siempre positivo independientemente de que la
deformacidn sea por traccién o compresién uniaxial.

Alternativamente, la ec. (8) se puede obtener derivan-
do implicitamente la ley de Hooke respecto a 7"a T cons-
tante y, puesto que k no depende de T, resulta

oL\ _dL,
DR

que es equivalente a (8).

Hallese la ecuacion de estado de un fluido cuyo
coeficiente de dilatacion isobarica a, y cuya compre-
sibilidad isoterma « estan dados por las expresiones

ap=a°(1—p£) ¥ xr= il + BT = T,
0. 8

¢Qué condicion debe exigirse a las constantes o, Por
¥, Y B, para que el problema tenga solucién?

Si consideramos el volumen especifico v del sistema
como una funcién de su temperatura T y su presién ps

entonces
(@B o
T/, op/,
o bien
dv
P o, dT — Ky dp, )
24
e ———eeee
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donde se han tenido en cuenta las definiciones

1/0dv _ Ifdv o)
w=v\er), Y = 0\a),
Sustituyendo en (2) las expresiones de o, y 1 que se
facilitan en el enunciado, resulta

il

d
== “0(1 - 3>dr— ko[l + BT ~ Tolldp, (4)
v Po

que es una ecuacién de variables no separables. Como
paso previo a su integracién, buscaremos si existe alguna
relacién entre las constantes «q, pg, ko ¥ f, que permita
simplificarla. Para ello, impondremos que se verifique el
teorema de igualdad de las derivadas cruzadas

2 () _2 (2 5
% (ar) ~or (ap)' &

Si sustituimos las derivadas parciales de v respecto de T

y p en términos de a, y K, y éstos por sus expresiones -

del enunciado, obtenemos que
A B e B
p\or) adp = dp % ap
= - v(? 2 K,a,) ©)
(1]

I (N2 ey B
aT\ap)  ar' "™ Yor Tt or”

= —vkoBo + K1at,), (7)

de modo que la ec. (5) exige que

? = KoBo. (8)

0
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M La ec. (4 puede ahora simplificarse haciendo uso de Sustituyendo «, y xr por las expresiones del enunciado

resulta
la relacién (8) y queda

q _ Rv3(v — b) v — b)? d5. 15
= = 6 dT - Kol = AeToldp ~ Kolo(pdT + Tdp) () 4 R1v — 200 — b7 O T RTY - 2at0 b7 7 P
v
cuyos términos son todos diferenciales exactas y puede La ecuacién diferencial anterior, aunque es de varia-
integrarse a bles no separables, puede integrarse fdcilmente forman-
do diferenciales exactas mediante combinaciones ade-
Ino = aoT — Ko(l = BoTo)P — KoBopT + cte  (10) cuadas de los términos que contiene. En efecto, como la
bi presién s6lo aparece en la forma de dp en el segundo
ot término de la derecha, podemos despejar dp y transfor-
Inv =0T — Ko[1 + Bo(T — Ty)]p + cte, (1 mar la ec. (2) en
que es la ecuacién de estado solicitada. o R o RTv® — 2a(v — b)? e
‘ Pmv=s R
EProblema 107 X .

! . L. = dT — sdv+— dv=
Los coeficientes térmicos de dilatacion isobarica % v—b (v—b) v

y compresibilidad isoterma x, de cierto gas real vie-

nen dados por las expresiones = d( RT ) - d(ﬁ) 3)
— 2/
Rv3{v — b) v¥v - b)? o4 5
S———— Yy Ky= 2’
® RNV - 2a(v - b)? T RTv®-2alv— b) Esta ecuacién puede ya integrarse de forma inmediata

siendo ay b dos constantes caracteristicas del gas- para dar la ecuacién de estado
a) Hallese la ecuacion de estado de dicho gas. RT a
teniendo en cuenta que para volimenes molares al- P= 3752 + k, 4)
tos el gas se comporta idealmente.
b) ;Qué volumen ocupara un mol del gas a 300 K
y 14 atm suponiendo que a = 3,61 atm-L2-mol~2 ¥
b= 10,0428 L/mol?

donde la constante de integracién k puede determinarse
teniendo en cuenta que el gas se comporta idealmente
para volimenes molares altos (presiones bajas). Bajo es-

_- tas condiciones, la ec. (4) se reduce a
Solucién

a) Tomando el volumen molar v del gas como varia- p==—f k Q)
ble dependiente de la temperatura Ty |a presién p, po- v
demos escribir (véase la ec. (2) del problema anterior)

y, por tanto, la constante k ha de ser nula.

dv = o,pdT - k0 dp. 0]

27
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La ec. (4), con k'= 0, se identifica entonces como la
ecuacién de Van der Waals

(p + ;}a—z) (v—-b)=RT, ©)

b) Con el objeto de determinar el volumen molar del
gas bajo ciertas condiciones de presién y temperatura, la
ec. (6) puede escribirse como una ecuacién cibica en v

pv® — (bp+ RTW* +av —ab=0. @)

Esta ecuacién ciibica posee solucién analitica, pero re-
sulta més sencillo resolverla utilizando un método nu-
mérico iterativo como el de Newton-Raphson. Segin es-
te método, si disponemos de una estimacién inicial para
v, que en este caso puede obtenerse a partir de la ecua-
cién de Clapeyron como

RT
v =— = 1,76 L/mol, ®
P

la ecuacién de recurrencia

(k)

S o) =12 9
- , 2,

F'(o™)

nos proporciona una estimacién mejor, es decir, la esti-

macién v** " estd m4s préxima a la solucién exacta de

la ec. (6) que la estimacién anterior v™. En la ec. (9) la

funcién F(v) es la funcién cuyo cero queremos hallar, ©

sea,

F(v) = pv® — (bp + RT)? + av — ab (10)

mientras que F'(v) denota la derivada de F(v) respecto de
v. Sustituyendo valores numéricos y aplicando la ec. (9)
se obticnen las siguientes aproximaciones a la solucién
de la ec. (6)

100 problemas de Termodindmica

o0 = 176 - 238 _ | 66 L/mol
4501

¥ =166 — 24, = 1,65 L/mol
’ 3568

Hhm 15 = 1,65 L/mol
TT3480 7

y, dado que las aproximaciones v y v® coinciden (den-
tro de las tres cifras significativas que aqui estamos ob-
servando), podemos concluir que la solucién de la ec. (6)
es v = 1,65 L/mol.

29
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Trabajo. -

Primer principio

de la Termodinamica

La tabla muestra la variacién del volumen molar
del mercurio liquido con la presion a 0°C.

p tkg/cm?) |1.000 2.000 3.000 4.000 5.000 6.000 7.000

v (cm3/m01)| 14,67 14,62 14,57 14,61 14,46 14,42 14,38

a) Suponiendo que la compresibilidad isoterma
es constante, encuéntrese la ecuacion que relaciona
p con v y ajustense los datos de la tabla a dicha
ecuacion.

b) Haciendo uso de la relacién obtenida en el
apartado anterior, calculese el trabajo necesario pa-
ra comprimir isotérmicamente (a 0°C) un mol de
mercurio desde 1.000 kg/cm? hasta 7.000 kg/cm? de
forma cuasiestatica.

c) Calculese el trabajo necesario para comprimir
isotérmicamente (a 0°C) un mol de mercurio desde
1.000 kg/cm? hasta 7.000 kg/cm? de forma no estati-
ca mediante los siguientes procesos:

i) compresion a presion externa constante de
7.000 kg/cm?,

f}l_i"roblema_ 1 1:
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Solucion

i) compresion a presién externa constante de
4.000 kg/cm? hasta que el mercurio alcanza esta pre-
sion, seguida de una segunda etapa a presién exter-
na constante de 7.000 kg/cm?,

iii) compresion en tres etapas con presiones ex-
ternas constantes de 3.000 kg/cm?, 5.000 kg/cm? y
7.000 kg/cm?, y

iv) compresion en seis etapas con presiones ex-
ternas constantes de 2.000 kg/cm? 3.000 kg/cm?,
4,000 kg/cm?, 5.000 kg/cm?, 6.000 kg/cm? y 7.000 kg/crm?.

d) Comparense los resultados de los dos aparta-
dos anteriores.

a) Laecuacién que define la compresibilidad isoterma

1 /0v
sm—1(2) 0
v\dp/r
puede integrarse ficilmente en el caso de que ésta sea
constante para dar

p=AT) - Ing, @)

Kr

donde f(T) es una funci6n arbitraria de la temperatura.
Asi, cuando la temperatura se mantiene constante, la
relacién entre p y » puede expresarse en la forma
p=a+blnv. Realizando el ajuste de regresién lineal
por el método de minimos cuadrados de los datos del
enunciado a esta ecuacién, es decir, tomando p comoO
varizllblc dependiente y In v como variable independiente,
resulta

p=789.400 ~ 293.500 In v, 3)

donde p viene expresada en kg/cm? y v en cm?®/mol.
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La pendiente de este ajuste nos permite obtener el
valor medio de la compresibilidad isoterma del mercurio
en este rango de presiones como

1
*T ™ 294 x 10° kg/em?
= 3,51 x 107% atm™}, @)

=3,40 x 107 cm?/kg =

donde se ha utilizado la conversién
1 kg/em? = 9,81 N/cm? = 9,81 x 10* N/m? =

981 % 10*

= m atm = (0,968 atm. (5)

Obsérvese que en el primer paso de esta conversién no se
ha empleado un signo igual porque, en realidad, kg/cm?
no es una unidad de presi6én y se ha de multiplicar por
la aceleracién de la gravedad para obtener la presién.

b) EI trabajo de compresién isotermo viene dado
por la expresién

2
= j pdo, (©)
1

donde 1 y 2 representan, respectivamente, los estados
inicial y final del mercurio y p, es la presién externa que
actia sobre el mismo. Si el proceso es cuasiestdtico, p,
coincide siempre con la presién p del sistema. Al expre-
sar €sta como p =a + blny, la ec. (6) queda

2 2
w= j pdv = j (a+ blny)dv=
1 1
=(a — b){v, — v,) + b(vyInv, — v, Inv,) (7

y, sustituyendo valores numeéricos, se obtiene

kg cm?
w=—1170 — — =
cm? mol
x 9,81 m/s?
= —11,70 kg-m-mol™! = 114,8 J/mol. (8)

33
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¢) El trabajo de compre§ién €N un proceso jsotermo
no estdtico realizado a presién externa constante se de-
duce directamente de la ec. (6) y vale

w={p.dv=p.Av. - 9)
De esta forma se obtienen los resultados

i) w = py(v; — vy) (10)

ii) W= py(vy = v1)  po(vg — vy) (11
iii) w= ps(v; = v,) + Ps(vs — v3) T pa(v; — vs) (12
iv) w=py(v, — v,) + pa(v3 — v,) + pa(vg — v3) +

+ ps(vs — v4) + pelve — vs) + P7(v7 — Ve)s (13)

donde los subindices de 1 a 7 se han empleado aquf p?l‘a
denotar los estados con presiones de 1.000 kg/cm® 2
7.000 kg/cm?, respectivamente. Sustituyendo valores nu
méricos, y multiplicando por la aceleracién de la grave-
dad, obtenemos

i w= —199 J/mol (14
i) w= —152 J/mol 15
i) w= —141 J/mol (16)
iv) w= —126 J/mol. a7

d) Alir aumentando el nimero de etapas, el proceso
de compresi6n isoterma se hace cada vez mas C”"Sics.té-
tico y el trabajo se aproxima al calculado para este tipo
de proceso. En el proceso cuasiest4tico, todo el trabajo
rea]iza_do sobre el sistema se invierte en la compfeSién
del mismo. Sin embargo, en ]os procesos no estaticos
hay una fuerza neta sobre las partes mdéviles que encie-
rran al sistema que provoca un aumento de la energia
cinética de las mismas. Asf, adem4s de] trabajo que hay
que r_calm?r‘ para comprimir ¢l sistema se requiere un
trabajo adicional que es tanto mayor cuanto menos €S-
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tdtico sea el proceso, es decir, cuanto mayor sea la
energia cinética adquirida por las partes méviles. La fi-
gura siguiente ayuda a la comprensién de esta diferencia
entre procesos cuasiestdticos y no estdticos™.

Pistones méviles
de drea A

/ ¥ Sistema X\
sometido a
compresién

Paredes fijas

Proceso cuasiestitico Proceso no estético

, P P Pe P Pe

H= -t - -

Fuerza neta sobre cada Fuerza neta sobre cada
pistén =0. pistén = (p, - p)A.
No hay variacién Variaci6n de energia
de energfa cinética. cinética = Trabajo sobre
los pistones = | (p,— p) dV.

1
T

Un alambre metalico de 150 ¢cm de longitud se
somete a una traccion cuasiestatica e isoterma, sin
cambio de volumen, desde 0 a 100 N. Calculese el
trabajo realizado durante el proceso suponiendo
que la seccién transversal y el mdédulo de Young
isotermo del alambre permanecen practicamente

* En realidad, durantc ¢l proceso no estdtico el movimiento
del pistén aumenta la encrgfa cinética de las moléculas del sistcma
con las que interacciona y sc producen turbulencias locales que
hacen que el estado termodindmico del sistema sea de no equilibrio
y que no esté bicn definida la presién interna. No obstante, la figura
permite apreciar que la diferencia entre los trabajos dc compresién
realizados en procesos cuasicstdticos y no estdticos estd relaciona-
da principalmente con el cambio de energfa cinética del pistén.

(Problema 12§
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constantes en los valores 0,1 mm?2y 2,0 x 107 N/cm?
respectivamente.

Teniendo en cuenta que la traccién tiene lugar sin
cambio de volumen, el trabajo elemental realizado sobre
el alambre para aumentar su longitud en dL se expresa

en la forma
oW = —1dL, ¢!

donde 7 es la traccién externa aplicada. Ahora bien, da-
do que el proceso es cuasiestdtico, la fuerza exterior estd
compensada en todo momento por la tensién eldstica re-
cuperadora y este hecho permite relacionar © con L por
medio de la definicién del médulo de Young isoterrmo

L /ot
= == | = > (2)
r=7 (aL)T

siendo A la seccién transversal del alambre. En efecto,
de la ec. (2) se deduce que

L
dL = d't, (3)
A
que, combinada con (1), da
W= — 7dz. “)
T

Para integrar la expresién (4) parece necesario cono-
cer Ja,rclacnon de t con L. Esta relacién, que se dexes
de la integraci6n de la ec, (3), es

L=p, et (5)

donde L, es ¢l valor de 7, i

; para t = 0, S o, si SE

ticne ¢n cuenta que para T = 100 N 3;1 jn.l-ba;ri 10”3
> T =

100 problemas de Termodinémica

e

la exponencial en (5) es del orden de la unidad, con lo
cual L = L,. Esto nos permite integrar la expresién (4)
sin hacer uso de la relacién (5), resultando*

Ly (* Lyt?
W= — 'dt' = — = —0,38 J. 6
Y A L v ar 20, A ©

Supdéngase que, en el problema anterior, el volu-
men del alambre no permanece constante y que su
cociente** de Poisson vale 0,3. Calculese el trabajo
adicional realizado por el alambre en contra de la
presion atmosférica normal que actua sobre su pa-

red lateral.

Cuando se somete a una traccién exterior, el alambre
experimenta un alargamiento en la direccién de la trac-
cién y una contraccién de las dimensiones laterales. Pu-
diera creerse que la contraccién se verifica siempre de tal
modo que el volumen permanece constante, tal como se
ha supuesto en el problema anterior. Sin embargo, no
ocurre asf y la traccién produce generalmente un aumen-
to de volumen. El correspondiente trabajo realizado por
el alambre en contra de la presién atmosférica p que actia
sobre su pared lateral viene dado por la expresién

OW = pdV = pQmrLdr + nr2dL), (1)

siendo r el radio del alambre.

* En la cc. (6), la variable de integracién se ha escrito como
' para diferenciarla de 7, que aparece en el Ifmitc supcrior de inte-
gracion.

** El nombre cocicnte de Poisson es mds correcto que el coe-
ficicnte de Poisson porque esta magnitud no es un cocficiente clds-
tico (cuyas dimensiones son Pa~!) sino el cociente entre la defor-
macion relativa en las dirccciones transversales a la traccién y la
dcformacién rclativa cn la direccién de la traccién.

PV 4
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Teniendo en cuenta que la deformacién relativa ¢
radio estd relacionada con la deformacién relativa de
longitud L a través del cociente de Poisson ¢ de mane
que

dr dL
L @
resulta
oW = pA(1 — 20)dL, 3)

donde A = nr? es la seccién del alambre.

Haciendo uso ahora de la expresién (3) del problema
anterior

dL = L d “
. AYr i )
se obtiene
1—-20
W=p Ldr. (&)
r

Finalmente, considerando que L = L,, la integracion
de (5) conduce a*

1-2¢ ’ - 1— 20
W= = 6
p YT LO Jo dz Y4 % LOT ( ?

y sustituyendo valores numeéricos
W=30x 1075 J. €
IObsérvese que el trabajo adicional realizado por €l
alambre en contra de la presién atmosférica normal €S

;nucho mcnor,. en valor absoluto, que el [rabajo de la
uerza de traccién obtenido en el problema anterior. Por

* En la ec. (6),
7’ para difcrenciarl
gracion.

alliidcvarmblc de integracién se ha escrito como
T, que aparece en el Ifmite superior de inte-

100 problemas de Termodinémica

tanto, en este caso particular, la hipétesis de que el pro-
ceso de traccién tiene lugar sin cambio de volumen pue-
de considerarse correcta. ¢

Una burbuja esférica de radio r=1 mm se halla si-
tuada en el fondo de un recipiente que contiene
agua a la temperatura constante de 20°C. La presion
del aire en el interior de la burbuja a esta profundi-
dad es de 350 kPa. Cuando la burbuja asciende has-
ta las proximidades de la superficie su radio se hace
1,5 veces mayor que el inicial. Considerando que el
aire se comporta idealmente, que la burbuja perma-
nece siempre esférica y que el proceso es cuasies-
tatico e isotermo, calculese:

a) el trabajo de expansién (volumica) realizado
por el aire,

b) el trabajo de expansién (superficial) realizado
sobre la pelicula superficial de agua que delimita la
burbuja (la tensidon superficial del agua a 20°C es
»=7275x10"3N/m) y

c) el trabajo de expansidn (volimica mas super-
ficial) realizado por la burbuja.

d) Compruébese que este ultimo trabajo puede
obtenerse también haciendo uso de la ecuacion de
Laplace

P
r

.

donde p es la presion en el interior de la burbuja y
p, la presion externa.

(Ayuda: En los distintos apartados cambia el sis-
tema termodinamico considerado: en (a) el sistema
es el aire, en (b) la pelicula superficial y en (c) la
burbuja, es decir, el aire mas la pelicula superficial.)

PO 4

i f_l{’roblgmé 145

39

Trabajo. Primer principio de la Termodindmica



A VN

40

Solucion

a) En cualquier proceso de expansién Cuasiest4ti-
ca, las fuerzas que actian sobre las Paredes mg@viles
han de estar compensadas. En el caso particyla, de una
burbuja, estas fuerzas son debidas a la presicn ge] aire
encerrado, la tensién superficial de Ia pelicula que
delimita la burbuja y la presién del agua que Ja rodea.
De ellas, la primera tiende a expandir Ia burbuja vy,
por tanto, aumentar también el drea de la pelicyla su-
perficial, mientras que las dos dltimas tienden a redu-
cir el volumen de la burbuja y el 4rea de su superficie.
A los efectos de calcular el trabajo realizado por o con-
tra un sistema, es muy importante definir bien cudl
es el sistema termodindmico que se est4 considerando.
Por ejemplo, si como sistema se toma el aire encerra-
do en la burbuja (que podemos suponer limitado por
una superficie imaginaria), la pelicula de agua que
lo encierra y el agua que hay en el exterior de la misma
constituyen el entorno del sistema contra el cual el aire
realiza trabajo. En principio, la presién externa del
agua es desconocida y, por tanto, también lo es la fuer-
za total (debida a esa presién externa y a la tensién
superficial) que el entorno hace sobre el sistema. Sin
embargo, si el proceso es cuasiestdtico, dicha fuerza
deberd4 estar equilibrada en todo momento con la debi-
da a la presién del aire. Esto implica que el traba-
jo puede evaluarse a partir de la presién del aire, la cual
puede relacionarse a su vez con el volumen del siste-
ma haciendo uso de la ecuacién de estado del aire. Re-
sulta entonces que el trabajo realizado por el aire du-
rante el proceso de expansién cuasiest4tica e isoterma

desde un estado inicial 1 hasta otro final 2 se expresa
como

2 2
dv V.

W.=J pdV=nRTj — = —= 1
i . v prlln Vl, ()

donde el comportamiento del aj :
: a
ideal (pV = nRT). Ire se ha considerado

Como la burbuja mantiene siempre su forma esférica,

100 problemas de Termodindmica

los volimenes inicial y final se calculan haciendo uso de
la férmula V= 4nr3/3 y se obtiene

W, =1,7833 x 1073 J. (2)

b) Si tomamos como sistema la pelicula superficial,
las fuerzas externas se deben ahora a la presién del aire
y a la presién del agua. La presién del aire tiende a
extender la superficie de esta pelicula, mientras que la
presién del agua tiende a reducirla. Como el proceso es
cuasiestético, la resultante de estas fuerzas (también des-
conocida) debe estar equilibrada, en cualquier instante,
con la fuerza debida a la tensién superficial, y €l trabajo
puede calcularse mediante la férmula

W, = -J ydAd = —y(4, — 4,). ©)
1

Aquf, A = 4nr? es el 4rea de la burbuja y y es la tensién
superficial del agua, que se ha considerado constante
porque sélo depende de la temperatura y el proceso es
isotermo. Sustituyendo los valores numéricos de los ra-
dios inicial y final, resulta

W,=—11x1075J. @)

¢) Cuando el sistema es la burbuja (es decir, el aire
encerrado en la burbuja mds la pelicula superficial del
agua), el trabajo total realizado por el mismo es

Il

2 2
W, w,+w,=f pdv—j ydA =
1

1
=1,7822 x 1073J. &)

d) Alternativamente, el trabajo realizado por la bur-
buja puede también evaluarse haciendo uso del mismo
razonamiento empleado en los apartados a) y b). Si p, es
la presién del agua que rodea la burbuja, el trabajo rea-
lizado por ésta es

2
. W, = J p.dVv. (6)
1
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Pero esta integral no puede evaluarse a menos .
conocida. Para ello consideraremos que, ep ugue Py
cuasiestdtico e isotermo correspondiente a |, exp;gcs:i.én
de la burbuja, la presién externa p, no estg equﬁibrada
con la presién interna del aire sino que también se ha de
tener en cuenta el efecto de la tensién superficial. La
condicién de equilibrio mecédnico entre la fage gaseosa
del interior de la burbuja y la fase liquida de] exterior
se conoce como ecuacién de Laplace y se escribe en la
forma ‘

P=p=" ™
r

Teniendo en cuenta, ademds, que para una esfera se ve-
rifica la relacién '

, (8

Q.IQ.
SIS
[}
SN

resulta

ST
b v=| pdv—| yd4, (
1 r 1 1

expresion que coincide con la obtenida en el apartado
anterior.

La tabla siguiente recoge a modo de resumen c6mo S€
ha de evaluar el trabajo en procesos cuasiest4ticos. De€s-
de el punto de vista termodindmico, hemos de identificar
las fuerzas externas que actiian sobre el sistema y €Va-
luar las contribuciones al trabajo asociadas con cada
una de estas fuerzas. Las expresiones de estas contribu-
ciones deben cumplir el criterio termodindmico de Sig-
nos, segl.’nq cl cual el trabajo se considera negativo cuan-
do Iq rcal{za el entorno sobre el sistema. En los procesos
cuasicstdticos, sin embargo, existe una alternativa a est2
formg de proceder. La condicién de proceso cuasiestadti-
¢o exige que el trabajo de las fuerzas que hace el sistema
sobre cl entorno es igual (en médulo) al trabajo de l1as

100 problemas de Termodindmica

fuerzas que hace el entorno sobre el sistema. Podemos
entonces evaluar el trabajo identificando las fuerzas que
hace el sistema sobre el entorno y expresando las con-
tribuciones al trabajo asociadas con cada una de estas
fuerzas (manteniendo siempre el criterio termodindmico

de signos).

Expresién al-
«Fuentess  Contribu-  «Fuentes» ternativa en
de trabajo  ciones al  de trabajo  un proceso
Sistema  del entorno  trabajo  del sistema cuasiestdtico

Aire

encerrado Po ¥ p.dvV+ yd4 p pdV
Pelfcula

superficial P P p.dvV— pdV y —ydA
Burbuja Pe p.dvV Py pdV—ydA

Utilizando las tablas adjuntas y el valor de la densi-
dad del agua a 10°C, p = 999,7026 kg/m?, determine-
se la variacion de energia interna de 1 kg de agua
cuando, a la presion de 1 atm, se calienta desde
10°C a 30°C.

t(*C) 10 12 14 16 18 20
10°¢, ('C™") 8,670 | 11,308 | 13,837 | 16,258 | 18,570 | 20,774
¢, -g7'-"c™Y) 4,1906 | 4,1881 | 4,1860 | 4,1839 | 4,1822 | 4,1809

t(’C 22 24 26 28 30
10°q, (*C™") 22,868 | 24,854 | 26,730 | 28,498 | 30,156
c,(J.g™"-"C™") [4,1793]4,1784| 4,1776 | 4,1768 | 4,1763

iProblema 15
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a) El primer principio establece que la variacién de
energia interna del agua es igual a

AU=Q - W, (1

donde los términos del miembro de la derecha pueden
evaluarse como

.
Q=f mc, dt 2

2
W=j pdvV=p(V, — V). €

A su vez, el volumen inicial V, se determina a partir de
la masa y de la densidad a 10°C como V, = m/p, mien-
tras que el volumen final V, se ha de calcular integrando
la definicién del coeficiente de dilatacién volimica iso-
bérico en la forma

o = 1 (0\/) v, 2 (4)
r=yl3] = In—= o dt.
Vo L V. fl P

1

quEla‘l’):ElzTZ;i reduce ahora a evaluar las integrales
dos formas distin[as~ecs' (2 y (4) y podemos hacerlo de
grales por la regla zs. |]a més sencilla es realizar las inte-
y la mds compleja ea o "aPemos.o la regla de Simpson,
ajustar los datos de | Unque mds ilustrativa, consiste €n
grado y realizar |5 A labla‘a un polinomio de segundo
nes de ajuste, Integracién analitica de las ecuacio-
Tanto el coefic; .

pecifico a prcsic;;]ir;::sslc dllataf:ién como el calor es-
de forma no linea| (inclus:)"c varian con la temperatura

€N un rango de temperaturas

tan pequefio com
0 L
tes por ¢l método dzl 4Qui considerado), asf que los ajus-
minimos cuadrados se han de hacer

100 problemas de TermadinémN___—

3

—

a ecuaciones del tipo y = a + bx + ¢x. Segiin este mé-
todo, los pardmetros de ajuste a, b y ¢ se han de elegir
de modo que se haga minima la suma de cuadrados

. N
SEZ()"‘Q"JX—CXZ)Z. (5)
i=1
Se obtiene asi el sistema de ecuaciones lineales

§=0 = Z(y—a-bx—cx?) =0

da

oS

—6_b='0 = Z(y—a—-bx—cxx =0) =

_§=0 = Z(y-—a-bx—cx*)x*=0

dc ‘
N Zx ZIx*\/a Ty

= Tx Ex2 Ix||bl=(Zxy | (6)

Tx2 Tx® Ix*/\c = x%y

que permite evaluar los pardmetros de ajuste invirtiendo

la matriz 3 x 3. .
En el caso del calor especifico a presién constante

(x=t,y=cp)

} a 1

bl= %

66.443.520

c
{ 693.707.520 —72716.160 1.742.400
: x | —72.716.160 —20.578.272 950400 | x
1.742.400 950400  —43.560
5. 46,0001 - 42051
; x| 919,60 |=[-1,7305x 107* ()
' 20.227,95 2,5649 % 107°

45
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y en el caso del coeficiente de dilatacién v

limj =
y = 10%¢,) se obtiene Olimica (x =
a 1
b |=——m———x
¢ 66.443.520

693.707.520 —72.716.160 1.742.400
x [ -72716.160 —20.578.272 950.400 |x

1.742.400 950.400 —43.560
222,5232 =6,1555
x| 4923,18 |= 1,6186 |. (t))
116.632,08 —0,013605

(Las unidades de los pardmetros de ajuste pueden dedu-

cirse facilmente a partir de la relacién cuadrética de @,
oc,cont)

0 15 20 2 3 o 1s 20 2 30
1°0) 1(°C)

Resultan asi

2
Q=J- mc,dt =
1

- - by 1
m[a(lz )+ 3 b(t2 — 2) + 3 el — ,f)] =

= 83,6321kJ (9)

100 problemas de Termodinémica

y

2 1 1
,[ adt = a(t; = t,) + 56— ) +3 cp3-1)=
1

= 4,0640 x 107>, (10)

Alternativamente, la regla de Simpson habrfa resulta-
do en los valores

2
Q= j mc,dt = m % {c,(10) + ¢,(30) +
1
+ 2[c,(14) + ¢, (18) + ¢,(22) + c,(26)] +

+ 4[c,(12) + c(16) + ¢,(20) + ¢, (24) + c,(28)]} =
= 83,6330 kJ (11)

2 2
J a,dt = 3 {o(10) + ,(30) +

+ 2[0,(14) + a,(18) + ,(22) + 2,(26)] +
+ 4o (12) + 0, (16) + 2,(20) + 1, (24) + ,(28)]} =
= 4,0640 x 1073, (12)

Los volimenes inicial y final de esta masa de agua son

V, =m/p = 10002975 L (13)
y .
2
V, =V, exp [J apdt] = 1,0043710 L, (14)
1

y el trabajo de expansi6n es
W= p(V, — V;) = 40735 x 1072 atm-L = 0,413 J, (I5)

que resulta despreciable frente al calor absorbido por el
agua en el calentamiento. Resulta entonces que la varia-

cién de energia interna es aproximadamente igual al ca-
lor dado en (9).

Trabajo. Primer principio de la Termodindmica
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Solucion

a) Demuéstrese que la capacidad ca|
gas ideal en un proceso reversible
X = cte estd dada por la expresién

[71%
Cik=C,+ p|—
X v P(ar)x.

b) Apliquese la formula anterior al caso x =

para determinar C,, .

orifica de
de ecuacy

.a) De acuerdo con el primer principio, el elemen®
diferencial de calor se expresa en la forma

8Q = dU + pdv (
Y, como
ou oU
dU=(—) dT+(—) dv, (¢
ar /), v )y
resulta
ou
6Q=(—) ar+ | (% +p|dv. 3]
ar /, v/,

Por lo tanto, la capacidad calorifica de un gas en un
proceso reversible arbitrario vale

C=6_Q=(6L1 U
o~ Gor),+ (), +

¥y, en el caso particular en que | i <
a magnitud X permane
ca constante, & P

dv

av @
Plar

*)

au
Cr=Cy + [(—) + p] 6_V
v )y ar x’

donde sc ha tenido en cuenta que C,, = (aU/aT),-

100 problemas de Termodinémica

La ec. (5) es védlida para cualquier gas. En particular,
si el gas es ideal verifica la ley de Joule

ou
(&), ©

y la ec. (5) se reduce a

ov
Cy=C,+pl—]). )
X v P(ar>x

b) En un proceso de ecuacién X = V/p=cte realiza-
do por un gas ideal (pV = nRT) se cumple

V2 = nRXT. (8)
Derivando respecto de T a X constante, se obtiene

(Y = prx ="RY )
6Tx_n B p’

y llevando este resultado a (7) queda

1
Cy;p=Cy+ 2 nR

3 (10)

a) Obténgase la ecuacion X = cte del proceso re-
versible realizado por un gas ideal cuya capacidad
calorifica Cy esta dada por la expresion

Cx= C,+ knR

siendo k una constante adimensional y X una fun-
ciondepy V.

b) Compruébese que para k = 1/2 la ecuacion del
proceso coincide con la del problema anterior.

FProblema 173

%
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a) Comparando las expresiones que
litan en los enunciados de este problem
se tiene que

para C, se faq-
4y del anterior.

0

Por otra parte, derivando la ecuacién de estado del
gas ideal, pV = nRT, respecto de Va X constante, resulta

v % + p=nR or
av), PT "N\ av ), @
o bien, teniendo en cuenta (1),
op p
v[—) +p==
). o= @
De la ecuacién precedente se deduce f4cilmente que
dinp
= — 4
(6 In V)x & “)
donde
1 . o)
v=1—-.
k

Integrando la expresién (4), resulta
pV" = f(X) = constante, (6)
donde f(X) es una funcién arbitraria de X. La ecuacién

I’Jus'cada corresponde a la de un proceso politrépico de
indice de politropfa v.

b) Parak=1/2,laec.(5)se reduceay = — 1 y la (6)
a V/p = cte. En consecuencia, Y ¥

1
C,,,,,=C,,+5 nR, (7)

que coincide con la (10) del problema anterior

100 problemas de Termodindmica

Es interesante sefialar que, como el proceso X = V/p =
= cte es politrépico con v = — 1, el valor de Cy podria
haberse obtenido fdcilmente a partir de la definicién del
indice de politropia

-C
y = g (8)
Cy—Cx
En efecto, despejando Cy de (8)
vC, — C
Cy = ——v"_ T ©)
y empleando la relacién
Cp - Cy = HR, (10)

que es vélida para los gases ideales, resulta

nR

v—1

Cy=Cy— (11)

Obviamente, la expresién (11) se reduce a la (7) cuando
v=—1.

" La ecuacién de estado de un cilindro elastico de
caucho de longitud L sometido a una tensién t es

" L L,\?

=3 _—— — 3

’ L, \L

donde L, = 150 cm es la longitud del cilindro cuan-
do =0 y a es una constante de valor 4,86 x

x 1073 N/K. La energia interna del cilindro es unica-
mente funcién de la temperatura.

TL;ProBIema 1§_—’
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a) Calculese el trabajo y el calor inter
con el entorno en un proceso de traccig ,
e isotermo (a 20°C) del cilindro desde Ln___rezersuble
una longitud L, = 250 cm. L o hasta

b) Determinese la temperatura final que alcanza-
ria el cilindro si el proceso anterior se hubijese reali-
zado de modo adiabatico. Supdngase que |3
dad calorifica del cilindro a longitud const
C, =12JK

Cambjados

capaci-
ante es

a) Como la energfa interna del cilindro es funcion
tinicamente de la temperatura y el proceso de extensién
es isotermo, se deduce que la variacién de energfa inter-
na es nula. Por lo tanto, de acuerdo con el primer prin-
cipio, los balances de calor y trabajo son iguales

Q=W ey

El trabajo realizado para extender el cilindro es

e[ [T

2 2
a5 o), @
2L, L, 2
con lo cual
= -1,04] €
y también
= ~1,04 J. (=

b) Haciendo uso de nuevo del primer principio

80 = dU - «dL 5)

se deduce que en un proceso adiab4tico

dU = zdL. (6)

100 problemas de Termodindmica

P,

Por otra parte, como la energia interna s6lo depende
de la temperatura, podemos escribir

au
= (= =C,dT, 7
dU (aT)LdT_ C, 0

siendo C, la capacidad calorifica del cilindro a longitud
constante.

Igualando los segundos miembros de las ecs. (6) y (7)
nos queda

C,dT = tdL. ®)

Teniendo en cuenta finalmente la ecuacién de estado,
separando variables e integrando, resulta

dr L (L)
C,—=a ——(—°) :ldL )
T Ly \L
N 2 B 3L,
In2=q(-2+20-22) 10
Culng a(ZLo L, 2 {9

donde T, = 293,15 K (equivalente a 20°C) es la tempe-
ratura inicial y T, la temperatura final del cilindro. Sus-
tituyendo valores numéricos, la ec. (10) permite evaluar
T, con el resultado

-

T, = 294,02 K (equivalente a 20,87 °C). (11

Un sistema constituido por 2,7 kg de aire, cuyo
comportamiento se supone ideal, se halla a una pre-
sion de 2,5 atm y una temperatura de 20°C. Man-
teniendo su volumen constante, se le suministra
reversiblemente una cierta cantidad de calor. A
continuacion, mediante una expansién reversible y
adiabatica, se reduce la temperatura hasta los 20°C
iniciales, de modo que la presion final es de 1,6 atm.
Se pide determinar:

@Erob!eméj

4

—
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Soluciéon

a) latemperatura y la presion alcanzadas por
sistema inmediatamente antes de la expansign adia
batica, o

b) el calor suministrado en el proceso a vojumen
constante y o

¢) lavariacién de energia interna correspondien-
te a todo el proceso.

La masa molecular media del aire es 28,9 g/mol
su indice adiabéatico 1,40.

a) Si designamos con el subindice 1 el estado inicial
del aire y con el subindice 2 el estado que alcanza cuan-
do se le suministra calor a volumen constante, entonces.
de acuerdo con la ley de Charles de los gases ideales,
podemos escribir

n_%1 a
P2 Py
siendo Ty p la temperatura y la presién del gas en los
estados que se indican.

23

23

platm)

3.]_!1[1[::1!llllﬁrll‘ll]lllr|vﬁﬂ‘l‘l‘l—1’;
2 3
-

T T T T [T T YT T
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Por otra parte, si suponemos que la expansién rever-
sible y adiab4tica lleva al sistema al estado final 3, en-
tonces se verificard que

Tz P(z 1-9ly = T3 p£ 1=, (2)

Dividiendo miembro a miembro las expresiones (1) y
(2) y teniendo en cuenta que T; = T, se deduce

p=pp3 ' 3)
con lo cual
p, = 3,0 atm “)

y, teniendo en cuenta de nuevo la expresién (1), resulta

T,=T, 22=3518 K. )
P

b) Como en la transformacién 1 — 2 el volumen per-
manece constante, el trabajo correspondiente W, _., serd
nulo. En consecuencia, el calor suministrado durante el
citado proceso coincide con la variacién de energia
interna del sistema, es decir,

Q12 =AU, = ncy(T, = Ty), (6)
donde
ne 2108 0343 mol 0
28,9 g/mol ’

y el calor molar a volumen constante ¢, puede determi-
narse a partir del valor de y(= c,/c,) y de la relacién de
Mayer, ¢, — ¢y = R, como

R
¢ = =7 = 2078 J-mol™* K™, )

Finalmente, de acuerdo con (6),

Q12 = 1,14 x 10% I. (10)

Trabajo. Primer principio de la Termodinémica
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_Problema 26

Solucion

¢) Como el gas es ideal, la variacién de |3 ope
interna durante todo el proceso vale

AU, ., + AU, 3 =ncy(T, — T,) +
+ ncy (T, — T,) =0, (

Un tubo de vidrio de seccion A=5 mm?y long
tud L = 20 cm se encuentra dispuesto verticalmen®
con la mitad inferior de su volumen lleno de agua
la superior de aire. El extremo superior del tubo es®
cerrado, mientras que el inferior se halla abierto
una atmésfera de 5°C de temperatura y 100 kPa &
presion. Si la temperatura de la atmdsfera (y PO
tanto la del tubo) evoluciona cuasiestiticamente
hasta alcanzar 25 °C, calculese:

a) el volumen de agua que sale del tubo,

b) el trabajo realizado por el aire del tubo duran-
te su expansion,

c) el trabajo realizado por el agua que sale de
tubo contra la atmdsfera, explicando a qué se debe
la diferencia entre los resultados de este apartad®
el anterior,

d) el calor recibido por el aire encerrado en €
tubo, suponiendo que su calor molar a volumen
constante es ¢, = 20 J.-mol~'.K~".

Supdngase que el aire se comporta idealmente
despréciense los efectos de la tension superficial
la compresibilidad del agua, pero no los de la 9ra@
vedad (g = 9,81 m/s?). Tdmese p =1 g/cm® para la
densidad del agua.

a) Supongamos que la presién del aire encerrado €P
el tubo es uniforme e igual a p, Por ] contrario, cONSi~

100 problemas de Termodindmica

deremos que la presién del agua no es uniforme, sino
que varia con la altura z seguin la ecuacién fundamental
de la estdtica de fluidos

dp = —pgdz, )

siendo p la densidad del agua y g la aceleracién de la
gravedad. Si llamamos V al volumen del aire encerrado y
Po a la presién atmosférica, la integracién de la ec. (1)
conduce a

v
p=po—pgz=po—pg( —§)=a+bV, 2

donde

a = p, — pgl = 98.038 Pa 3)
y

b= ij =2 x 10° Pa/m®. @)

El proceso que sufre el aire tiene pues una represen-
tacién lineal en un diagrama p — V: cuando la tempera-
tura del medio ambiente aumenta, se eleva también la
temperatura del aire encerrado en el tubo, lo cual hace
que aumente su presién y que experimente una expan-
sién de su volumen que es proporcional al cambio de
presién.
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Teniendo en cuenta que inicialmente V, =

nrn

—
e

v

Cuando la temperatura cambia a 25°C (7, = 298’15dK );
la presién y el volumen del aire encerrado estdn dado
por las ecuaciones

PV, = (a + bV,)V, = nRT,, ™
obteniéndose a partir de ellas los valores
V;=535%x10""m* y p,=99.105 Pa. (8)
El volumen de agua que sale del tubo es, por tanto
AVv=y, — V,=35x%x10"° m3 = 35 mm?. 9)

b) El trabajo de expansién volimica del aire ence€”
rrado en el tubo contra el agua es

2 2
w=j pdV=j (a+bV)dV=aAV+%bA(V2)- (10)
1 1
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AL/, y ha Esta expresién puede transformarse en otra m4s f4cil

ciendo uso de (2), resulta de calcular teniendo en cuenta la ec. (2), de la que se
V=5x1077m®> y p, =99.038kps deduce

- 2

Ademds, como T, = 278,15 K, podemos estimar ¢| ni pV=aV+ bV (11)
mero de moles de aire encerrados en el tubo 3 partir o bien

la ecuacién de estado del gas ideal como A(PV)= aAV+ bA (V). (12)

V ;
= I;Tl = 2,14 x 10”3 mol. » Llevando la expresién anterior a (10) resulta
1

1 1
W=-aAV+=-ApV)=
2aA 2 (12%]

1 1
=5aAV+§nRAT=3,49X 10731, (13)

habiéndose también hecho uso de la ecuacién de estado
del gas ideal para pasar del segundo al tercer miembro.

¢) El trabajo realizado por el agua que sale del tubo
contra la atmdsfera es

2
W'=J PodV=poAV=350x% 10"3J. (14)

El trabajo de expansién del aire encerrado en el tubo es
evidentemente menor que el realizado por el agua contra
la atmésfera, pues p < p, y la variacién de volumen es
la misma en ambos casos si suponemos que el agua es
incompresible. Desde el punto de vista del agua, el efecto
neto producido por la expansién del aire consiste en la
transferencia de un volumen AV desde la zona préxima
al aire encerrado hasta el exterior, es decir, de una pre-
sién aproximadamente igual a p, hasta p,. Pero esta
transferencia-implica un cambio de posicién en direccién
vertical y, por tanto, un descenso de energfa potencial
gravitatoria E,. Este cambio en E, junto con el trabajo
recibido del aire, es precisamente el que permite realizar
otro trabajo mayor W’ sobre la atmésfera, es decir,

W+ AE, = W (15)
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En efecto, como

2 2 1%
AE,,=J ng(Ad2)=f pg( ——)dv=
1 1 A4

lpg ,
=pyLAV-;_7A(V ) (16)
las ecs. (3) y (4) implican que
1
AEP=(p°—a)AV—5bA(V2), (17

Finalmente, teniendo en cuenta (10) y (14), se comprueba
facilmente la validez de (15). ]
d) De acuerdo con el primer principio, el calor reci-
bido por el aire encerrado en el tubo es
Q=AU+ W. (18)
Teniendo en cuenta que, para un gas ideal,

AU = nc, AT, (19

y haciendo uso de la ec. (13), resulta

1 1 _
Q=n(cy+5R)AT+5aAv= 12,05 x 1072 J. (20)

100 problemas de Termodindmica

3

Segundo principio
de la Termodinamica

a) Demuéstrese que la entropia del universo po-
dria disminuir si el enunciado de Clausius del se-
gundo principio no fuese cierto.

b) Pruébese igualmente que si el enunciado de
Kelvin-Planck fuera falso, la entropia del universo
también podria disminuir.

c) Otra forma de enunciar el segundo principio
consiste en afirmar que la entropia del universo no
puede disminuir. Con las demostraciones de los apar-
tados anteriores, ;se habra probado ya que este enun-
ciado es equivalente a los de Clausius y Kelvin-Planck?

a) Supongamos que se viola el enunciado de Clau-
sius del segundo principio y que, por lo tanto, es posible
un proceso espontdneo cuyo tnico resultado sea la
transferencia de cierta cantidad de calor |Q| desde un
foco F2 de temperatura T, a otro F1 de mayor tempe-
ratura T,. La correspondiente variacién de entropia del
universo serd

= AS, +Asn=%+%’ (1)
1 2

AS,

univ

Solucion

61




:-_Prohlema ?2

62

donde Q;, = —Q, = |QI. Por lo tanto,

1 1
AS,.. = 10] (;l‘ - T_z) <0, @

como queriamos demostrar.

b) Supongamos ahora que no se cumple e] enuncia-
do de Kelvin-Planck y que, en consecuencia, es factjble
la existencia de un proceso cuyo unico resultado sea la
conversién de cierta cantidad de calor |Q|, tomado de un
foco de temperatura T,, en una cantidad equivalente de
trabajo. Con esta hipétesis, la variacién de entropia del
universo se reduce simplemente a

y 10l
ASuniv = ASFI = %-FI == 791 <
1

0, (3)
que es lo que queriamos probar.

c) Evidentemente no. Para demostrar que dos enun-
ciados son equivalentes es necesario probar que la vera-
cidad de uno implica la del otro, y viceversa. O tambi€n
(y seria éste nuestro caso) que la contradiccién del pri-
mero implica la del segundo, y viceversa. Para que s¢
cumpliesen estas dltimas condiciones seria necesario de-
mostrar que si el enunciado facilitado para el segun_do
principio no fuese cierto, tampoco lo serian los enuncia-
dos de Clausius y Kelvin-Planck.

Dos sistemas termodinamicos incompresibles, 3@

los que denotaremos como S1 y S2, se hallan ini-
cialmente a las temperaturas T, y T, (T, > T,)- Sar
biendo que sus capacidades calorificas son Cys1 Y
Cys; (constantes), se pide:

a) la temperatura final de equilibrio y

b) la variacién de entropia del universo cuand®
los sistemas se ponen en contacto térmico en €l

100 problemas de Termodinémica

interior de un recinto adiabatico, sin la realizacion
de trabajo.
Considérense los casos particulares en que Cyg, =

= Cys, Y Cusi » Cys,

a) El proceso es tfpicamente irreversible. Teniendo
en cuenta que los dos sistemas termodindmicos son in-
compresibles y que el contacto térmico tiene lugar en el
interior de una envoltura adiabdtica, el calor entregado
por uno de ellos debe ser absorbido por el otro. Llaman-
do T a la temperatura de equilibrio, esto requiere que

CysilT, — T)= CysfT — T,), (1

con lo cual

CyaiTi + Cysal:
T =2yt vsa @)
Cvsi + Cys

Si denotamos por r al cociente entre las capacidades
calorificas

r=Cys/Cysp 3)

la expresién (2) puede también escribirse en la forma

T, +rT,

1+r @

En consecuencia, cuando C,5, = Cys, (r = 1) resulta

T, +T,

> )

y la temperatura de equilibrio es independiente de las
capacidades calorfficas de los sistemas.
Si Cyg, » Cyg, (r « 1), de la misma ec. (4) se deduce

T=T, 6)

PV 4

Solucion
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que significa que el sistema S1 actia como
lorifico frente al otro sistema.

b) Para calcular la variacién de entropia ;le il
sistema imaginaremos sendo_s Procesos reversib|eg a
tomen a €stos en sus respectivos estados iniciajeg y los
lleven hasta el mismo estado final del proceso irreyers;.
ble. Resultan asi*

n fOCQ ca-

que

ASg, = Jr Cusi d_7'" = CysiIn 1 W]

7, T " T,
ASg, = J-T Cvs2 a = Cys;In — 8

r, T T,

o bien, por (4),
ASg, = Cy5, In Lt )
1+ nT,

ASy=Cp ln' (TI—’E% (10)

La variacién de entropia del universo coincidird con
la suma de las variaciones de entropia de los sistemas,
ya que el contacto térmico entre ambos tiene lugar en el
interior de una envoltura adiab4tica y esto implica qu¢
la variacién de entropfa de los alrededores es nula. Por
tanto,

n+rT, L+l gy

A8, = Cyy In i iiz
it G, s P T,

univ

Si _Cv,sl =C,5,=C, (r = 1) las expresiones anteriores
cambian a

T, +T
AS, =C,In ‘Z—Tli (12)

* En ’las ¢cs. (7) y (8) la variable de integracién se ha 05‘:","0
como 7" para diferenciarla de T, que aparece en el Ifmite superior
de integracién.
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T ¥ 7T

AS;, = C,In TTz— (13)
T, +T,)2

AS,,,=2C,In @A T2 (14)

VTiT,

Cuando C,g, » Cy, (r« 1), la ec. (9) se reduce a

T1+r7'2 T2 ~
AS51=CV,Sl]'n(l—+r_)}_lch,Slln l+l‘ ;“‘1‘_1 =~

T, ,-T,
= Cygr (}': - 1) =Cys T, : (15)

que representa la variacién de entropia del sistema S1
cuando se comporta como un foco de calor frente al
sistema S2. Andlogamente, la ec. (10) da lugar a

T, + 1T, T
ASg, =C,s, In ——(1 o, ~ Cyg, In Fz (16)

y la suma de éstas es

T, - T, T,
AS, .. = CVSz —Tx +In F § (17)

2

a) Determinese la temperatura de equilibrio que
alcanzan los sistemas del problema anterior cuando
se usan como focos de una maquina térmica para
producir el maximo trabajo posible en ausencia de
cualquier intercambio de calor con el entorno.

b) Calcllese dicho trabajo maximo.

Considérense los casos particulares en que C, ¢, =

=Cys, Y Cysi » Cysa

4

l:—VPl'oblema Zé“
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a) Para que la mdquina térmica produzc, o iniics
trabajo posible el proceso tiene que ser revers’.b;:ax.
lo tanto, la variacién de entropfa del universo p, g' P
nula. Ahora bien, como durante el proceso Jog sm;
no intercambian calor con su entorno, la variacign
entropia de éste también debe ser nula. Se deduce asi ¢,
la suma de las variaciones de entropia de los dos gjs
mas es nula. Es decir*,

T T
j T, %g * T %g -0 »
o bien
Jw Cvsn E + JT Cv_sz 2:__, =0, 2
7, T T, T

siendo T la temperatura final de equilibrio.

~Teniendo en cuenta que las capacidades calorificas
Cys1¥ C,s, s0n constantes, la expresion (2) se transforma
en

T T
Cysiln =+ CyyIn =~ =0, G

= Tl TZ

de donde se deduce que

CV,SI In Tl + CV_SZ In TZ. (4)
Cysi * Cus:

InT=

v.Si

Introduciendo el cociente r = C,,/Cys, 12 ecuacion
anterior se transforma en

InT,+rinT, (5
1+r

InT=

* En las ecs. (1) y (2) la variable de integracién se ha escrit®
como T’ para diferenciarla de 7, que aparece en el lfmite supenor
de integracién.
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Por lo tanto, cuando r = 1 resulta

T=/T,T, . 6)

que es independiente de las capacidades calorificas de los
sistemas.

Si C, g, » C,, (r < 1) se deduce de la ec. (5) que

v.S1 v.S2

T=T, Q)

con lo que el sistema S1 desempefia el papel de foco
calorifico frente al sistema S2.

b) De acuerdo con el primer principio, aplicado al
macrosistema constituido por los sistemas S1 y S2, se
tiene que '

AU=Q - W. (8)
Como Q = 0 resulta
W= —-AU = —-AU,, — AU, ()]
o bien
W= —-Cu(T-T) = C,(T—T)) =

=CyTy + Cye,T; — (Cygy + Cy )T, (10)

Cuando C,, = C,,=C, (r = 1) la expresién ante-
rior se transforma en

W= CUT, + T, - 2/T,Ty), (1)

donde se ha tenido en cuenta la ec. (6).
Si Cys » Cysy (r«< 1) entonces T T, y de (10) se
deduce ahora que

W= Cyq(T, ~ 1)) (12)
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ji_‘l-’robloma id_

Un mol de un gas ideal se halla cg
interior de un cilindro cerrado por un
mano a través del cual se mantiene en
mico con un foco calorifico F de temperaturg 1 g
comprime dicho gas desde la presion inicija) i t:
la presion final p, mediante una serie de Ng—:taasas
sucesivas en cada una de las cuales se afade Sna
cierta masa (la misma en cada etapa) sobre el pis-
ton. Determinense las variaciones de entropia de
foco, del gas ideal y del universo. ;A qué se reduce
esta ultima cuando el numero de etapas es muy
grande?*

nfinadO en
Piston diaer-
Contactg tér-

Solucién

Supongamos que el mol de gas ideal se encuentra en
equilibrio en el interior del cilindro a la presién px
(k=0,1,2, .., N—-1)y temperatura T. Al afiadir una
nueva masa sobre el pistén, este dltimo comienza a 0s-
cilar con una amplitud que disminuye paulatinamente
hasta anularse, cosa que ociirre cuando el gas ha alcan-
zado un nuevo estado de equilibrio de presion
Px+1 = p + Ap, donde Ap = (py — po)/N. Como duran-
te este proceso irreversible la temperatura del gas ideal
permanece constante en el valor 7, la variacion de
energia interna del mismo ser4 nula. En consecuencia, el
trabajo de compresién w,_,,,, realizado contra el gas
debe disiparse en forma de calor g,._.,., en el seno d€
éste, siendo finalmente absorbido por el foco. Por 10
tanto,

k+ 1
qk-‘kfl=‘vkrck+l=f Pr+1 dv=pk+l(vk+, —vk)) (l)
k

donde se ha tenido en cuenta que durante este proces©
.

* Basado cn el artfculo de V. K. Gupta, G. Shanker y N. K.
Sharma publicado en Am. J. Phys. 52 (1984) 945,
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de compresién la presién externa es constante e igual a
Px+1 Y €l volumen del gas cambia de v, a v, 4.

Ahora bien, en virtud de la ecuacién de Clapeyron se
tiene

POk = Pre1Vesr = RT, @
con lo cual

b — P
Gk~k+1 = RT * = 3.
Pk

La variacién de entropfa del foco durante la etapa
k — k + 1 serd pues

Gx—~k+1 Pk+1 = Px Ap
As =- =R =R 4
ke T P po+kap Y
y la variacién total durante el proceso es
N=-1 N-1 Ap
As. = As., .., =R _— (&)
F kgo Fhk=k+1 kgo Po + k AP

La variacién de entropfa del gas se calcula imaginan-
do un proceso reversible e isotermo que ocurra entre los
mismos estados inicial y final que los de la etapa
k — k + 1. Para este proceso se tiene que

P
BSpoytsr = —RIn 224 (6)
Dx
es decir,
Ap
Asyyi1= —RIn(1+—)=
Py

Ap
=-Rh|1+ ——|. W)
pot kAp

69

Segundo principio de la Termodindmica




M Por lo tanto, la variacién total de la entrq

serd Pia de] gas

N-1 N-1
As, = 2 Aspuw =R X ]“[I‘F\llp—\ 3
k=0 k=0 Po+kAp - (3

Finalmente, la variacién de entropia del Universo co-
rrespondiente a la etapa k — k + 1 se obtendrg sumando
las expresiones (4) y (7). Resulta asf

Ap Ap
Asuniv —-k+ =R{*_]n[l + —
h=ek el po tkAp po+kAp]} ©

y para todo el proceso se tendrd que

N-1

Asuniv = z Asuniv.k—ck‘*l =

k=0

N-1 A
4 Ap
PR LN |
kgo {Po"’kAP po +kAp (

Obsérvese que si el nimero de etapas N es lo suficien-
temente grande, entonces Ap es muy pequefio y, desarro-
llando en serie el logaritmo de la expresién (10), se ob-
tiene que

As (11)

I~
univ

]

como corresponde a un proceso reversible.

Problema 25

Un alambre metalico de masa m = 10 g y seccion
A =1 mm? posee una longitud L = 100,0 cm a 20°C
cyando estd sometido a una tensién ¢ = 100 N. Sa-
biendo que su coeficiente de dilatacién lineal a ten-
Slon constante es 2, = 9,5 x 1074 K-, sy médulo de
Y_qung Isotermo Y; = 2,0 x 10" Pa y su calor espe-
cifico a tension constante ¢, =052J.g7'.K"", deter-
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minese la longitud que alcanzara cuando se somete
a un proceso de traccion reversible y adiabatico, sin
cambio de volumen, hasta alcanzar la tension de
500 N.

Consideremos la longitud L del alambre met4lico co-
mo una funcién de la tensién t y de la temperatura 7.
De esta forma

dL = (?E) dr + (6—11> dT 1
ot )y aT /.
y, teniendo en cuenta las definiciones del médulo de
Young isotermo
), e
y del coeficiente de dilatacién lineal a tensién constante
L= (%) , 3)
L\or/,
resulta
% = ZIY_T dr + A, dT. 4)

Por otra parte, es bien conocido que en un sistema
p — V, una de las llamadas ecuaciones TdS se expresa en
la forma

av
TdS = mc,dT — T(a—T) dp, (5)
P

asi que la correspondiente ecuacién para un alambre
metdlico puede obtenerse mediante la transformacién
p— —1ty V- L, resultando

oL
TdS = mc, dT + T(E;) dt = mc, dT + TLA,d1, (6)

donde se ha hecho uso de la definicién (3).

PV 4

Solucién

1
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Dado que €l proceso de traccién consider
sible y adiabdtico, el primer miembro de |3
y se obtiene la relacién

ado es rever
€c. (6) es nulo

TLA,
dr,

T = -
me, )

que permite transformar la ec. (4) en
. _ 1 1 TLAZAY; g
L AYr me, - @

Como la fraccién que figura dentro de los paréntes:s es
del orden de
TLAZAY;
me,

T

1073, 9)

la ec. (8) puede aproximarse a

. 1
— ~—— dr (10)
L~ Ay,

cuya integracién entre el estado inicial 1 y el estado final
2 es ahora inmediata y conduce a

L, 1
i, L. _ (11
AT IY

Sustituyendo, finalmente, valores numéricos se obtiene
la longitud pedida

L, ~ 100,2 cm. (12

Dos moles de un gas ideal se encuentran en un
estado de equilibrio en el interior de un cilindro dé
paredes adiabéticas. El pistén, también adiabatico:
ejerce sobre el gas una presion p, y la temperaturd

100 problemas de Termodinémica

de éste es de 300 K. De una sola vez, se agrega al
piston una masa que hace que la presion ejercida
sobre el gas sea p, = 1,1p,. Se pide determinar:

a) la temperatura final del gas y
b) las variaciones de energia interna y de entro-
pia del gas.

El indice adiabatico del gas es y = 5/3.

a) Como la masa se agrega al pistén de una sola vez,
éste descenderd bruscamente y la compresién no serd
cuasiestética. Por lo tanto, para calcular la temperatura
final habr4 que recurrir al primer principio. En efecto,
teniendo en cuenta que el proceso es adiabético, pode-
mos escribir

AU = —-W. (1)

La variacién de energia interna de un gas ideal se
expresa siempre en la forma

AU = ncy(T, — T)), @

donde 1y 2 representan los estados inicial y final del gas.
En cuanto al trabajo realizado sobre el gas vale

2
W= J pdV=py(V, = V), (3

1

ya que durante el proceso de compresién la presién ex-
terna se mantiene constante e igual a la presién final
= 1,1p,.
2 > 1
Considerando de nuevo que el gas es ideal (pV = nRT)
y que p, = 1,1p,, la ec. (3) puede escribirse en la forma

T, T,
W= p,nR (— - *) = nR(T, - 1,1T)). @)
P2 P

P4

Solucion
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De las ecs. (1), (2) y (4) se deduce ahora que
(T — T) = —R(T, — 1,11))

()
y como, en virtud de la relacién de Mayer,
R c,— ¢y 2
ok g e
Cy Cy B 3 (6
resulta, finalmente,
2,6
T2=BT1 =:.3]2K. N

b) La variacién de energia interna se obtiene de las
ecs. (2) y (7) como

3
AU = = nR(T, — T,) = 2991J. ®

Dado que el proceso de compresién adiab4tica es irre-
versible, para calcular la variacién de entropia del gas
ideal podemos imaginar un proceso reversible (no adia-
b4tico) que lleve al sistema desde el mismo estado fnl{:lal
1 hasta el mismo estado final 2 y calcular la variacion
de entropfa para este proceso. Se obtiene asi el resultado

T.
AS =nc,In 2 — nR In 22 = 0,046 J/K, )
T, P;
donde se ha tomado
5
C,=CV+R=5R_ (10)

E‘l_dispositivo de la figura esta constituido por Y"
cilindro adiabético provisto de un piston, también

100 problemas de Termodinémica

adiabatico. Un tabique metalico interior M, de masa
despreciable y buen conductor del calor, lo divide
en dos partes A y B. Inicialmente el tabique metalico
esta cubierto por una superficie adiabatica y los re-
cintos A y B contienen, cada uno, un mol de un mis-
mo gas ideal monoatémico (¢, = 12,47 J.mol™'.
-K~") a la presion de 101,33 kPa y temperaturas de
1.500 K (A) y 373 K (B). Se elimina la superficie adia-
batica que cubre My, al mismo tiempo, el gas con-
tenido en A se comprime cuasiestatica e isotérmica-
mente (1.500 K). Cuando la temperatura del gas B
alcanza también los 1.500 K se detiene el proceso de
compresion. Calculese:

a) el trabajo de compresion isoterma realizado
sobre el gas que ocupa el recinto A,

b) el valor final de la presion en los recintos A
y B,

c) las variaciones de entropia de los gases conte-
nidos en A y B, de la placa metalica M y del univer-
so, y

d) las producciones de entropia en A, By M, asi
como la produccion total de entropia en el universo*®.

* Basado en el artfculo de J. 1. Belandrfa publicado en J.
Chem. Educ. 72 (1995) 116.
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Solucion

a) El primer principio de la Termodingm

x : ica apfica.
do al gas ideal contenido en A nos permite e plica

Scribir que

AU, =0, — W, (1

Teniendo en cuenta que el recinto A es isotermo y que
la energia interna de un gas ideal es funcidn solamente
de la temperatura, se cumple AU, = 0y la expresién (1

se reduce a

Op =W, )

Andlogamente, para el gas que ocupa el recinto B se
tiene que

AUg =Qp — Wy 3

y, dado que que ahora el proceso tiene lugar a volumen
constante, Wy = 0 y queda

AU, = Q. 4)

Por otra parte, como la superficie metdlica se consi-
dera de masa despreciable, tampoco puede absorber ca-
lory

0=~ Qs )
con lo que de las ecs. (2), (4) y (5) se deduce
W, = —AU,. ©)
Finalmente, como

AUy = ney(Ty, = Ty,) = 14.054 M

se obtiene

W, = —14.054]. ®)

100 problemas de Termodinémica

b) El trabajo de compresién isoterma W (A) calcula-
do en el apartado anterior puede expresarse en la forma

* Yaz dV, Vaz
w, = padV, = nRT, v - nRT, In v %)
1

Vi A Al

o bien

W, = nRT, In 2AL, (10)
Paz

Por lo tanto, la presién final p,, viene determinada por
las ecs. (8) y (10), resultando

Pay = 312,71 kPa. (11)

La presién final del gas que ocupa el recinto B se
evalda a partir de la condicién de proceso is6coro como

T,
Po2 = Pg, f = 407,49 kPa. (12)

: R}

c) Las variaciones de entropfa de los gases conteni-
dos en A y B estdn dadas por las expresiones

P2 d
AS, = —'f nRL=—nRIn22= —937)K (13)

Pa. 14 p"l

y
Te.2 dTr T,

AS, = '_'f ney = nc,In22 = 1735 JK.  (14)
To. T Ta'l

La variacién de entropia de la placa metédlica M es
nula

ASy =0, (15)

ya que se supone de masa despreciable.
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Por todo ello, la variacién de entropia de)

un:
vale Nive

AS,,, = AS, + ASy + AS,, = 7,98 j/K

univ (’
donde se ha tenido en cuenta que, por estar ¢] cilindro
térmicamente aislado, la variacién de entropia del entor-
no es nula. Obsérvese que AS, ., es positiva, lo que pone
de manifiesto que, aunque el proceso de compresigy del
gas A sea cuasiestdtico, el proceso global que tiene lugar
dentro del cilindro es irreversible debido a que la trans-
ferencia de calor por conduccién a través de la placa M
es irreversible.

d) La variacién de entropia de un sistema puede
siempre expresarse como suma de un término de varia-
cién de entropia del sistema por su interaccién con los
alrededores (intercambio de calor) y otro término debido
a procesos que ocurren en el interior del propio sistema

5
dS=ch+diS=7Q+ dss. (17

Este iltimo término se denomina produccién de en-
tropfa interna y es nulo cuando las modificaciones inter-
nas son reversibles y positivo cuando son irreversibles.
En particular, cuando la ec. (17) se aplica al universo
como sistema, se concluye que

=ds (18)

univ i univ®

ds,

) Asi, para el gas contenido en el recinto A, la produc-
cién de entropia es

5
A,-SA=ASA—J.%=ASA—%=ASA__;ﬁ=0,(19)

A A A

que resulta nula en virtud de las ecs. (10) y (13). Es decir.
dado que cl intercambio de calor de] gas A con su en-
torno se reduce al intercambio de calor con la cara SU-
perior de la placa M y la temperatura de dicha cara $¢€

100 problemas de Termodindmica

considera siempre igual a la del gas A*, el intercambio /\/\f

de calor tiene lugar de forma reversible y sin produccién
de entropia.
Para el gas del recinto B se tiene que

) du
A;Sp = ASy - I—Q—" = ASg — J’—”=
TB B
Ta2 dT. Toa T.
=ASB—f ncy—"=As,,—J ney In =2 =
Taa TB Tou TB"
= 17,35 J/K — 1735 J/K = 0 J/K. (20)

La descripcién de lo que ocurre en la placa M es mu-
cho m4s complicada porque no se encuentra en equili-
brio mds que en el estado final. Cuando se elimina la
superficie adiabética que cubre M, la placa se encuentra
con una cara en contacto con el gas A a 1.500 K y la
otra en contacto con el gas B a 373 K, de modo que
aparece un gradiente de temperaturas en su interior, el
cual se va reduciendo a medida que aumenta la tempe-
ratura del gas B como consecuencia del flujo de calor a
través de M. En el limite de masa (y volumen) despre-
ciable, la placa se puede idealizar como una superficie
con sus dos caras a distinta temperatura y, por tanto,
sin una temperatura caracteristica. Esto implica que la
ec. (17) no es aplicable directamente al sistema M por no
estar definida T. (Observése que 6Q,, y 4S,, son nulos si
la placa es de masa despreciable, tal y como ya se con-
sider6 en las ecs. (5) y (15).) Pospondremos, pues, el
célculo de la produccién de entropia en la placa M.

La produccién de entropia en el universo coincide con
su variacién de entropia y vale

* Si no fuese asf, la temperatura del gas A no serfa uniforme
y no se podrfa hablar de compresién isoterma dc dicho gas. Ade-
mi4s, esto generarfa flujos de calor por conduccién térmica dentro
del rccinto A que serfan irreversibles. La hipétesis de que la tem-
peratura del gas A ¢s constante y uniforme sc ha empleado en la
ec. (19) al sacar el factor T, fucra de la integral.
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ASuniv.prod = AS\miv = 7998 J/K (2

el unjye
Onesg de

los alre
duccigp

Por otro lado, la produccién de entropia ep
puede escribirse como suma de las producc;
tropia en los sistemas A, B y M (pues la de
dores es nula) y esto permite escribir ]a pro
entropia en la placa M como

ASM.prod = ASuniv.pmd - ASA.prod - ASB,pmd = 7,98 J/K 8

Es decir, la conduccién térmica en la placa M es
proceso irreversible que implica produccién de entrop

En conclusidn, el proceso estudiado se ha descrito
forma simplificada considerando que los gases A y
evolucionan sobre una serie de estados de equilibrio en
los que su temperatura est4 bien definida y que la con-
duccién de calor tiene lugar exclusivamente en la placa.
Bajo esta hip6tesis, s6lo se produce entropia en la placa.
En un proceso real, habrian flujos de calor por conduc-
cién tanto en la placa como en los recintos A y B
también alli se produciria entropfa, si bien la descripciém
de estas situaciones de no equilibrio quedan fuera de
nuestro objetivo.

La ecuacion de estado de un cilindro de caucho es

L (Lo 2

t=a T = r

L, \L

siendo 2 una constante y L, la longitud natural del
cilindro (funcion solamente de la temperatura T)-

a) Demuéstrese que
ou L L\?
— = TZ —+ _0 ’
(at), ’ “[Lo Z(L)]

1 dL,
L, dT

donde

%o

100 problemas de Termodinémica

A”

es el coeficiente de dilatacion lineal del cilindro a
tension t nula.

b) Sabiendo que para el caucho a 293 K, a=
=4,86x 10"* N/K y 1,=2x10"* K-?, evaldese
(0U/dL), para valores de L/L, en el rango 1,0-3,0. Co-
méntense los resultados obtenidos.

a) En virtud del primer y segundo principios de la
Termodindmica aplicados a sistemas del tipo p-V, se ve-

rifica
ou ap
— | =T|=) -p. 1
@)@, ®

Teniendo en cuenta que para sistemas p-V el elemento
de trabajo es pdV, mientras que para sistemas el4sticos
t-L dicho elemento de trabajo es —tdL, la ecuacién
equivalente a (1) para estos Gltimos se obtendrd median-
te la transformacién p - —ty V- L. El resultado es

ou dt .
ZN - Z 2
(6L)T i T(ar); @

El célculo de la derivada del segundo miembro de la
expresién anterior se realiza directamente a partir de la
ecuacién de estado del cilindro de caucho, obteniéndose

)2 )z ] o

Asi, de las ecs. (2) y (3) se deduce

OV _ ay [L 4 (koY
G) -l @)) o

que es la expresién que querfamos demostrar.
b) Con los valores de a y 4, que se facilitan en el
enunciado, la ec. (4) se reduce a

oU I L (L 2}
=) o089 =x|=+2(2) | ¢
(aL>T 0.0829 22 [Lo (L) B

S 4

Solucion
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La figura muestra los valores de esta derivads
rango de deformaciones pequefias a moderady EE un
ver que los valores son muy bajos, se han com];arac;'a
con los dos términos que aparecen en el miembyg d: I:
derecha de la ec. (2). Se aprecia asi que (aU/aL)T el
diferencia de dos magnitudes «grandes» que prictica.
mente compensan una a otra. En otras palabras, como

De acuerdo con el primer principio, en una transfor-
macion adiabdtica se verifica

dq=du+ pdv=0. (1)

Si consideramos la energia interna molar del gas, u,
como funcién de T y v, podemos escribir

PV 4

Solucion

ou ou du
— ) =0 du={—) dT+(— )] dov. 2
(6!. )1 © “ (3T)V (a“)r ’ @
la ley de Joule se verifica con muy buena aproximacign La primera derivada de la derecha es
y de aqui que algunos autores denominen al caucho co- i
mo sistema ideal. ou\ 3
=Cy ( )

rrryr | rrr1r | rr 1 T rr

\
14

y la segunda se puede calcular utilizando la expresién

o) _ () _
GG @

que, para un gas de Van der Waals, vale

-
-7

o T@eaTy

T T T T T Ty
N T RTEE T

Contribuciones a (9U/AL); en J/m
o

1 L Ou a
Rt —) =—. 5
. e (@UIAL) (au), 7 &)

flu..ll...lu..'lA..l De esta forma,

1.0 15 2,0 2,5 3,0 a

UL du = ¢, dT + ; do. (6)
ﬁ'Pr oblerﬁa 29": Combinando las ecs. (1) y (6) resulta
a

+ = )dv= 7
Suponiendo vélida la relacién de Mayer, ¢, — ¢, = ¢y dT (p + vz)dv 0 M

= R, deddzcanse las ecuaciones de las transforma-
ciones adiabéticas de un gas real que obedece la
ecuacion de Van der Waals

o bien, haciendo uso otra vez de la ecuacién de Van der
Waals,

T
a . _
(P'*F)(V— b) = RT. cydT + = bdv 0. 8)
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%\/\/\ Separando variables e integrando se llega a ]a ecua- b) El coeficiente de dilatacién isébara del plomo /\/\/

cién » 30:) °C es ¢Ix,, = 2,80 x 10'; K. Suponier;do quec;cf
e # p toman los mismos valores que en el apartado
_ p\Rle = : .
T - b) constante, © »2nterior, estimese c, — c, a esta temperatura.

que describe las transformaciones adiab4ticas de un gas
de Van der Waals. Teniendo en cuenta la relacién de »
- ¢, = R e introduciendo el ndice adiabatico Solucion

Mayer, ¢,
¥ = ¢, /cy, la ec. (9) se transforma en )
P El primer y segundo principios de la Termodindmica
T(v — b)’~! = constante (10) g@PPcrmiten establecer la relacién de Mayer generalizada
o bien, despejando T de la ecuacion de Van der Waals y v\ (ap
sustituyéndola en la ec. (10), C,-C,=T rd : = y, (1)
a
(P + y) (v — b)” = constante. an ariue puede escribirse en la forma
Finalmente, eliminando el término (v — b) entre las C,-Cy= -1 (a_\/)1 ( 22) ”
ecs. (10) y (11), resulta ar) \ov )+
T(p + i)? = constante. (12) POr medio de la propiedad ciclica
vZ
ap v\ /oT
Obsérvese que las ecs. (10)-(12) se reducen a las corres- (ﬁ) (a_) (ﬁ) =—1. 3)
pondientes a transformaciones adiabdticas de un gas v\oP/1 P

ideal-cmd el b = 0k Introduciendo las -deﬁniciones

v — 1/d 4
“Problema 30 % = V(a;/)P @
En los sélidos, la diferencia entre los calores €S-
pecificos a presién y volumen constantes suele ser Yy
despreciable y, a menudo, los valores tabulados €O~ 1 /v
rresponden a promedios entre estas dos magnitudes- Kp= — = ( ) ,
T

op

(5

a) Sabiendo que para el plomo a temperatura
ambiente (20°C) el coeficiente de dilatacién isobari-
ca, la compresibilidad isoterma y la densidad valen,
respectivamente, «,=8,7 x 105 K-', x,= 1,92 > TVa?
x 10" Pa~"y p = 11,34 g/cm?, calculese el valor de C,- cy=f‘l, (6)
2~ 16y ! T

la ec. (2) se transforma en
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que nos da la diferencia entre las capacidades calorificas
de un volumen V del sistema considerado. Para hajjar la
diferencia entre los calores especificos basta con dividir
los dos miembros de (6) por la masa del sistema, resul-
tando
To?
e Y]
pPKr

a) Sustituyendo los correspondientes valores numé-

ricos de las magnitudes anteriores para el plomo a 20°C
resulta

c,—cy=1027-kg7!- K7L [t

Teniendo en cuenta que los valores experimentales de ¢
ycyson 1293 J-kg™'-K™'y 121,8 :I-kg'l K1, res-
pectivamente, la ec. (8) pone de manifiesto que la dife-
rencia entre ¢, y Cy €S prdcticamente despecxable..

b) En este caso la sustitucién de valores numéricos da

c’—c,,=206J-kg“-K", 9)
y, aunque se trata de una estimacién, indica que la dife-
rencia entre ¢, y ¢y no €s despreciable ‘a altas tempe-
raturas. Esto se debe a que la contribucién electrénica

al calor especifico hace que éste ya no siga la ley de
Dulong-Petit, la cual expresa que

3R
cyzﬁ=120,4J'kg"l-K_’, (10)

siendo M la masa molecular del plomo.

100 problemas de Termodinémica

4

Potenciales termodinamicos

Dos moles de oxigeno, cuyo comportamiento se
supone ideal, evolucionan reversible e isobarica-
mente desde 25°C y 1 atm hasta 50°C. Calcllense

las variaciones de las siguientes funciones termodi-
namicas:

a) energia interna, entalpia y entropia,
b) potenciales de Helmholtz y Gibbs.

Supdngase que la entropia molar del oxigeno a
25°C y 1 atm vale 49,03 cal-mol~'-K~'y que el calor
molar a presién constante es 7 cal-mol~1. K",

a) La variacién de energfa interna de un gas ideal
viene dada por la expresién

AU = ncy(T, — T)), (1)

asi que, haciendo uso de los datos del enunciado y tam-
bién de la relacién de Mayer,

¢y =c,— R=5cal-mol™!-K™!, @

EProblema 31§

Solucion
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resulta.
AU = 250 cal. &)

Anélogamente, la variacién de entalpia del Oxigeno se
calcula mediante la expresién

AH = nc (T, — T,) = 350 cal. ' )

Teniendo en cuenta que ¢l proceso es reversible e is6-
baro, la variacién de entropfa del gas vale

AS = nc, In ;5 = 1,13 cal/K. Q)
1

b) A partir de la definicién del potencial de Hel-
mbholtz

F=U-TS ©
se obtiene
AF = AU — A(TS). U}
Como
A(TS) = 7,5, — T, S, )
’ 9
S, = ns, = 98,06 cal/K )
S, =8, + AS = 99,19 cal/K (10)
se tiene que )
A(TS) = 2.817 cal. (11

Por lo tanto, de (3), (7) y (11), se deduce
AF = —2.567 cal. (12

Del mismo modo, considerando la relacién entre el
potencial de Gibbs y la entalpfa

G=H-Ts, a3

100 problemas de Termodindmica

se obtiene

AG = AH — A(TS) = —2.467 cal. (14)

Un mol de cierto gas real cuya ecuacién de estado
es

P d

pv=RT+ bp
y para el que

c,= A+ BT,

donde A, By b son constantes, se comprime reversi-
ble y adiabaticamente desde el estado inicial (T,, v,)
hasta un estado final de volumen molar v,. Hallese:

a) la ecuacién que permite determinar la tempe-
ratura final,

b) la variacién de energia interna del gasy
c) la variacién de entalpia del mismo.

a) Haciendo uso de la ecuacién

oy (%)
(E>T"T(ar)y P 0

que conecta el primero y segundo principios de la Ter-
modindmica, y teniendo en cuenta la ecuacién de estado

del gas se deduce que
Ou
—) =0 2
(a”)r ®

¥y, por tanto, u es funcién solamente de la temperatura.

PV 4

Problema 324
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Como la transformacién que sufre el gas es reversible
y adiabdtica, el primer principio nos dice que

du= —pdv 3
y, dado que u es funcién solamente de T,
du = ¢, dT = (4 + BT)dT. (4)

Combinando (3) y (4) y empleando la ecuacién de estado
se obtiene :

RT
(A+ BT)dT = oz dv, . (5

b

que puede integrarse mediante separacién de variables
para dar la ecuacién trascendente

v, — b

6)

T.
A+ BT, ~T)=RIn

-b
1 U2

de la que puede determinarse la temperatura ﬁna] T,.

b) La variacién de la energfa interna que tien¢ lug‘;“
en el gas se expresa, en forma diferencial, .medxantc 4)
Por lo tanto, integrando de nuevo, se consigue

. B
Au= AT, — T, + 2 (r7 - ). v Q)
c) Finalmente, la variacién de entalpia c}el gas s€ de-
duce a partir de la definicién de esta magnitud
h=u+ py, (8)
pues entonces
Ah = Au + A(pv) ®

y como, en virtud de la ecuacién de estado,

A(py) = RAT+ bAp (10)

100 problemas de Termodinémica

resulta

—_ B 2 2
Ah=(4 + R)(Tz -T) +5 Ty — T) + b(p, — py) (11)
o bien, haciendo uso otra vez de la ecuacién de estado,

B
Ah=(A+ RYT, = T) + 5 (T} = T) +

+bR( E: —L) (12)

v,—b v, —b

La ecuacion de estado de un cilindro de caucho es

o)

t=al|——|—] |

L, L

siendo a una constante y L, la longitud natural del

cilindro (funcion solamente de la temperatura).

a) Demuéstrese que la entropia de este sistema
viene dada por la expresion

- 12 12 3L
S(T,L)=8(T, L) —a| — + 2 - =) +
( ) (T, Ly) a(2L0 T 2)
+oanr( L 2L, 3L,

a D — —
%o 2L, L 2

donde
1.dL,
T L, dT
es el coeficiente de dilatacién lineal a tensidén nula.
b) Sabiendo que para el caucho a 293 K,
a=14,86x10"3 NK y 3,=2x10"* K, evaluese

[S(T, L) — S(T, L))/ para valores de L/L, en el rango
1,0-3,0. Coméntense los resultados obtenidos.

iii’rol::lema 33‘
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N

Solucién

a) Se pide demostrar la expresién que da |a entropia
de un cilindro de caucho en funcién de Ty . Dado que
estas dos variables son las naturales del potencial de
Helmholtz, tomaremos como punto de partida la defini-

cién

F=U-TS 1)
cuya diferencial es
dF =dU — TdS — SdT. )
Ahora bien, como para un sistema eldstico

dU = TdS + =dL, A3)

resulta

dF = —SdT + dL, )

de donde se deduce la relacién

oF
oy - (5)
(6L>T ‘

que, integrada entre L, y L, conduce a*

F(T,L)— F(T, Ly) = IL «(T, L)dL' (6)
Ly

o bien, teniendo en cuenta la ecuacién de estado del
cilindro,

L2 1z 3L,
F(T,L) - =gl e = P @)
(T, L) — F(T, Ly) aT(zLo + - )

. . - . ¢

* En la cc. (6) la variable dc integracién se ha escrito como L

para diferenciarla de L, que aparece ¢n ¢l limite superior de inte-
gracion.

100 problemas de Termodindmica

Por otra parte, de la ec. (4) se obtiene también

-G
- \er L @®

que aplicada a (7) da

L* 12 3L
S(T,L)—S(T,L)=-—a(—+_°__°)+
° A L 2
L* 212 3L

+ ),T——_°+_q
a°(2Lo 5 2) ©)

tal como queriamos demostrar.
b) La ec. (9) puede expresarse en la forma

S(T, L) - S(T, L) L L} 3L,
= -—a|l—+5-— )+
L T L T)
L 2Ll 3L
+adT(—-=2+=") (0
oy (21_,, L ZL) o

que, con los valores de a y A, a la temperatura 293 K,
se ha representado en la figura, junto con la curva co-
rrespo.ndientc a Ay, = 0 para un rango de deformaciones
Pequenas a moderadas. Se comprueba asi que el segun-
do término de la derecha es pricticamente despreciable
frent'c al primero. Por lo tanto, con muy buena aproxi-
macidn, la ec. (9) puede simplificarse a

L L 3L
S(TvL)zS(T,LO)—a —+_°__0 (11)
A, L 2

O también

S(T, L) ~ 8(T, Lo) —

_ LZ Lo 2 Lo 3
a2Lo[3<L_l) +2(—L-—1>:|~ (12)
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Para deformaciones muy pequefias, el segundo térmi-
no del paréntesis puede despreciarse frente a] primero,
resultando

3
S(T,L)= S(T, Ly) —a — (L — Ly)3. (13)
2L,

Esta nueva aproximacién también se ha representado en
la figura para su comparacién.

LA S S B RN B B B S B SN B B B S s p S 7]
0,000 -
S -o002 [ -
iy r o
= C .
& -0004 - =
"_3 - ec.(12) ~~~-_7]
£ -0,006 [ =
s - =
—0.008 |- ec.(13)
_0.010 C PR SR U N T SR SN SN NS T T T W | _;_1__1_4—1

1,0 15 2,0 2.5 3.0

ULy

Obsérvese que, tanto en la aproximacién (12) como en
la (13), 1a entropia del cilindro de caucho se expresa me-
diante la suma de dos términos, uno que depc':‘de
explicitamente de la temperatura T y otro que €s funcién
del pardmetro extensivo L, tal como sucede en los gases
ideales.

El potencial de Gibbs molar de cierto sistema termo-
dindmico cerrado esta dado por la expresion

’

cT
g=go,+ar—bTIn T—-cTIn
P

100 problemas de Termodinémica

donde g,, a, by c son constantes. Derivando la ex-
presidn anterior con respecto a las variables adecua-
das, las veces que sean necesarias, hallese:

a) la ecuacion de estado,

b) la expresién de la entropia en funcién de Ty v,
c) el coeficiente de compresibilidad isoterma y
d) el calor especifico a presiéon constante.

a) Teniendo en cuenta que, por definicion,

g=u—Ts+pv (1)
y -
dg = du — Tds — sdT + pdv + vdp, 2
Y que
du = Tds — pduy, 3
se obtiene ) .
dg = —sdT + vdp. 4)

De la ec. (4) se deduce la relacién

ag)
={=2] , (5)
’ (ap T

Por lo tanto, derivando la expresién de g con respecto
a p manteniendo T constante, resulta

ag) cT
-] == (6)
(ﬂp T P

obteniéndose inmediatamente de (5) y (6) que

pv = cT. N

P 4

Solucion
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Esta ecuacié6n es la de Clapeyron y corres

ideal.
b) A partir de (4) se deduce igualmente Ia rejacién

_s= (@)
*=\er); ®)

asf que derivando ahora la expresién de g con respecto
a T manteniendo p constante se consigue ficilmente

Ponde a3 un gas

T
s=b+c—a+blnT+cln% ©)

o bien, por (7)
s=b+c—a+blnT+cho (10)

¢) La derivada de (5) respecto a p, manteniendo T
constante, da lugar a

Pq\ _ (%) _ _ (an
(ap1>,._ (ap) 1'— s

donde se ha tenido en cuenta la definicién de compresi-
bilidad isoterma,

= =12 (12)
# v ap T
Por lo tanto,
1/0% :
ey = — _(_2) 13)
v\dp*/r
y como a partir de la expresién de g se deduce
2
i 4 . a4
or*)r p?
v —

100 problemas de Termodinémica

finalmente resulta

Kr =~ (15)

habiéndose hecho uso también de (7).
d) Derivando (8) respecto a T manteniendo p cons-
tante se obtiene

52g) (as) ,
I = [Z)=-2 (16)
(672 , \er), T

y asi
g
= “T(ﬁ)p- (17
Utilizando una vez mas la expresion de g se deduce
2
ﬂ __ b+ c, (18)
or?), T

con lo cual de (17) resulta

c,=b+c (19)

En el modelo de Debye, el potencial de Helmholtz
correspondiente a las vibraciones atomicas en un
s6lido metalico esta dado por la expresion

s —3kNrB DO/T) - In (1 - e-eﬂ}

donde N es el numero de 4tomos del sélido, k la
constante de Boltzmann, © |a temperatura de Debye

EProblema 357
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(caracteristica del s6lido y que depende del volumen
por atomo) y D{x} la funcién de Debye

3 X y3
Dix) = e j dy.

ser—1

a) Hallense las expresiones de la entropia S
energia interna U y capacidad calorifica a volumen
constante C,.

b) Demuéstrese que a temperaturas bajas C, €s
de la forma AT

c) Latabla siguiente recoge el calor molar a pre-
sién constante* del oro a bajas temperaturas. En
este rango de temperaturas, la capacidad calorifica
del sélido puede expresarse como suma de dos con-
tribuciones comparables: la debida a las vibraciones
atomicas y la debida a los electrones libres

2 J2NT
€y~ == BT,
2 g

siendo «; la energia de Fermi y B un coeficiente dé
proporcionalidad. (En esta expresion se ha supuesto
que cada dtomo metélico contribuye con un elec
trén de conduccién.)

T(K) 1 2 3 4

c,(d-mol~".K-") |0,001182 0,004924 0,013788 0031515

TiK) 0 20 40 60 8 100

GJ-mol-'.K-) | 043 3,13 11,3 166 195 21.3
Representando los cuatro primeros datos de I?
tabla en una grafica de c,/T frente a T2, deterl";'e
nense las constantes Ay B definidas anteriorme"I
Y, a partir de ellas, la temperatura de Debye Y '@

* Experimentalmente es més fdcil medir ¢, pero la diferencia
entre ¢, y c, es despreciable a estas temperaturas.

100 problemas de Termodindmica

energia de Fermi del oro. (La constante de Boltz-
mann vale k= 8,6 x 1075 eV/K.)

a) A partir de la definicién del potencial de Helm-
holtz

F=U-TS m

y de la expresién diferencial del primer principio en un
sistema p-V, se deduce

dF = dU — TdS — SdT = —SdT — pdV, 2

de donde se identifica la entropia como

- (oF
5=~ (&), ?

Teniendo en cuenta la expresién de F del enunciado,
obtenemos

1
S = 3kN [5 D@®/T) - In(l - e‘°’7)] +

" 5 Nr[l (au(e/r)) e-or ”} d©/7) _

3s\ae/m) ), 1-e°7| dr
3
= 3kN I:Z D@/T) — In(1 - e'°”)]- @
donde hemos empleado que
dD(x) 3
— = I D) + S
dx x ) e—1 ®

Y que © no depende de T,

P 4

Solucion
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La energfa interna se consigue de (D) y vale

U= F + TS = 3kNTD(®/T)

(©
Finalmente, como
o -(Y
or /,
se tiene
Cy = 3kN [4D(®/T) - :/?/_TIJ_ (8)

b) A temperaturas bajas, T « ©, la funcién de Debye
D(®/T) puede aproximarse por

373 [ y:! T3 n¢
D( / ) @3 o B”"l @3 5
con lo cual (8) se reduce a
4 3
Cst 127*kN T (10)

5 @

donde hemos introducido el superindice red para distin-
guir esta expresién de C, de la contribuci6n de los elec-
trones libres.

¢) El calor molar de un sélido met4lico a bajas tem=
peraturas puede expresarse como

¢, = AT + BT, (1)
donde ’
4 2
A=2E8 . suB R (12)
503 2 e

¥ R es la constante de los gases. Asf, un ajuste de regre-
sién lineal de c,/T frente a T2 permite determinar las

100 problemas de Termodinémica

constantes A y B como la pendiente y la ordenada en el
origen, respectivamente,

¢,/T = AT? + B. (13)

El resultado de este ajuste por minimos cuadrados se
muestra en la figura y conduce a los valores

A=446x 10"%J-mol !-K™*
y (14)
B=683x10"%*J-mol™*-K~2

VN T4 N [ e e s s e S S B S S B L
8 107 [ 10, T=683+446T7 o
& C e ]
* - ]
T 6107 | =
8 C e ]
E C o 3
= 41073 | /," =]
& C ]
(9 - ﬂ ]
2100 | - -
[ 0” ]
0 10° L TS B T AU G U A T
0 4 8 12 16 20
TZ
Las ecs. (12) dan ahora
©®=163K y g=352¢V, (15)

que estdn bastante préximos a los valores tabulados
® =170 K y ¢ = 5,53 €V. Los valores tabulados se con-
siguen mediante ajustes de todos los datos disponibles y
no sélo de los cuatro usados aquf. Por ejemplo, la tem-
peratura de Debye se determina ajustando los datos de
c,alaec. (11). La gréfica siguiente muestra la curva ¢ (T)
del oro, que puede considerarse como bastante tipica.
Cabe decir, finalmente, que la contribucién electrénica
no es importante a temperaturas ordinarias y que la ca-
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M pacidad calorffica de los s6lidos viene deter Teniendo en cuenta que, en un sistema constituido J

s ilsag] t€rminada fun- .
damentalmente por las vibraciones atémicas, por un hilo metélico, T y L son las variables naturales ..
del potencial de Helmholtz, la expresién Solucién
25 LI N N B B N B B o W
- N dF = —SdT + tdL (1
20 N o o © o
2 - & o ] permite deducir que
* st J
Tt ° ] ~ (3F oF ’
R o- ] -s=(— =(=]), 2)
g [ S y 1 ( ) (
= wE " P (aT)L oL/t
& B ]
o 5 Oo ] Yy, por el teorema de igualdad de las derivadas cruzadas,
[ o - se obtiene una relacién de Maxwell
0 |+« 1« O XN BRI NN BTN ST B S S U B S S B ET)
0 20 40 60 80 100 120 (6S> (at) -
T(K) (£} =(Z),
aL), \dT/,
'_Problema -36‘ : que nos va a ser de gran utilidad.
T - En efecto, como
La entropia de un alambre metalico de longitud L
estd dada por la expresion S(T, L) = S(T, Ly) + kAoLo(L — Ly), @
ST, L) = S(T, Lg) + kAgLo(L — Lo), resulta
siendo S(T, L,) el valor de la entropia correspon- a8 = kL )
diente a la longitud natural del hilo L, (funcion sO- oL ) 0
lamente de la temperatura), k una constante posm\:a
A A . ML L a )
Y /4y el coeficiente de dilatacion lineal a tension NU y teniendo en cuenta (3), asf como la definicién de A,
1dL podemos escribir
do=——.
o O\ — kL= —k e ©)
Hallese la ecuacion de estado del alambre sabien- or), o~o ~ dT’
do que su coeficiente de dilatacion lineal a tension
constante vale s :
ecuacién que integrada da
L, '
A= 4o = —kLy + f(L), ™
102 103
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siendo f(L) una funcién desconocida de L, cuya 4 .
nacién sélo puede conseguirse haciendo usg de Iet_errm.:
macién adicional que nos facilita el enunciadg a infor

Derivando implicitamente la ec. (7) con resl;ecto al
manteniendo 7 constante, se consigue

= Yo 0T\  drw)
0=-kar (0L) AT ®

T

Ahora bien, como

Lol L, .

*=r\or)., L7 ®
resulta

oL dL,

— 4 =_’ 10

(ar), Aoko =37 (19)

expresién que sustituida en (9) permite deducir la ecua-
cién

dL
Y, por integracidn,
fL)=kL + C, (12)

siendo C una constante. De esta forma, la ec. (8) s& €X-
presa asi

T=KkL~-L,) +C. (13)

Por dltimo, teniendo en cuenta que L=1L, cuando
7 =0, la constante C vale cero y

T=Kk(L — L), (14)

que ¢s la ecuacién de estado solicitada (ley de Hooke)-

100 problemas de Termodindmica

El equilibrio de una gota liquida que reposa sobre
una superficie sdlida plana en ausencia de efectos
gravitatorios se describe expresando el potencial de
Helmholtz de este sistema como suma de contribu-
ciones de las fases sdlida, liquida y vapor y contri-
buciones de las superficies de separacion entre ellas

F=Fs+F +F,+ Fy +Fy + Fy.

Si consideramos indeformable la superficie sélida
y despreciables las interacciones moleculares con la
fase vapor, el cambio en la forma y/o tamano de la
gota a temperatura constante provoca una variacion

dF = dF_+ dF, + dFg + dF, =

aFg,
= —pdV - pdV, + (=) dAg +
T

oA,
aFw) n o
* (aALv , YA

= —{p. — p)dV + 75 dAg + y,ydAy,

donde hemos tenido en cuenta que el volumen total
del sistema S + L + V es constante e introducido las
energias libres (o tensiones) superficiales de las su-
perficies SL y LV como las parciales de F con respec-
to al area de la correspondiente superficie. Sabiendo
que la gota adopta la forma de un casquete esférico
de radio de curvatura Ry que

1
LS nH3r2 + HY) , Ay =nr? , Ay = rlr? + HY),

a) determinese el dngulo de contacto © a partir
de la condicién de minimo para F manteniendo V
constante y

EProblema 373
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Solucion

- A
v
_ Liquido L] < £
et ==
Sélido ~a

b) calcilese la diferencia de presiones entre el
interior y el exterior de la gota, expresada en fun-
cion de R, a partir de la’condicion de minimo para F
manteniendo © constante e igual al valor hallado en
el apartado anterior.

c) Discutase el valor de ® cuando yg, = y,,, y5, = 0
Y 7s. < — 7 (Obsérvese que y,, > 0 pero y;, puede
ser positiva o negativa.)*

a) Cuando la gota cambia de forma manteniendo su
volumen constante se cumplen

1
dVL=7zHrdr+§1r(r2+H2)dH=O n
r2 — 2 2)
d4,, = ey 2nr dr = cos © 2nrdr (
dAg, = 2nrdr 3

y, en la situacién de equilibrio,
dF = (}’s[_ + YLy COS @)27"’ dr = O, (4)

de modo que el 4ngulo de contacto viene dado por la
relacién

cos @ = —&, (5)

Yov

* Basado en el artfculo de J. Pellicer, J. A. Manzanares ¥y S.
Mafé publicado en Am. J. Phys., 63 (1995) 542.

100 problemas de Termodindmica

que se conoce como ecuacién de Young-Dupré. La re-
lacién cos © = (r2 — H?)/(r* + H?) empleada en la
ec. (2) se deduce f4cilmente de la construccién geométri-
ca mostrada en el enunciado.

b) Cuando la gota cambia su volumen manteniendo
constante el dngulo de contacto se cumplen

4rH

dc059=m

(Hdr—rdH)=0 (6)

1 1 3r:+H?
AV, =nHrdr+3 n(r2+H2)dH=5:rH-r——dr Q)
r

2 2

r
ddyy =— 2ardr . ®

dAg, = 2nrdr [0)]
Y, en la situacién de equilibrio,

1 3r? + H?
dF = ~(p. = p) 5 ©H = dr+

r? + H?
+ (ySL + YLv T) 2nrdr = 0, (10)

de modo que la diferencia de presiones viene dada por

s g gy 47, ey
PL = Pv=\YsLt v 2 H(Gr? + H?)
o bien, empleando que
r* — H?
_— . a e 2
PsL= —YvCos ® = —yp, TR (12)
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y
r? + H?
= "2H (13)
2y
— = ’ 14
PL by R (14)

que se conoce como ecuacién de Laplace y que nos dice
que la presién en el interior de la gota es mayor que en
el exterior y que la diferencia es tanto m4s grande cuanto
menor es el radio de curvatura de la gota.

) Siyg = 7. laenergia libre por unidad de 4rea de
la superficie SL es la misma que en la superficie LV y
esto implica que el s6lido se comporta como el vapor y
que las interacciones con las moléculas del sélido son
despreciables, al igual que lo eran las interacciones con
el vapor. Es decir, la gota liquida se comporta igual sobre
la superficie sélida que si estuviera inmersa en una fase
vapor. Bajo estas condiciones el 4ngulo de contacto €s

cos®@=-2L- _j 0 =180 (15)

v

y la gota toma forma esférica.

Si y5, = 0la superficie SL no contribuye a la variacién
de energia libre del sistema, lo que significa que las mo-
léculas que se encuentran alli se comportan igual que en
el interior del liquido. Es decir, no hay diferencia entre
las interacciones de una molécula del liquido con otras
del liquido y con otras del sélido. Ahora,

c0s®= -1t _ 9@ =090° (16)

Yiv

y la gota toma forma hemiesférica.

Finalmente, si y5 es negativo el sistema reduce su
energia libre aumentando el 4rea de la superficie SL, lo
que significa que las interacciones entre moléculas del
liquido y del s6lido son m4s favorables que las interacio-
nes entre moléculas del liquido. En este caso, cos @ > O,
© < 90" y la gota tiende a esparcirse sobre la superfi-

100 problemas de Termodindmica

-

cie s6lida. Ahora bien, si ¥s. < ~7¥.y la tendencia a
esparcirse es tan grande que no hay ningin valor de @
que permita que se cumpla la ecuacién de Young-Dupré.
Es decir, no es posible mantenerse en equilibrio bajo
estas condiciones y la gota se esparce completamente
(ASU ALV b CD).

Cuando se introduce un tubo capilar en un reci-
piente con agua se observa que cierta cantidad de
agua asciende por el tubo hasta una altura que es
tanto mayor cuanto menor es el radio del tubo. Este
ascenso capilar supone un aumento AE, de la ener-
gia potencial gravitatoria del sistema y, por tanto,
las interacciones moleculares que se consiguen con
el aumento del area de contacto del liquido con las
paredes del tubo soélido han de implicar una dismi-
nucidn de la energia del sistema mayor que AE,. Si
Suponemos que la variacion del potencial de Helm-
holtz del sistema cuando, a temperatura constante,
la columna capilar cambia de altura y/o forma (es
decir, cambia su angulo de contacto) puede descri-
birse como

dF =~ st dAg + 7 dA,, + mgdh

y describiendo la superficie liquido-vapor (LV) como
un casquete esférico,

a) calculese el angulo de contacto 0 a partir de la
condicién de minimo para F manteniendo constante
la masa (o el volumen) de agua en la columna y
despreciando el término gravitatorio en dF,

b) calcilese la altura h a la que asciende la co-
lumna a partir de la condicién de minimo de F man-
teniendo 0 constante*.

* Basado ¢n el artfculo de J. Pellicer, J. A. Manzanares y S.

Mafé publicado en Am, J. Phys., 63 (1995) 542.

SV 4
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Solucion

]
L
h
\4
L <>
r-

a) El volumen V de agua en la columna se calcula
como el volumen de un cilindro de radio r y altura h

menos el volumen del casquete esférico (véanse las ex-
presiones del problema anterior)

1
V=nrth ~ nH(3r? + H?) (1)

de modo que, cuando Ves constante,

1
dV=nr2dh — 5 n(r? + H3)dH = 0, 2)

pues el radio r del tubo también es constante.

100 problemas de Termodindmica

-

Introduciendo el 4ngulo de contacto 0 a partir de la
relacién

r 2Hr

cos 9=E=rz+H2’ 3

la ecuacién anterior se reduce a

rcos@dh = HdH. )

Ademds, las variaciones de A y 4, cuando Ves cons-
tante son

dA4,, =2rHdH (5

{ dAg, = 2ardh. (6)

Asi, la condicién de minimo de F queda

"dF = yg,2nrdh + y ,2rHdH =

= (ys_+ ¥, cos )2nrdh =0, -
de modo que
cos = — vs—L. (8)
YLv

b) Cuando 6 es constante, como r también lo es,
dA,, =0y

dAg, = 2nrdh, )
de modo que la condicién de minimo de F se simplifica a

dF = yg 2nrdh + mgdh =0 (10)

o bien

mg = -y 2nr =y, 2xr cos 0. (1)

m
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Escribiendo la masa de la columna comg

1 3r? + H?
m=pV= pﬂr’(h Y "H( 2 )) ~ parth (12

r

la altura de la columna es

= m 2y, cos @ 2y, a3
pnr? pgr - pgR’

que se conoce como ecuacién de Jurin y donde R es el

radio de curvatura de la superficie LV. Aunque ésta es

la expresién habitual del ascenso capilar, conviene escri-

birla como

h= = a (14)
pgr

para hacer notar que h > 0 (ascenso capilar) cuando las
interacciones SL o de adhesién son favorables y dismi-
nuyen la energfa del sistema (y;, < 0), mientras que /2 <O
(descenso capilar) cuando y,, > 0, es decir, cuando las
interacciones LL o de cohesién dominan sobre las de
adhesién. En cualquier caso, son las fuerzas SL y, por
tanto, y,, las que determinan el ascenso o descenso capi-
lar y no y,,, como podrfa deducirse a partir de la ec. (13).

Las ecuaciones de estado de un alambre metalico
y de un cilindro de caucho son, respectivamente,

_ L Lo\?
cue-t) oy ematl - ()]

donde las diferentes variables (z, L y L,) poseen el
significado habitual, mientras que a y k son dos
constantes.

a) Determinese el signo de la variacién de tem-
peratura de ambos sistemas cuando se someten a
un proceso de traccion reversible y adiabatico.

b) Considérese ahora que el proceso de traccién
reversible es isotermo y estudiese el signo del cam-
bio de entropia en los dos sistemas.

a) Si tomamos la entropia como una funcién de la
temperatura y la tensién, podemos escribir

as s
ds = —) dT+(-) dr. (1)
aT /, Jt/r

Teniendo ahora en cuenta la definicién de capacidad
calorifica a tensién constarite, resulta

o) _1(%) _¢, o
oT). T\or), T .
Ademis, de la definicién del potencial de Gibbs para

un sistema el4stico

G=U-TS—-1L 3)
se obtiene

dG = —SdT - Ldx, @

de donde se deduce la relacién de Maxwell

GROEE
ot)r \dT/,

De esta forma, la ec. (1) se transforma en

as=c 34 ("—L) ds ©)
T " \or),

POV 4
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o, empleado la definicién del coeficiente de dilatacién
lineal a tensién constante,

dr
ds = C, T + A Ldz. (7)
Para un proceso reversible y adiabdtico, la ec. (7) se
reduce a
ary _ ATL .
ot A C! ’ ( )

donde C, es siempre positivo.
En un alambre metdlico deformado, A, > 0 (véase el
problema 8) y se verifica que

oT
el 9
(at)s<0, )]

de modo que la traccién reversible y adiab4tica conlleva
un enfriamiento del alambre.

En un cilindro de caucho estirado, 4, < 0 salvo para
pequefios alargamientos (véase el problema 8). Por lo

tanto,
(ﬂ) - (10)
Jt Jg

y la traccién reversible y adiabdtica conlleva ahora un
calentamiento del caucho.

b) El efecto de una traccién reversible e isoterrma so-
bre la entropia puede conseguirse considerando la expre-
sién

dF = —8§dT + dL, (11)

que se deduce de la definicién del potencial de Helm-
holtz y de la cual se obtiene la relacién de Maxwell

RN
o), ar ),

100 problemas de Termodindmica

En un hilo metilico, a partir de la ecuacién de estado
resulta

ar O dL,
ZY = kg 22 = —kzs, 13
(ar), Lo 37 04 U3

donde 2, > 0 es el coeficiente de dilatacién lineal a ten-
sién nula

syl (14)
L, dT
Por lo tanto, de (12) se deduce

as ‘
(E)T = kL2, > 0, (15)

es decir, en un proceso de traccién reversible e isotermo
aumenta la entropia del alambre.
Anidlogamente, para una muestra de caucho se obtiene

ot L Lo\? L L,\?
or). =47~ \7) |- —+2[— 16
(ar), [Lo (L) ] an°[1.o (L) ] e
¥, despreciando el iiltimo término (véase el problema 28)
¥ teniendo en cuenta (12)

>

oS L Ly\?
o) R —ael—-|— <0. 17)
)=l ] o
Por lo tanto, un proceso de traccién reversible ¢ isoter-
mo disminuye la entropfa del cilindro de caucho.

lEntre las armaduras de un condensador plano pa-
ralelo cuya capacidad eléctrica en el vacio es G, e

~'Problema 40
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introduce un dieléctrico liquido cuya constante die-
léctrica varia con la temperatura segun Ia Jey

: b
8(T)—8+7_ (b>0).

A continuacidn se pone todo en contacto térmico
con un foco de calor de temperatura T,y se comu-
nica reversiblemente al condensador una carga que
varia de cero a g,. Calcllese:

a) la variacidn de entropia del dieléctrico,
b) el calor transferido entre el dieléctrico y el foco,
c) el trabajo realizado durante la carga del con-

densador y
d) la variacion de energia interna del dieléctrico.

Supdngase despreciable la variacién de volumen
del dieléctrico durante el proceso de carga del con-
densador,

Cuando en el proceso de carga de un condensador se
supone despreciable la variacién de volumen del dieléc-
trico, éste queda bien caracterizado desde el punto de
vista termodindmico mediante las variables ¢ (potencial
eléctrico), g (carga) y 7. En este tipo de sistemas, el tra-
bajo elemental se expresa

W= —¢dg (1)

y la ecuacién fundamental de la Termodindmica se es-
cribe

dU =TdS + ¢dq. ()
La variacién elemental del potencial de Helmholtz

dF = —SdT + ¢dg 3

100 problemas de Termodinémica

—

permite deducir la relacién de Maxwell

o3 = _(E)_q&) y “)
aq/+ ar/,
que nos servird de punto de partida para la resolucién
de este problema.
a) Como
g = Cot(T)¢ ®)
resulta
(aﬁ) - _(a—d) s e Ao ©
99)y 0T ), Coe*dT  C,(aT + b)?

#donde se ha empleado la expresién de ¢(T) del enuncia-
~o. La integracién de (6) a T = T, constante entre cero
Y o da

=2 o ™

b) La cantidad de calor intercambiada por el dieléc-
trico con el foco durante el proceso de carga vale

Q= ToAS e @)
»<s decir,
1 2
0=—19% 5o _ 0, - o)

2 Co (aT, + by ~

asi que el dieléctrico cede calor al foco. Como el proceso
de carga es reversible, la variacién de entropfa del foco es

BSioo= =4S > 0. (10

117
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¢) El trabajo realizado’ durante la carga de] conden-
sador se deduce directamente de la integracién de (1)
como

90
W= —j ¢dq an
o .
y el empleo de la ec. (5) conduce al resultado
1 90 1 q%
W= — gdg= —— ———— =
Cot(To) J:) 2 Co(To)
1 2370

P [ (12)
2 ColaT, + b)

d) La variacién de energfa interna del dieléctrico $€
determina por el primer principio y vale

AU=0—we L _ 9T 1_ 47
=0 W= = CaTe + b | 2 ColaT, + b)
_1_ aaTd (13)
"2 ColaT, + b)? ,

100 problemas de Termodinémica

En ocasiones se define el gas ideal como aquel
Cuya energia interna es funcién solamente de la
temperatura (ley de Joule).

a) Pér}gase de manifiesto que esta propiedad no
es exclusiva del gas ideal demostrando que un gas
real que cumpla la ecuacion de estado

pv=RT+ bp,

dondg' b es una constante caracteristica del gas,
también obedece la ley de Joule.

b) Obténgase la forma general de la ecuacién de

estado de un gas cuya energia interna sélo dependa
de la temperatura.

a) En virtud del primer y segundo principios de la
Termodindmica se verifica

(2
G- o

Por lo tanto, para este gas real,

du R
(E)T= u—b_p=0 @

5
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y también
5u ou v
GGG o
ya que
dv RT
@)~ e )

Queda pues demostrado que este gas real obedece la ley
de Joule.

b) Si en la expresién (1) exigimos la condicién
(du/dv); = 0, se obtiene la ecuacién

@) =P &)
aT), T

cuya integracién conduce a una ecuacién de estado de

la forma
o) =T, ©

siendo f(v) una funcién arbitraria del volumen molar.

van der

a) Demué a un gas de
) muéstrese que, par g derada-

Waals a temperaturas y volumenes mMoO
mente altos, se cumple la relacion

c,—cy,=R+——-

b) Determinese el error relativo cometido cuan-
do se admite que c,— ¢, = R para el amoniaco
(a=4,170 atm-L2-mol~?y p = 0,03707 L/mol) N los
estados 1(698,2 K, 130,4 atm) y 2 (423,2 K, 3,04 atm)-

100 problemas de Termodinamica

e

a) La relacién de Mayer generalizada nos permite

escribir ¢, — ¢, en la forma
a or
(2 _) » (1)
ar Jy[ \dv/,

dp ov
=) &),
v P

pudiendo determinarse estas derivadas parciales directa-
mente a partir de la ecuacién de estado

(p+%) (v - b)= RT. @
El resultado es
g\ R
(ar),, Co—b &
oT\ _1[ RT _2a(v-b)
(av),—-R[v—b— v ] . @

Llevando ahora las expresiones (3) y (4) a (1) se obtie-
ne la f6rmula exacta

1
C,,—CV=R-—2a—(U--_T)2 &)
=%
o bien
C. = =R s 6
- =gy — ©

donde x queda definido por comparacién con la ec. ().
Cuando x < 1, Ia expresién (6) se reduce a

[N

¢, — ¢y = R(l + x). )

SOV 4
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Ahora bien, como dicha condicién se cumple para va-
lores moderadamente altos de T y v, se tiene también
que

®)

donde se ha hecho uso de la aproximacién py =~ RT. La
bondad de las dos aproximaciones empleadas en la
ecuacién anterior (es decir, despreciar b frente a v ¥
emplear la ecuacién del gas ideal) puede comprobarse
en la figura siguiente, que muestra las isotermas del
amoniaco obtenidas con los valores de a y b del enun-
ciado en comparacién con las de un gas ideal. En el
rango de T y v altos, las diferencias entre estas dos
ecuaciones de estado son inapreciables.

]

10!

11 Illllll

p (atm)

10°

107! e el PR TR S T W B

100 10* .10
v (L/mol)
(8), re-

Finalmente, combinando las expresiones (7) ¥
" sulta

2ap 9)
c,—Cy=~R+—>
A RT

como queriamos demostrar.
b) El error relativo cometido cuando se admite qu¢

100 problemas de Termodindmica

€~ Cp = R para un gas de Van der Waals, puede de-
terminarse a partir de la expresién

rE(cp—CV)~R= —

€, — ¢y ¢, ~ ¢y

) (10)

la cual, teniendo en cuenta las ecs. (6) y (8), se reduce a

2ap
RT?

(11)

r=x=

Para calcular los valores de r correspondientes a los
estados 1 y 2 del amoniaco, basta sustituir las variables
por los valores que se facilitan en el enunciado, toman-
do para la constante de los gases ideales el valor
R =0,0821 atm-L-mol=*-K !, Los resultados son

r,=045=45% 12)

r; = 0,021 =21 %. (13)

Como era previsible, es en el estado 2 donde puede acep-
tarse que ¢, — ¢, ~ R.

F.n la red de isotermas de un gas real, la isoterma
Cf'tl_ca Presenta un punto de inflexiéon con tangente
horizontal. En el caso de la ecuacion de Van der
Waals, esto conduce a las expresiones

que se Usan para determinar las constantes a y b
en funcion de Jag constantes criticas medidas expe-
r:mentalnjente. Sin embargo, hay tres ecuaciones
para dos incégnitas (a Y b) y esto implica que, de-

fproblema 43}
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pendiendo de qué par de variables ge escojan para
calcular ay b, se obtendra en cada caso yn, resultado
diferente. Teniendo en cuenta que, para el nitroge-
no, p. = 33,56 atm, 7;= 126,2 K Yy v.=90 cm3/m0|.
obténganse los cinco valores de ay b (tres de ay
dos de b).

De la segunda de las ecuaciones del enunciado se ob-
tiene .

b,(v.) = % v, m

y la eliminacién de a entre la primera y tercera nos fa-
cilita la expresién

RT, . )

1
bl(pc’ Tt) = g

[3

En las ecs. (1) y (2), el subindice de b numera las expre-
siones y entre paréntesis se indican las magnitudes
criticas de las que depende b en dicha expresion.

De manera an4loga se deducen

9
al("c’ Tc =§ RT:vc (3)
27 R?T? 4
axlpe T.) = 2 —= “)
(&)

ay(p, v.) = 3pv2.

. . s
En particular, para el caso del nitrégeno resultan lo
valores siguientes

b, = 0,0300 L/mol - (6)
b, = 0,0386 L/mol ™

100 problemas de Termodindmica

a, = 1,048 atm-L?. mol 2 8)
a, = 1,349 atm-L?-mol 2 ()]
a; = 0,815 atm-L%-mol 2. (10)

Los valores de a y b obtenidos serdn mds concordan-
tes entre si en la medida en que, para representar el
comportamiento de una sustancia pura, se utilice una
€cuacién de estado que prediga un factor de compresi-
bilidad critico z. = p.v/RT. mds parecido al que presen-
ta la sustancia en cuestién. Asf, en el caso de la ecuacién
de Va‘n der Waals, z, = 3/8 = 0,375 mientras que el valor
€xperimental obtenido para el nitrégeno es z,=0291y
de aquf las discrepancias entre los valores anteriores. De
todos ellos, son a, y b, los que se asignan a los pardme-
tros a y b, pues los valores experimentales de p, y T, son
mds precisos que los de v,.

La.ecuacién de estado de un gasreal f(p, v, T) =0
escrita para T= T_y representada en un diagrama
P-V presenta en el punto critico un punto de infle-

Xlon con tangente horizontal, de modo que en él se
cumplen

d &
P=p, , (6_p> =0 vy (—pz) =0
v T, av T

Un Punto de estas caracteristicas se denomina
matematicamente punto de contacto de tercer or-
den con la isobara P = p, e implica que la ecuacion
de estado puede escribirse en la forma

Hp., v, T,)= pdv—v. )2 =0.

Asi, por comparacion directa de los dos primeros

miembros de esta ecuacién, se pueden obtener el

Problema 44
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factor de compresibilidad crftjco Zo=py_/RT,y los
pardmetros ay b de la ecuacién de estado. Utilicese

este método con las ecuaciones

' a
a) Van der Waals (p + ;) (v—b)=RT
a
b) Berthelot p + VTT (V— b) =RT

c) Redlich-Kwong (p+ (v— b) =ART.

’ a
viv+ b)ﬁ)

a) Escribamos la ecuacién de estado de Van der
Waals en forma de ecuacién ciibica en v

. p®—(RT+ pbyp*+av—ab=0 )
y particularicémosla para p=p .y T =T,
pv® — (RT, + p.byv* + av — ab = 0. . @
Si la comparamos con
Pdv = 0)* = pa® = 3pwa? + Ipo —pw =0 O

obtenemos el sistema

RT, + p.b = 3p.v,

a=3puv? @
ab = p.v3,
que nos permite despejar
a=3pvl, b=v/3 y z =38 ®)
126
/

100 problemas de Termodinémica

b) Procediendo de manera aniloga, escribamos la
ecuacién de Berthelot en la forma (con p=p, y T=T,)

b
pv® — (RT, + pb)o? + % . “? )
(4 [

Y, al compararla con la ec. (3), obtenemos el sistema

RT_+ pb = 3p.u,

a

; = 3p‘vf (7)
ab

i 3

T P.Y;,

<

Cuya solucién es
a=3puT, , b=v/3 y z =38 ®)

¢} Por iiltimo, la ecuacién de Redlich-Kwong (para
P =p.y T = T, puede escribirse como

P — RT0? + (L — RbT, - ptbz) v— LI 0. (9)

JT. VT.

El sistema que resulta en este caso es

RT, = 3pu,

a
_ﬁ — RbT, — pb* = 3p? (10)

ab 3
ﬁ = pﬁvt"

que nos lleva al resultado

z, = 1/3, aan
K;'CI;O Que€ no nos permite resolver explicitamente para a
_
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Ahora bien, a la vista de la ecuacién de estado de
Redlich-Kwong resulta evidente, por an4lisis dimensio-
nal, que

a = apo? /T, (12)

b= Bv, (13)

donde ¢ y B son dos constantes adimensionales descono-
cidas.

Sustituyendo (12) y (13) en la tercera ec. (10) obtene-
mos

a=1/p (14)
y llevando (12), (13) y (14) a la segunda ec. (10) resulta
1-3ﬂ—ﬁ2=3, (15)
, B
que puede escribirse como
B+1)P=2 (16)
Asf, _
p=¥i-1 a”
con lo cual
a=—m— po? JT. (1)
Y2-1"°°
y

b=@/2- o, (19)

a) Demuéstrese que, a presiones moderadasdz
temperaturas no muy bajas, la ecuacion de €std
de Berthelot

a
(p+ﬁ)(v—b)=RT

100 problemas de Termodinémica

-

puede escribirse en la forma

r[1 LB f( T)]

~R —nN=1]r

B p. \T.

donde p.y T.son la presion y temperatura criticas

y F(T/T.) es una funcion de la temperatura definida
por la expresién

T 17, ’ 27 E)
f(?c) 8T RE
b) Se ha sugerido que las relaciones empiricas

a—1 2T, b—1v z—pc—V‘—3
g Pvele » D=3 Ve ¥V %591 "

conducen a una nueva funcién f(7/T,) con la que el
volumen del gas deducido a partir de la ecuacion de
Berthelot se corresponde mucho mejor con el obser-
vado experimentalmente hasta una presién de 10
atm. Deduzcase la expresion de esta nueva funcion
HT/T,).

c) Calculese el volumen molar del amoniaco ga-
Se0so a una presidon de 3,04 atm y una temperatura
de 50 °C suponiendo que su comportamiento obede-
ce a la ecuacion de Berthelot en las dos versiones
mencionadas. Comparense los resultados obteni-

dos con el valor experimental de 8,50 L/mol. Téme-
se T, = 405,55 Ky p, = 111,5 atm.

Es bien conocido que la curva p — v presenta una in-
flexion con tangente horizontal en el punto critico, de

modo que
6p> a%p
(al} T, y (61)2)1‘

Solucion
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Escribiendo la ecuacion de Berthelot en 1a forma

v—-b Tv? @

resulta que en el punto critico

_ _RT, a )
- TP
ap) RT,  2a
LY -t @
— h)2 3
@vn o7 T
y
ooy _ WL, 6 . ©)
o), w-bP Tt

cuya solucién es

1 Py _ 3
a=3pv:T, b=§v, Yy z= =38 ©

Por otra parte, si multiplicamos por v los dos miem-
bros de la ec. (2), resulta

RT a )

“1-bp Tv

pv

3 2 tem-
Teniendo en cuenta que, a presiones moderadas y
peraturas no muy bajas, b « v, entonces

b
: ~1+- @
1-bv v

y la expresi6n (7) se transforma en

R6T — ofT ©)

pv = RT +
, v

donde el segundo término de la derecha representa 12
desviacién del comportamiento ideal del gasy €S prevr

100 problemas de Termodinémica

e

siblemente menor que RT. Podemos, por tanto, reescri-
bir la ec. (9) haciendo uso de la aproximacion v = RT/p
en su segundo término de la derecha (pues sélo nos
interesa aqui la correccién de primer orden a la ecuacién
del gas ideal y los términos de segundo orden en b/ ya
han sido despreciados en (8)), con lo que queda

a
e -—p. 10
pv~RT+(b RTz)p (10)
Llevando ahora las expresiones (6) a la ec. (10) se ob-
tiene )
p (T
~RT|1+ —f(—)} (1)
= [ pe \T.
donde

T\ 1T. 21T}
(7)-570-3%) .

como querfamos demostrar.

b) Si, en lugar de las expresiones (6), introducimos
en la ec. (10) las relaciones empiricas proporcionadas en
el enunciado y la transformamos en la forma de la ec.
(11), ahora resulta que

T 9 T T?
Yo ey el 13
f(F)-me(i-em) o

©) Usando las expresiones (11) y (12) para determinar
el volumen molar del amoniaco gaseoso en las condiciones
que se citan en el enunciado resulta un valor de 8,56 L/mol,
lo que se traduce en una desviacién del 0,71 % respecto
del valor experimental de 8,50 L/mol. Sin embargo. si s¢
utilizan las expresiones (11) y (13), el valor que s¢ en-

cuentra es de 8,54 L/mol y la desviaci6n correspondiente
es sélo del 0,479,
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a) Determinese el valor del factor ge compresibi-

lidad critico z. = pcv./RT. de un gas real que obeder-
ca la primera ecuacion de Dieterici

plv — b) = RTe~ AT,

siendo a y b parémetros propios del gas,
b) Repitase el calculo para un gas que obedezca
la segunda ecuacion de Dieterici

(p+;—a§)(v-—b)=RT,

donde ay b son otros pardmetros tipicos del gas-

¢) Finalmente, comparense los resultados conse-
guidos en los dos apartados anteriores, entre S! Yy
con el factor de compresibilidad critico que se obtie-
ne de la ecuacién de Van der Waals, y coméntense
los resultados.

a) Si exigimos la condicién de que, en el puntg
critico, la isoterma correspondiente presenta un punt
de inflexién con tangente horizontal, deberdn cumplirse
las ecuaciones

RT, )
= L —a/RT_v,
=
(@) = — RTC e ~9/RTo, + a e—a/RTr"c =0 (2)
/g, (v.—b)? vi(v,— b)
2
0_P - & ~a/RT v a ~a/RT Ve —
a? w—-b2¢ T a2
Te € v, (Ug gk b)

100 problemas de Termodindmica

— e

¥, — b)*

2
e~ IRT2 = 0, )

a
+
RT v} v.— b)

Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan

: )
pP.= 4e2b?’
v, = 2b (5)
y
a
T - 6
; T ©
con lo que
pbe _ 2
= =—= 0,271 7
Z=Rr a2 O &

b) De forma totalmente andloga se deduce que, en
este nuevo caso,

RT, a

P = 55 - F ®
op RT, Sa
—_) = _-—_— = 9
av)'r, (v.— b 307° ©

, .

9p\ _ _2RT. _ 40a (10)
3 )r " 0 — b 9l

y la solucién de este sistema es

——
4(4b)>1
v, = 4b 12)

P. (11)
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y
_ 15ab s
¢ 4R(@4b)P =
En consecuencia,
pv. 4
z, RT, 15 0,267. 14

¢} La comparacién de los factores de compresibili-
dad criticos de las dos ecuaciones de Dieterici pone de
manifiesto que, en realidad, son pricticamente idénticos.
Sin embargo, difieren notablemente del valor correspon-
diente a la ecuacién de Van der Waals, que es de z. =
= 3/8 = 0,375 (véase el problema 44).

En la tabla se facilitan los valores experimentales de
z, para algunos gases, fundamentalmente pesados Y de
estructura compleja. Se observa en ella que el compor
tamiento de este tipo de gases estd mucho mds cercano
al predicho por la ecuacién de Dieterici (en sus dos Vver-
siones) que al de Van der Waals.

Gas z,
Ccl, 0,272
CeHg 0,270
CgH,Br 0,265
C¢H,Cl 0,263 %

Desarrollese en forma virial volumétrica la ecua-
cién de estado de Redlich-Kwong modificada

RT a

v-b /Ty

p=

100 problemas de Termodindmica

1

}
'

"y determinese la té

e v rre——

e~ ——— 1ty v

mperatura de Boyle de un gas

real que obedezca esta ecuacion.

Los desarrollos en forma virial volumétrica son del
tipo

B C
pv=A+;+;+"') (1)

donde A, B, C, .. son funciones de la temperatura y de
la naturaleza de los gases y s€ denominan coeficientes del
virial. Multiplicando los dos miembros de la ecuacién de
Redlich-K wong modificada por el factor v (para obtener
el produeto pv) resulta ’

Pv=m—7—%- @

Ahora bien, cuando b « v el siguiente desarrollo en
serie es vdlido

! “l+b+b2+ (3)
1-bp v v

y entonces la expresién (2) puede escribirse en la forma
b b?
pv=RT(l+—+—2+...)— - @
v v ﬁv

bRT — a/\/T LPRT
o o

o bien

pv = RT +

3

v v
Comparando las ecs. (1) y (5), se deduce que los coe-
ficientes de la ecuacién del virial volumétrica son

A=RT, B=pRT— —= , C=b*RT,.. ©

77
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La temperatura de Boyle se determina haciendo uso
de la condicién B = 0, lo que en este caso implica

B=bRTy— —==0 Q)

T

2/3
I,= (biR) , @®

a) Deduzcase la expresion de la fugacidad de un
gas real que cumple la ecuacion de estado

plv— b) = RT.

b) Demuséstrese que, en el limite de bajas presio-
nes,

~
~

O~
T, o

siendo p* = RT)v la presién del gas si su comporta-
miento fuera ideal.

: e-
a) Para evaluar la fugacidad de un gas a la temp
ratura T se utiliza la ecuacién*

P Jo\RT p

* En este problema y los dos siguientes nos saltaremos!k;
recomendacién que hicimos en ¢l problema 5 de utilizar Sf"f'bo ge
distintos para la variable de integracién y el lfmite supenor.O
integracién porque aquf implica complicar mucho 1a notacion
{pues hemos de escribir ¢l volumen como funcién de Ty 1a variable
de integracion) y no hay posibilidad de confusi6n.

100 problemas de Termodinémica
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Y

y, como para un gas que obedece la ecuacién de estado
del enunciado se cumple

v _1_b @
RT p RT
resulta
4 )
Inf=1Inp RT
' 0 bien
f= D ebleT. (4)

AR A B

@
Alternativamente, la fugacidad también se puede ex-
presar en términos del volumen sin mds que utilizar de
nuevo la ecuacién de estado. El resultado es

RT b
- + ()
Inf=In o—b o—b
o también
RT
e bi(v=b). (6)
S v—> ¢

b) En el limite de bajas presiones, de la ec. (4) se

deduce
bp\ - 1 b\ ph
=pll+—)=p*-+=)== ™
J p( RT) pQJ RT) RT

donde en el iltimo paso hemos empleado la ec. (2).

Teniendo en cuenta que p° = RT/v, de la ec. (7) se ob-
tiene inmediatamente

@

Q

R
'1:°'|'q

como queriamos demostrar.,
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M a) Obténgase la expresién de (dp/@v), para un

gas que obedezca la ecuacion de estado de Van der
%o o Waals )
¢Problema 49,
+ a) (v~ b) = AT.
Zliv-p) =
p ¥ RT.
b) Empléese la expresion deducida para evaluar
la fugacidad de dicho gas a la temperatura T.
Solucion
a) Derivando implicitamente la ecuacién de Van der
Waals respecto a v a T constante resulta
op 2a a 1
=) -5 |w-bp+p+5=0, 6}
[(a”)r ”3] WS v*
de donde se deduce Dt
2a
o\ _ _ptap? 2a_ _ _RT _+Z @
dv/r v—-b (v—0>) v
b) Teniendo en cuenta que, a temperatura constante,
P 1
’"£=J (L_ﬂ)d,, ©)
p o \RT p
y también '
9
dp= (l) dv @)
o)y
podemos escribir
¢ p
'"{=J 3—(@) do— | ~dp. (%
P w RT\dv/; o P
138
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ln'£= —In(@w—b)+
p

En consecuencia, para un gas de: Yan; der Waals,

v 2a v 1 P
S _ Y dv+— —dv—J -dp=
=" eo(v"b)zdu RT covz oP g

b 2a —l ],." 6
_—_-[—ln(v-b)"'u_b RTv e p=0, v . @

Finalmente, como en el limite de bajas presiones (y altos
volimenes molares) se cumple que p(v — b) = pv = RT,
se obtiene

2a
S 4
v—b RTv Inp+In(RD (0

o bien

RT+ b 2a
v—b v—b RTv

Inf=In

a) Obténgase la expresion de la fugacidad de un
gas cuya ecuacién de estado venga dada en forma
de desarrollo del virial

B C D
PV=RT{1+—-+—=+—=+- )
( v vV v )

siendo B, C, D, ... funciones de la temperatura y de
la naturaleza del gas.
b) Utilicese la expresién deducida en el apartado

anterior para obtener la fugacidad de un gas de Van
der Waals.

-, Problema 5>0'_
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Solucion

a) La ecuacidn de la fugacidad puede escribirse en la
forma

]f J“’(v l)d 1 (¢ p P q
n==| (—=--)dp=—=| vdp- | —dp,
» Jo \RT p RT ), 29 Lp p. (1)

con lo cual, integrando por partes el primer término de
la derecha, resulta

v ]P? 1 v P
ln£=[p—:| = —= pdv—f -dp @
14 RT p—0,v— RT © o P

o bien

f_p IJ"’ f"l
et -1 —-—— dv — —dp, 3)
I =rr rr) P p P

donde se-ha tenido en cuenta que el factor de compresi-
bilidad z = pv/RT tiende a 1 en el limite de bajas presio-
nes y altos volimenes molares.

Si en la primera integral de la ec. (3) sustituimos p por
la expresién que se obtiene del desarrollo del virial vo-
lumétrico, resulta

f pv /1 B C D f”l _
h==—-1-| (-+5+=+—+.-)dv— | —dp=
np RT ! v-‘-v2 u3+u“ v oP

<«

= 1+l: 1 +B+C+D+ I :’M =
i —lnp+—+—+—+..-—In
RT T T 27 33 g p—0.v—=
pv B C D
= l-lnv+—+—+—+...—lnp+In(RT). (4)
RT e Tt 3v’+ Inp+In(RT)

Usando de nuevo el desarrollo del virial en la forma

By lpls . (5)
v

100 problemas de Termodinémica
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se obtiene, finalmente,

RT B 3C 4D
St — =+ .-
lnf= 1n——v—+2 v+202 3!)3 (6)
b) El desarrollo del virial de la ecuacion de Van der
Waals
RT a
- - 7
] 4 v—b 0

se deduce multiplicando ambos miembros de esta ecua-
cién por el factor v, con lo que

RTv a 1 a
PP=""0 Ty RT(1 - bfv RTv) ®

T - ey

En efecto, cuando b « v, es vdlido el desarrollo

! —1+b+b2+b—3+ &)
1-bjp v v

L = T

- ¥y la expresi6n (8) puede escribirse en la forma

b b* b3 a
v=RT|([1l+-4+—+—+ ... —— . 10
# (1 v vz+v3+ RTu) (o}

b e imewya

Identificando los coeficientes del virial y sustituyéndo-
los en (6), la fugacidad del gas de Van der Waals queda

RT 2 4p3
! lnf=ln——+2(b_i l+&+__+...=
: U RT)v 20 3°

|

)
IPU
hi

|
’N
)

+
o

+
| S

+
[S]

+
| <

+
~——

+

3 b p? 3
i +(—~+——+b—+...)_1_ (1
v .
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Como los términos entre paréntesis corresponden a de-
sarrollos en serie de funciones conocidas, resulta final-
mente

i _ 2a . 1o 2= b 12)
Inf=In RTo v-b " o . «
o también
Tr .2 b
Inf=ln—— (13

+ ’
v—-b RTv v-—b

que coincide con la expresién obtenida en el problema
anterior:

100 problemas de Termodindmica
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Transiciones de fase

Una olla a presién de uso doméstico, que contie-
ne agua, dispone de una pesa que regula la presion
hasta 1,80 atm. jCudl serd la maxima temperatura
alcanzada por el agua? Si la pesa permite fluctuacio-
nes de presion de +0,01 atm, ;cudl seré la fluctua-
cion de la temperatura antes calculada? Supongase
que el volumen especifico de la fase liquida es des-
preciable frente al de la fase vapor y que esta dltima
se comporta como un gas ideal. El calor de vapori-
zacion del agua es 540 cal/g y su masa molecular es
18 g/mol.

La variacién de la presi6n con la temperatura a lo
largo deT la curva de equilibrio liquido-vapor se determi-
na mediante la ecuacién de Clausius-Clapeyron

o _ L 0
dT TAv

donde I, representa el calor de la transicién y Av la dife-
rencia entre los volimenes especificos en fase vapor y €n
fase liquida. Dependiendo de si consideramos la tempera-
tura 0 la presién como variable independiente, decimos

‘;_FVPVroblema Si'l
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que la ec. (1) da la variaci6n de la presién de vapor con
la temperatura p,(T) © la variacion de la temperatura de
ebullicién con la presién T(p). En la olla presién, dado
que se regula la presion, consideraremos que estamos €n
¢l segundo caso y escribiremos T en la ec, (1) como 7,

Si suponemos que en el proceso de vaporizacién el
volumen especifico de la fase liquida es despreciable
frente al de la fase vapor, y que esta iltima se comporta
como un gas ideal, entonces

RT,
Av=1v,— v, ~v,=—, (2
Mp

donde M es la masa molecular del agua.
Combinando (1) y (2) resulta

dp I,Mp

- 3)
dT. RT?
o bien
dinp LM @
dT, RT?

Determinando la constante de integracién de (4) a Paa"“;"
del punto de ebullicién normal (72 = 373,15 K y P° ~
=1 atm) se obtiene

|n£=l”M i___l_) (5)
p° R \T! T,

o, sustituyendo valores numéricos,

4.884,42 ©6)

’

In p(atm) = 13,09 —

e

donde T, viene dada en Kelvin*.

* Obsérvese que In pfatm) no significa que las unidades de Inp
sean atm, sino que ¢s ¢l logaritmo de la presién cxprcsadﬂ cn atm
¥, como tal, ¢l logaritmo no ticnc dimensiones. Otras €xpresiones

alternativas, menos comunes pero mds correctas, serfan In (p/atm)
o In [p(atm)).

100 problemas de Termodindmica
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i 4xima alcanzada por el
Final te, la temperatura m
gua scr?]?:rc‘iuce de la expresion (6) para p = 1,80 atm y
ale

T = 139068 K (equivalente a 117,53°C). )

La fluctuacién de la temperatura puede obtenerse a
sartir de la ec. (3) escrita en la forma

RT?
- ILMp

AT, Ap, ®)

donde Ap = +0,01 atm. El resultado final es
AT, = +0,17 K. ()

En definitiva, si la presién de la olla es de (1,80 + 0,01)
atm, la temperatura méxima alcanzada por el agua con-
tenida en la misma ser4 de (117,53 + 0,17)°C.

En un intervalo amplio de temperaturas, la pre-

sion de vapor saturante del agua puede calcularse
mediante la formula

6.374
In p (atm) = 39,29 — —= 3,75In T,

donde T viene dada en Kelvin. Suponiendo despre-
ciable el volumen especifico de la fase liquida fren-
te al de la fase vapor y considerando para ésta
comportamiento ideal, hallese el calor de vaporiza-
cion I, del agua en funcién de la temperatura abso-
luta Ty determinese su valor a 100°C. ¢Cual es la

temperatura de ebullicién del agua a la presion de
740 mm Hgy i6n del ag P

‘ I_’roblema 527
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Solucion

Teniendo en cuenta las hipétesis simplificadoras del
enunciado, la ecuacién de C]aUSiUS-Clapeyrcm se reduce

donde hemos escrito la presién con un subindice v para
destacar que estamos interpretando la curva de equili-
brio p — T como variacién de la presién de vapor con
temperatura (véase el problema anterior). Despejando
aqui el calor de vaporizacién y empleando la f6rmula del
enunciado para evaluar la pendiente dp,/dT de la curva
de equilibrio se obtiene

_RT*dp _ . d(np,) _
©*" p, dT dr
(S a0
T T

donde A = 52,993 kJ/mol y B = 31,18 J:mol~'-K~
Para T = 373,15 K esta expresién da

I, = 41,358 kJ/mol = 549 cal/g A

a comparar con el valor exacto [, = 540 cal/g..

La temperatura de ebullicién 7, a una presion p €S la
temperatura a la cual la presién de vapor de la sustancia
es p. Es decir, las relaciones T,(p) y p,(T) son una inversa
de la otra y el emplear una u otra nomenclatura corres-
ponde simplemente a distintas interpretacion€s de la
misma curva de equilibrio p-7. As, la temperatura de
ebullicién del agua a la presién de 740 mm Hg podria

obtenerse exactamente resolviendo la ecuacién trascen-
dente

740 6.374
In—= —= - T 4
n 760 39,29 3,75InT,,

e

100 problemas de Termodinémica
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donde T, viene expresada en Kelvin. Ahora _bien, como
la presién dada difiere muy*poco de la presién normal
(p° = 760 mm Hg), cabe esperar que el valor de la tem-
peratura que se busca difiera muy poco de la tempera-
tura de cbullicién normal T2 = 373,15 K, y podemos de-
sarrollar el miembro de la derecha de la expresién (4)
alrededor de 7°. Se obtiene asi

{ 6374 3,75 .

3 ln Eg = 2 - _—) (T¢ - T!)’ (5)
i 760 T; Te

de donde se deduce

. T, = 372,40K, (6)

<

que se aproxima razonablemente bien a la soluci6n exac-
ta T, = 372,38 K de la ecuaci6n trascendente (4); la dife-
rencia no es significativa, pues la férmula para la presién
de vapor facilitada en el enunciado, y por tanto todas
las que de ella se han derivado, tiene un error asociado
en la determinacién de temperaturas de varias centési-
mas de Kelvin.

i
}

i

) El incremento de entropia producido por la vapo-
rizacion de cierta sustancia cuyo punto de ebullicion
normal es de 7°C viene dado, en funcion de la tem-
peratura, por la expresion

As=alT,—-T),

donde a = 0,0676 cal-mol~'.K-2 y T, =560 K. Ha-
ciendo uso de las aproximaciones habituales, deter-
minese la ecuacién de la curva de equilibrio liquido-

vapor, asi como las coordenadas del punto critico
de dicha sustancia.

;j!’f;blema 53;

147

o e—————

Transiciones de fase



N

148

Solucién

En virtud de la ecuacién de Clausius-Clapeyron, po-
demos escribir

d As
et (1
dT Av

Como As = a(Ty, — T), y considerando que la fase vapor
se comporta idealmente

RT
Av=v,-pymv,=—, 2
p
resulta
dp_allo— 1) @
dr RT/p
o bien
aT,—T 4
Inp=— dT. @
dinp =27

Integrando (4) se obtiene la ecuacién de la curva de
equilibrio liquido-vapor

T
In 5 = % [To In - (T~ r:)], (5)

donde hemos empleado el punto de ebullicién normal de
la sustancia (p°, 7°) para determinar la constante de in-
tegracién de la ec. (4).

En cuanto a las coordenadas del punto critico, se ob-
tienen exigiendo que As = 0 y, por la expresion del enun-
ciado, esto se cumple cuando
T.=T,= 560 K 6)

<

y llevando el valor de 7, a la ec. (5) resulta

p. = 22,7 atm. 7)

100 problemas de Termodinémica
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un Cuerpo puro coexisten en equili-
nea

!
Dos fases de .
‘brio a lo largo de 1a Ii

‘donde A, B, p,y Tos0n constantes. Los volumenes

L . 0 o . . .
especificos de las fases en equilibrio estan relacio-
nados entre si mediante la ecuacion

l V2=V1+C(T— 7—0)21

“siendo C otra constante. Determinese el calor de
cambio de fase, las variaciones de entropia y del
potencial de Gibbs de la transicién 1 — 2 en funcion
de la temperatura y las coordenadas del punto criti-
co de la sustancia considerada.

dp _ I

]

' La ecuacién de Clausius-Clapeyron
i dT  T(v, — v,)
e

nos permite escribir para el calor de la transicién

I=T(v, - v,) %‘% @

TR T

La derivada de p respecto de T se obtiene de la pri-
mera ecuacién del enunciado como

dp

ks g Po B

=B - ! 3)
dr (T = Tp)? €xp (A T — To)

Y
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Teniendo en cuenta, ademds, la segunda ecuacién del
enunciado resulta

B
I =BCpyTexp| A— ; 4)
Po P( T“To> (

Fl célculo de la variacién de entropia es inmediato,
pues

B
= BCp, exp (A ~ To). )

Evidentemente, Ag = 0, ya que en el equilibrio los po-
tenciales especificos de Gibbs en las dos fases deben ser
iguales.

Finalmente, la temperatura critica se deduce de la
condicién As = 0, la cual se da para 7, = T,,. Por lo tan-
to, la presién critica es p, = po-

La tabla muestra la variacion de la presion de va';
por y el calor latente de vaporizacion del agua co
la temperatura.

tC) 0 10 20 30 40

pimmHg) | 4579 9,209 17,535 31,824 55324
1,1J/g) 2.500,6 2.477,1 2.453,6 2.430,0 2.406.1
tC) 50 60 70 80 90 100
p,(mm Hg) | 9251 149,38 2337 3551 5258 760.0

1,.(J/g) 2.382,1 2.357,8 2.333,2 2.308,2 2.282,7 2.256,7

100 problemas de Termodinédmica
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5

a) Ajustense estos datos, por el método de mi-
nimos cuadrados, a las expresiones empiricas de
Rankine

! Inp(mm Hg)=A—E
! T

y de Regnault
| I,=C-DT,

donde A, B, Cy D son las constantes a determinar
'Y T es la temperatura absoluta.

b) Cuando se introduce 1 g de agua en un reci-
piente de 1 L de volumen inicialmente vacio, ¢cua-
les son las proporciones de liquido y vapor presen-
tes a 50°C?

———

a) Dado que la expresién de Rankine involucra el
logaritmo de la presién y la inversa de la temperatura
Kelvin, lo primero que debemos hacer es convertir la
tabla a estas magnitudes. Se obtiene asi

10%MK~"* | 3661 3532 3411 3299 3,193
Inp(mm Hg) | 1,521 2220 2,864 3460 4,013
10/MK-Y) | 3,095 3002 2914 2832 2754 2680
Inp(mm Hg) | 4,527 5006 5454 5872 6265 6,633

El ajuste de estos datos a una recta de regresién por
el método de minimos cuadrados conduce a los valores

A=20,63+007 y B=(5210£22K. (I)

* Esta expresién significa que los valores de 1/T han sido
multiplicados por 103, con lo que, por cjemplo, el primer valor

es 1/273,15 = 3661 x 19-3K -} resién alternativa es
/10~ 3K -1, 07°K~! Una exp

Solucion
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Alternativamente, si se dispone de un programa de
ajuste no lineal, los datos de la tabla del enunciado
podrian ajustarse directamente a la expresién de Ranki-
ne. En este caso se obtendrian los valores

A=20,18 y B=5054 K; 2

el cdlculo de errores es ahora mds complicado y por ello
se ha obviado aqui.

En cuanto a la expresién de Regnault, podemos con-
vertir las temperaturas Celsius a temperaturas Kelvin y
realizar el ajuste de regresién, o bien ajustar [, frente a f
y después introducir la relacién entre t y T en la ecuacién
del ajuste. Cualquiera de estos procedimientos da como
resultado

C=(3.167+4)J/g y D=(2,43210,013) Jg~tK~L 3
b) Seanm,y m, las masas de agua liquida y en forma

de vapor. Teniendo en cuenta los datos del enunciado,
se tendrd que

m+m,=1g “

mp, + myp, =1L, C)

donde v~ 1L/kg es el volumen especifico del 3833
liquida. El volumen especifico del vapor de agua pucde
estimarse a partir de la ecuacién de Clausius-Clapeyron

S 'S (6)
dT T, -v) Tv,

donde hemos despreciado el volumen especifico de la
fase liquida frente al de la fase vapor. Asf, )

bk : )]
T(dp,/dT)

by

100 problemas de Termodindmica

‘ empleando la expresién de Rankine (con el valor de

dado en (1)) con T = 323,15 K y los valores de la tabla
del enunciado a t = 50°C,

b v

*~ Tw.B/T?) BTy,

El sistema de ecs. (4) y (5) tiene, pues, como solucién

v =1198L/g. ®)

m, = 09166g y m,=0,0834g )

sy 1as proporciones pedidas son

m, m,
——=91,66% y
m, +m, m+m

=834%. (10)

v

Determinese la temperatura de ebullicion del
agua a 1.500 m de altura sobre el nivel del mar su-
poniendo que el aire de la atmosfera terrestre se
comporta como un gas ideal de masa molecular
M = 28,96 g/mol y que la temperatura de la atmoés-
fera entre 0 y 1.500 m es constante e igual a 10°C.
Tomese g = 9,81 m/s? para la aceleracion de la gra-
vedad,*/, = 2.257,104 J/g para el calor de vaporiza-
cion del agua, p, = 958,31 kg/m? para la densidad del
agua liquida y p, = 0,5977 kg/m? para la densidad
del vapor de agua, estando estas tres ultimas mag-
nitudes referidas a 100°C. :

En presencia del campo gravitatorio terrestre, la va-

riacién de la presién con la altura estd dada por la ex-
presién

dp = —p(z)gdz, ()

g}roblema 56&_
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donde p(z) representa la densidad del aire en el punto de
altura z. Ademds, la hipé6tesis de que el comportamiento
de la atmésfera est4 bien representado por el modelo de
gas ideal permite escribir

RT,
p2) = ™ p(2), @

siendo T, la temperatura de la atmdsfera. De esta forma,
la ec. (1) se transforma en

d__Mg,, 3)
p RT,
que, por integracién, da
plz) = p(0) €™, ®
donde
RT,
Zo=— =828 km &)
Mg

y p(0) = 101,3 kPa es la presién atmosférica a nivel del
mar. :

Por otra parte, la ecuacién de Clausius-Clapeyron
puede expresarse en la forma

dp [ !

v

- - v - (©)
dTe Te(vn - vl) Tz[(l/pu) - (1/,0[)]

Hin

donde

A= = 1,35 x 10° J/m?>. )

(1/p,) = (1/p))

Como consecuencia de las ecs. (4) y (6), la variacién

100 problemas de Termodinémica

de la temperatura de ebullicién del agua con la altura
puede expresarse en la forma

LI ... —
dlnT,—Adp— Azoe 120 dz (8)
o bien
T pO) .
T.0) - a1 e - 1), &)}

donde T,(0) = 373,15 K es la temperatura de ebullicién
a nivel del mar. Para z = 1.500 m, la ec. (9) facilita el
siguiente resultado

T.(1.500 m) = 368,54 K (equivalente a 95,39 °C). (10)

La curva de saturacién liquido-vapor del 2-butino
es

1.104,72

log,, p(MPa) = 3,2036 — TT3-E,9—51

donde T viene dada en Kelvin. Determinese la dife-
rencia de entropia entre los estados 1 (288,15 K,
1,00 MPa) y 2 (288,15 K, 10 kPa) de un mol de
2-butino. En la fase liquida, a presiones menores de
1 MPa y a la temperatura dada, el coeficiente de
dilatacién isobarica es a, = 1,43 x 107°K™", y laden-
sidad es p = 12,90 mol/L. La fase vapor tiene un
comportamiento practicamente ideal. El calor de va-
porizacion a 288,15 K es /, = 27,091 kJ/mol.

La figura muestra la curva de saturacién en el rango
de temperaturas entre 260 K y 300 K. En el estado ini-
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cial 1, el 2-butino se halla en fase liquida. Mediante un
proceso isotermo que corta la curva de saturacién en el
punto E, el 2-butino alcanza el estado final 2, en el que
se encuentra en fase vapor.

T T I I T T !
10°

T "'ll"[
el

107

p (MPa)
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%
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F 0 1 ! ] L3
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™

Teniendo en cuenta que el cambio elemental de en-
tropia molar de un sistema quimico puede expresarse €n

la forma
. dT ov
=c——(=)d (1)
ds=c7 (aT), P

y que, en nuestro caso, la temperatura permanece cons-
tante, podemos escribir

v
- — 2
ds = (6T), dp. (¥))

La expresién anterior, aplicada a la fase liquida, se
transforma en

dsy = —epdp (3)
ya que
d
e = | @)
P w\oT/,

100 problemas de Termodindmica

Integrando (3) entre los estados 1 y E, resulta

®
Se S, = —oupe —py) = _;P(PE—P1)=

0,10J-mol~!. K}, (5)

donde p; = 0,064 MPa se ha determinado a partir de la

ecuacién de la curva de saturacién liquido-vapor para
T, = 288,15 K.
En la transicién liquido-vapor se verifica

I
s,,_E—2,_5=;”;=94,02J-mor'--1<—'. (6)

Por 1ltimo, en la fase vapor la ec. (2) permite deducir

R
ds,= ——dp= —RdlInp, (7
p
ya que
ov R
ORI
T/, p

al suponer comportamiento ideal para esta fase. Si inte-
gramos la ec. (7) entre los estados E y 2 resulta

Sp,2 T SoE = —RIn 2= 1543J-mol™'-K~1 (9)
Pe

Sumando miembro a miembro las expresiones (S), (6) y
(9) se obtiene

So.2 = 5, =109,55J-mol ™' -K™%, (10)

que es la diferencia de entropia solicitada.
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Supdngase que uno de los fragmentos del cometa
Shoemaker-Levy, constituido por una esfera de hie-
lo de 300 m de radio, se encontrara a 143 Ky
7,0 x 10~° mm Hg, uno de los estados de la curva
de saturacion sélido-vapor del agua. Determinese:

a) el calor latente de sublimacién del hielo en el
citado estado,

b) el calor necesario para vaporizar el fragmento
del cometa a 143K, y

c) el radio del fragmento en fase vapor supo-
niendo que se mantuviera la forma esférica.

Supodngase que la fase vapor se comporta ideal-
mente y empléense los valores p, = 0,917 g/cm? pa-
ra la densidad del hielo, /, = 678,32 cal/g para el ca-
lor de sublimacién del hielo a 273,15 K, ¢,,=
=(1,717+0,1784 T) x 10~2 cal-g~'-K~" para el ca-
lor especifico del hielo a la temperatura T (en Kelvin)
y ¢,,= (39,80 +0,0142 7) x 10~* cal.g™'-K~' para
el calor especifico del vapor de agua.

a) La variacién del calor latente de carpbio de fase
con la temperatura viene dada por la ecuacién de Clau-

sius
d/ 0Av dp
— ~-1[— —. (1)
ar Ac, + I:Au T( ar)p] a7

En un cambio de fase s6lido-vapor (sublimacién), el vo-
lumen cspecifico de la fase sélida es despreciable frente
al dc la fase vapor y la cc. (1) se simplifica a

di dv dp
P ey | Z£. 2)
ar ~Aet [”" T(E)T),,] a7 ¢

100 problemas de Termodindmica

Si, adem4s, suponemos comportamiento ideal para la
fase vapor (pv,M = RT), entonces la ec. (2) se transforma
en

ar ~ 8% =G T 6 3)
que se puede integrar para dar
r)
l:(Tz) = Is(Tl) + J (C,_ e CP_ _,) dT. (4)
TI

Por lo tanto, en nuestro caso concreto,

143

[(143K) = 678,32 + I (38,083 — 0,16427T) x

273,15
x 1072dT = 673,22 cal/g. )

b) Como la masa del fragmento del cometa vale
4 . 14
m=3 nrip, =104 x 10'%g (6)

el calor necesario para vaporizarlo es

Q = mi(143K) = 7,0 x 10'¢cal. )]
" c) Dado que el vapor de agua se comporta ideal-
mente, el volumen del fragmento en fase vapor estd dado

por la expresién

- PRT 734 x 10*' m? ®)
Mp

¥, suponiendo que se mantuviera la forma esférica, el
nucvo radio serfa

r,=121x% 10"m. ©®
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Un recipiente adiabatico contiene una cierta can-
tidad de agua liquida a 50°C. Una bomba extrae el
vapor que se forma, de modo que cuando la tempe-
ratura es de 5°C en el recipiente hay 125,0 g de agua
liguida. La bomba continua extrayendo vapor hasta
que el agua solidifica, momento en que se para. Cal-
culese:

a) la cantidad inicial de agua liquida a 50 °C,

b} la cantidad que queda al alcanzar la tempera-
tura del punto triple del agua (t, = 0,01°C), Yy

¢) la cantidad de hielo a esa temperatura.

El calor de vaporizacidn del agua a la temperatura
t (en °C) es /, = (598,2 — 0,584 1) cal/g, el calor de
fusion del agua a 0,01°C es /,= 80 cal/g y €l ca-
lor especifico de saturacién del agua liquida es
C,e=10cal-g='-°C~".

a) El agua liquida evoluciona a lo largo de la curva
de saturacién liquido-vapor. En un instante dado, st S€
vaporiza una cantidad de agua dm, el calor necesario
para ello es

6Quporiz = -Ip dm = — (a - bt)dm, (l)
donde a = 598,2 cal/g y b = 0,584 cal-g~!-°C~'. Por
otra parte, para disminuir en dt la temperatura de una

masa m de agua liquida es necesario extraer de la misma
una cantidad de calor

6Qenlrinm = mcul dt‘ (2)
Como el recipiente es adiab4tico, deberd verificarse que

6Qvapo!iz + 6Qeuln‘nm =0 (3)

100 problemas de Termodinémica

1

o bien, teniendo en cuenta las ecs. (1) y (2),

dm ¢,
bl - 4
m a-—bt @

o ———

que puede integrarse entre el estado inicial (de masa m,
y temperatura ¢, = 50°C) y un estado genérico (de masa
m y temperatura t) para dar

m a— bty
o .
mg b a-— bt

©)

Como para t = 5°C la cantidad de agua es m = 125,0 g,
se deduce de la ecuacién anterior para la masa inicial de
agua

mo=1350g. (6)

b) La cantidad de agua que queda al alcanzar la
temperatura del punto triple se obtiene tomando
t; =0,01°C en la ec. (5) y el resultado es

m, = 1239g. ()

¢) Cuando empieza la solidificacién del agua, la
bomba se para y la temperatura se mantiene constante
en 0,01°C. Si llamamos m;, a la cantidad de agua que
solidifica y m, a la que vaporiza, se verificard que

mJd,=m,|], ®
m,+m, = my, ®
de donde se deduce
My = — m, = 100 3g. (10)
S P ’
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En un recipiente adiabatico hay 300 g de agua en
el estado metaestable (liquido, 1 atm, —5°C). Sin
variar la presion, el sistema evoluciona dando ori-
gen a una fase sdlida. Calculese:

a) la cantidad de hielo que se forma,

b) el trabajo desarrollado por el sistema,
c) la variacién de energia interna,

d) la variacién de entropia.

La densidad del hielo es p, = 0,9168 g/cm?, la del
agua liquida p, = 0,9998 g/cm?, el calor latente de
fusién del hielo a 1 atm y 0°C es /,= 79,72 cal/g y el
calor especifico del agua a 1 atm y temperatura T(?n
K) es c,,=(1,2091 — 7,3943 x 107* 7) cal -g~"-K"".

a) En el estado subenfriado inicial tenemos g
=300 g de agua a —5°C (equivalentes a 268,15 K).
Cuando el sistema evoluciona, parte de este agua s€
transforma en hielo y en el estado final existen x gramos
de hielo y my — x gramos de agua a la temperatura de
0°C y presién de 1 atm. )

Como el recipiente es adiabdtico y la presién perma-
nece constante, el primer principio exige que la evolu-
cién del sistema cumpla

dU = —-6W= —pdV, €Y

o bien
dU + pdv=dH = 0. . 2
Si pensamos en una evolucién del estado‘ix_xicial al
estado final en que continuamente se esté solldlﬁcgndo
agua y que el liberado en este cambio de fase se invierta

en calentar el agua liquida y el hielo formado, la condi-
cién (2) se expresa en la forma

I,dm+ (mg — m) c, , dT + mc, dT = o, 3)

100 problemas de Termodindmica

donde m denota la masa de hielo presente en el sistema
en un estado intermedio cualquiera. Si la dependencia de
¢, ; con T fuese conocida, la ec. (3) podrfa integrarse (por
ef método del factor integrante) y podriamos llegar a una
expresién con la que evaluar m en funcién de T y, en
particular, su valor x a la temperatura final T = 273,15 K.
Este cdlculo es muy tedioso pero afortunadamente no ne-
cesitamos realizarlo. Al ser la entalpia H funcién de es-
tado y quedar el estado {inal determinado por una tinica
variable x (pues la temperatura final es conocida), pode-
mos pensar en otro proceso que nos lleve del estado
inicial al estado final y sabemos que la variacién de en-
talpia serd independiente del proceso ideado. En parti-
cular, si denotamos por AH_,_, y AH ., las variaciones
de entalpia correspondientes a las etapas que se indican
en la figura, se cumplird entonces que

AHﬂlml + AH:olidiI = 0 (4)
T(K)
T,=273,15K (o m)y —» (I, m=x) + (s, x)
A H g
_ T AH caem
T, =268.15K W, m)

Teniendo en cuenta que

T,

AH_,. .= J mc,, dT =

T,

273.15
= J’ 300(1,2091 — 7,3943 x 107* T)dT =

268.15
= 1.513 cal (5)
- Y
AH, = —xl, = —x % 19,72 cal/g 6)
resulta
x = 1898 g. 7

Transiciones de fase



164

b) El trabajo desarrollado por e] sistema se calcula
mediante la ec. (2),

1
W= pAV = px(v;, — v) = px(— - -1-) =0,171. (8)
Ps P

c) La variacién de energia interna del sistema estd
dada por las ecs. (1) y (8), resultando

AU = —-0,17J. &)
d) La variacién de entropfa del sistema es

. i dr AH, _
= . mc, . T T

273.15 dr
=J. 300(1,2091 — 7,3943 x 10~ T) T
268,15
79,72 x 18,98

=527 % 102 cal/K = 0,221 J/K. (10)
s cal/K

100 problemas de Termodinémica

Una mezcla ideal de gases, que se halla inicial-
mente a 20°C y 100 kPa, se comprime reversible
y adiabaticamente hasta una presién de 300 kPa.
Sabiendo que la composicién de la mezcla es de
75 %-mol de nitrégeno (y, = 1,40), 18%-mol de di6-
xido de carbono (Yeo =1,35) y 7%-mol de oxigeno
(}'01 = 1,38), calculese’la temperatura final de la mez-

cla'y el trabajo por mol necesario para realizar la
compresion.

Dado que la mezcla de gases se comporta idealmente,

durante el proceso de compresién adiabdtica deberd ve-
rificarse que

Tp'i—Mr = cte, 1)
donde

y= (2

SN

es el coeficiente adiab4tico de la mezcla y ¢, y ¢y son los

7
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definidos por las expresiones
dh
d

_ du du;
i

asi que
. Cp =2 XiCp
i

&y =X Xy, 0

Mayer,
Yi
c"‘—R)’i_l
1
SR
resulta
- Yi
c,=R) x
" ; E)'l—l
_ 1
Cy=RZXI-_y _11
i i

con lo que la ec. (2) queda en la forma

166

_ _dH :
HCF_E=;']5_T=;"‘CP-‘

ney =5 = nid—T=Zi:n,.c,,_,,

calores molares medios de la misma. Estos tltimos estdn

€))

@

)
(6

donde x; es la fraccién molar del componente i.
Teniendo en cuenta ahora que, por la relacién de

@)

®

©)

@10

¢8))

100 problemas de Termodinémica

La ec. (1) permite ahora evaluar la temperatura final

-0l
el -
P2

= 396,7K (equivalente a 123,6°C), (12)

y el trabajo adiab4tico de compresién por mol de mezcla
resulta

R
w=—~Au= —¢(T, - T,)= — ;,T] (T, - T, =
= —2,27kJ/mo], (13)

ya que, por (9) y (10), la relacién de Mayer también se
cumple en la forma ¢, — é, = R.

Un recipiente cilindrico de paredes rigidas y adia-
béticas se halla dividido en dos partes por medio de
un tabique adiabético v fijo. El recinto de la izquierda
contiene 2 moles de Ar(c,=15R) alatmy 300Ky
el de la derecha 3 moles de O, (¢, = 2,5 R} a 0,5 atm
y 350 K. Se supone que tanto los gases por separado
como mezclados se comportan idealmente.

a) Se sustituye el tabique que separa los dos ga-
ses por otro diatérmano y movil y el sistema evolu-
ciona hasta alcanzar el equilibrio. Determinese_ 'la
temperatura y presion finales, asi como la variacion
de entropia.

b) Si, partiendo del estado inicial, se suprime el
tabique, los gases se mezclan hasta conseguir un
nuevo estado de equilibrio. Calctlese la temperatu-
ra y presion finales y la variacién de entropia.

“,;!’roblgma 62
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a) Teniendo en cuenta que las paredes del cilindro
son rigidas y adiabdticas, los intercambios de trabajo y
calor con el entorno son nulos. Consecuentemente, el
primer principio nos permite escribir

AU, + AU, =0, (1
donde I denota el recinto de la izquierda (que contiene
Ar) y D el de la derecha. Dado que el comportamiento

de los gases se supone ideal, la ec. (1) puede expresarse
en la forma

mey (T, = T,)) + npey o(Tp, — Tp)) = 0, @

deduciéndose ficilmente la temperatura final de ambos
gases como

T,,=Tp, = 3357K. 3

Los volimenes iniciales de ambos gases se calculan
mediante la ecuacién de Clapeyron

mRT, npRT,
v, =——=492L y VD_,=—D;’—-D'—'=172,2L, Q)

P D1 "

resultando para el volumen total

=2214L. (5)

Vo1 = Yiep.2

Como los dos gases también alcanzan la misma presién
final, los volimenes finales vienen dados por

n
Vie= ;_;_l_no Viep, = 886 L (62)
y
"p
Vo= m Viep = 132,8L. (6b)

100 problemas de Termodinémica

Asf, la presién final es

npRT, ,

= 0,62 atm. (M
VD.2

P 2= Pp2=
Por dltimo, la variacién de entropfa de cada gas vale

T, v,
AS,,_,=ngc, ,In f +nRIn f = 12,57J/K (8)

Lt 11
Tp.a Vo2
ASy .2 = npey pln == + npR1n v—- = —9,07J/K (%)

D.1 D, 1
y la total

AS|+D.I—02 = AS

TULI=2

+ A4Sy, =349JK.  (10)

b) Es inmediato darse cuenta que, mezclando los ga-
scs a partir del estado inicial 1, llegamos al mismo estado
final 3 que si los mezclamos a partir del estado 2 alcan-
zado en el apartado anterior. En efecto, dadas las carac-
teristicas de las paredes del cilindro, la energia total del
sistema, el volumen del mismo y el nimero.de moles de
cada gas se conservan, lo que significa que el estado final
del sistema estd unfvocamente determinado. Por lo tanto,

T,,=T,,=3357K y Py3=Pp3= 0,62 atm. (11)

Sin embargo, como los procesos que ocurren en el
interior del cilindro son irreversibles, la entropfa no se
conserva, asi que la variacién de entropia viene dada por
la expresién

AsHD,l-.z =ASI+D,]—-2 +AS 5=
=AS;,pi-2 T Siip (12)

siendo S}, , la entropfa de mezcla correspondiente al
proceso 2 — 3 y que vale

SM o= —R(nInx, + nylnxp) = 27,96 J/K, (13)
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donde x, = 2/5 y xp = 3/5 son las fracciones molares del
Ar y del O,, respectivamente, en la mezcla final. Asi,
haciendo uso de las ecs. (10), (12) y (13), resulta

AS,ip.1-3 = 3145J/K, (14)

que es un orden de magnitud mayor que el de AS o pys2
dado en la ec. (10).

Calcilese la variacion del potencial de Gibbs que
ocurre en el proceso de mezcla de un mol de agua
con una gran masa de disolucion acuosa (fraccion
molar del agua 0,9) a la temperatura de 25 °C vy pre-
sién de 1 atm. Considérese que las disoluciones sé
comportan idealmente.

El enunciado plantea el célculo de la vaﬁacién del
potencial de Gibbs en un proceso de dilucién de una
gran masa de disoluci6én acuosa. En la figura se fa_clhta
un esquema que permite alcanzar la solucion mediante
el cdlculo de potenciales de Gibbs de mezcla.

@*m AGg.c m+1] ©

na
\ /
M
Gile + Ga~c

[]
®

100 problemas de Termodinédmica

La magnitud a determinar es
AG, =G~ Gy ()

y corresponde al proceso de dilucién B — C en el que un
mol de agua se mezcla con una disolucién que contiene
n, moles de agua y n, moles de soluto. Pero los estados
B y C pueden conseguirse a partir del A mediante sendos
procesos de mezcla. Asf, en el proceso A — B se mezclan
n, moles de agua con n, moles de soluto, permaneciendo
al margen del proceso 1 mol de agua. Evidentemente,

GY¥ =Gy~ Gy @

En el proceso A — C se mezclan n, + 1 moles de agua
con n, moles de soluto, verificindose

GYc=Gc ~ Gy : &)
Combinando adecuadamente las ecs. (1)-(3) resulta
AGy_ = Glc—Gils @)

y teniendo en cuenta que

GX_s = RT[n,Inx,(B) + n, In x,(B)] )
G .= RT[(n, + 1)Inx,(C) + nyInx,(C)],  (6)
donde
n, +1 n,
C)=—-2" ~ = x,(B 7
*(C) n,+1+n, n +n, %ilB} 4
y
n ny
Q)= 2 =~ = x,(B), ®)
x(C) ny+ 1+n, n+n xAB)
la ec. (4) da

AGy_.= RTInx,(B)= —2611. )
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Un procedimiento alternativo consiste en calcular la
variacién que experimenta G)' . al afadir un mol de
agua a la disolucién, es decir,

oGM

AG, .= [—2=t An,. 10)
8-¢ (5"1 )r.p.n, = (

En efecto, la derivada que figura en la ecuacién anterior
puede calcularse a partir de (5), resultando

oGH '
(—"—"") = RTIn x,(B), (1
anl T.p.,n,

y como An, = 1 mol, de (10) se obtiene otra vez (9).

Dos disoluciones diluidas de un mismo soluto no
volatil en agua, con concentraciones molares ¢; Y G
se encuentran separadas por una membrana semi-
permeable (es decir, que sélo permite el paso de
agua a su través). El sistema completo es isotermo
y su volumen constante. Sabiendo que la contribu-
cion del soluto al potencial de Helmholtz de este
sistema es

F*=F: + RTn}Inc, + n3In c,),

donde n} y nj son los nimeros de moles de soluto
en cada una de las dos disoluciones y Fj una fun-
cién que depende sélo de la temperatura, calculese
la diferencia de presiones (presién osmotica) que
aparece entre las disoluciones como consecuencia
de su distinta concentracion.

Dado que las disoluciones est4n separadas por una
membrana semipermeable, no es posible cambiar los ni-

100 problemas de Termodindmica

meros de moles de soluto en las disoluciones, aunque si
su concentracién mediante el paso de agua a través de
la membrana y la consiguiente variacién de los volime-
nes V, y V, de las disoluciones. Si expresamos F* en
funcién de estos volimenes

. e,
F*=Fy + RT nlln--v—l+nzln'7z (1)

es f4cil ver que la evolucién del sistema hacia el equili-
brio ha de hacerse de tal modo que

dF* = — RT(c, — c;)dV, (T constante) (2)

sea negativa, donde hemos puesto dV, = — dV, porque
el volumen total de agua es constante. Asi, si tomamos
la disolucién 1 como la m4s concentrada, dV, ha de ser
positiva, lo que implica que ha de pasar agua de la di-
solucién diluida a la concentrada.

El paso de agua de la disolucién 2 a la 1 hace variar
el potencial de Helmholtz del disolvente en una cantidad
que puede evaluarse a partir de la expresién

dF® = p,dn + pydnd = (4, — py)dn}, (3)
donde se ha impuesto que dn¢ = — dn{ porque la canti-
dad total de agua es constante. La diferencia entre los

potenciales quimicos del disolvente en ambas disolucio-
nes puede calcularse a partir de la expresion

du=v'dp (T constante), @
donde v? es el volumen molar del disolvente puro.

Integrando la expresién (4) entre los valores que toma
la presién en las dos disoluciones resulta

By = py =", — P2) ©)
asi que (3) se expresa en la forma

dF = (p, — p)otdn? = (p, — P4V (6)

Disoluciones
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donde se ha tenido en cuenta que la disolucién es diluida.

Tenemos entonces que la variacién del potencial de
Helmbholtz del sistema (y no sélo la contribucién del
soluto) es

dF = dF! + dF* = (p, — p,)dV, — RT(c, — c;)dV; (7)

y podemos concluir ahora que el paso de agua cesard
cuando dF = 0 y la presién osmética es

n=p, — p; = RTc, — ¢;). ®

Obsérvese que si c, = 0y ¢, = ¢, la ecuacién anterior s¢
reduce a la conocida ecuacién de Van't HofTl

== RTe. )]

Como consecuencia de las interacciones electros-
taticas atractivas entre iones, la presién osmdtica de
una disolucién de electrélito (NaCl, por ‘ejemplo) es
menor que la de una disolucion ideal con igual con-
centracién molar ¢ de particulas en disolucion (c se-
ria la suma de concentraciones de iones Na* y CI~
en el ejemplo anterior). La contribucién de estas
interacciones electrostaticas al potencial de Helm-
holtz de la disolucién se estima como

siendo Vel volumen de disolucién y Np un parame-
tro que representa el numero medio de particulas
dentro de la esfera de Debye y que en el caso de un
electrolito binario A*B~ viene dado por

4n (c/? ¥ q

° 3N

) Jo

100 problemas de Termodindmica

donde ¢ es la permitividad eléctrica del disolvente, e
la carga eléctrica fundamental y N, el nimero de
Avogadro.

a) Obténgase la contribucién electrostatica a la
presion osmaotica de la disolucion.

b) Estimese dicha contribucion y comparese con
la contribucién principal {(es decir, la de disolucién
ideal) en el caso de una disolucién 0,1 M de NaCl en
agua(e=7 % 10""°C.V~-".m™") a 25°C.

. Solucion
Como
G4 = F¥ + pv (1)
la contribucién electrost4tica a la presién osmética de la
disolucién se puede obtener en la forma
G - F9
Ao = o 2
p . | 6)
Para obtener G recordemos que
G = ¥ nut, )
i
donde n, es el niimero de moles de la especie i y
JF
(),
on; Jy, r
la contribuci6n electrostatica a su potencial quimico.
Teniendo en cuenta que ‘
n.
=y = (5)
=T
175
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podemos calcular

el
“ﬂ=(ar') (6c) _l oF _ RT ©6)
' oc Jy.t\On)y.r V\Oc Jy. 1 6Np
y
G = — RTcV' 0
6Np

Finalmente, la ec. (2) da

o _ RTc (8)
18Ny
y la presién osmética total es
RTc 1
= gqpideal ¢l — —_ = . (9)
n =%+ p* = RTc 18N, RTC( 18ND)
b) En este caso, _
Np = 0,46 (10) .
y la contribucién ideal a la presién osmética
n! = RTc = 495,5kPa (11)
es mucho mayor que la contribucién electrostdtica
RTc
= - = —59,8kPa. (12)
g 18N, ’

En disoluciones mds diluidas, N, es mayor y p*' es ain
mis despreciable. En disoluciones muy concentradas ca-
be esperar un mayor efecto de las interacciones electros-
tdticas, pero la cxpresién de F* proporcionada en el
enunciado deja de ser aplicable y no podemos estimar
aqui su efecto sobre la presién osmética.

100 problemas de Termodinémica

El componente esencial del acero es la martensita
Fe —C. Se trata de Fe(x) con estructura cubica-l en la
que se han introducido atomos de C en posiciones
intersticiales, quedando asi una estructura cubica-l
deformada a tetragonal que se denota habitual-
mente como Fe(«'). Para introducir estos atomos de
C, el Fe(x) se calienta por encima de los 1.183 K,
temperatura a la cual sufre una transicion de fase
cambiando a otra forma alotrdpica Fely) con estruc-
tura cubica-F en la que los huecos intersticiales son
mas grandes y los 4tomos de C pueden difundir mas
facilmente. (Una vez introducidos los atomos de C,
el Fe(y) se templa, es decir, se enfria répidamente y
queda en forma de martensita Fe-C. La dureza del
acero se controla cambiando la composicién, velo-
cidad de templado, etc.) Ahora bien, la presencia del
carbono hace que la temperatura de transicion
Fe(x) — Fely) sea inferior a 1.183 K. Sabiendo que el
calor latente de esta transformacion es 1.059 J/mol,
estimese el cambio en la temperatura de transicion
debido a la adicion de un 0,1%-mol de C.

Plantearemos el problema como el equilibrio de dos
fases sélidas, Fe(a) puro y una disolucién diluida de C
en Fe(y), a la temperatura de transicién T,. La hip6tesis
de que no hay C en la fase Fe(a) es perfectamente com-
patible con la idea de que los 4tomos de C no caben en
los huecos intersticiales del Fe(x) pero si en los del Fe(y).
La condicién de equilibrio de este sistema se expresa en
la forma

(1

#Fe(u) -ch(dlwl)

Suponiendo que el tnico efecto del C sobre el Fe(y) es
de tipo entrépico (entropfa de mezcla), es decir, que no

P 4

'P.roblema GGC
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hay reaccién quimica entre los 4tomos de C y Fe, podc-
mos escribir

Hegaion = Pren + RTI0 Xpgy = Hpogy — RT I Xc, _(2)
donde x.,,, y x¢ son las fracciones molares de Fe(») y C

en la disolucién. .
Tenemos entonces que, en ausencia de C, .

#Fe(.)(ro) = ,us‘e(y)(To): (3)
mientras que, en presencia de C,
“Fe(:)(TO + AT,) = "Fq”(TO + ATo) — R(To + ATg) xc- (C)]

La ec. (4) puede aproximarse por

Ot AT, = %) AT, — RToxo (5)
T Jr, or Jr,

donde se ha tenido en cuenta (3). Despejando AT, resulta

ATy~ RToxc . (6)
OMeay) _ (af‘wa))
aT )7, or /r,
Finalmente, empleando la relacién
ou
o U
ar- °
y también la expresién del calor molar de transicién
1= To(Spety = Srecah ®)

donde s es la entropia molar, la ec. (6) se transforma en

AT, RToxe _ _ RT;Z)XC'

Sken ~ Sk

®)

100 problemas de Termodinémica

Sustituyendo valores numéricos, el descenso dec la tem-
peratura de transicién cuando x, = 0,1 % = 0,001 sc cs-
tima en

ATy~ - 11K. (10)

De forma algo menos rigurosa, pero més directa, este
problema podria haberse resuelto suponiendo que [ es
constante y relacionando los cambios en ATq y Asg,, @
partir de (8) en la forma

0 = ATo(Spoyy ~ Skew) = ToAspy, (11)

o bien, empleando (8) de nuevo,

AT, = - —19 ASpoy (12)

El cambio en la entropia molar del Fe(y) debido a la
presencia del C se obtendr{a ahora derivando (2) respec-
to a T y teniendo en cuenta (7), con lo cual se reprodu-
ciria la ec. (9).

En una mezcla ideal de dos componentes 1y 2, la
condicidn de equilibrio entre dos fases coexistentes
de la mezcla, por ejemplo, solido y liquido, nos per-
mite obtener la composicién en cada una de estas
fases como

1-E
x!= , XK =1-x!
"7 E - E X \
x.|'=x"E1, x; =1 = x5

ﬁ’roblema 67_‘:

179

Disoluciones



180

Solucién

donde

o Ahm(1 1) £ AhL2(1 1):'
y=exp| (T T y Ey=exp| /=7 7))

siendo Ah,, y Ah,, los calores molares de fusion de
las sustancias 1y 2, respectivamente, y T,, Y T, |as
correspondientes temperaturas de fusion.

La mezcla binaria de Ti (componente 1) y Mo (com-
ponente 2) se comporta de forma practicamente
ideal tanto en fase solida como en fase liquida. Sa-
biendo que, a la presion atmosférica normal, Ah,, =
= 15,43 kJ/mol, Ah,, = 32,51 kJ/mol, T,, = 1.943 Ky
T,, = 2.890 K, represéntese el diagrama de fases de
esta mezcla.

En el intervalo de temperaturas comprex:ndido entre
los puntos de fusién del Ti y Mo, las expresiones

£ o e [15490(1 1 ]
1 =PI 3T \T 1.943

y
32.510/1 1
= il e (1)
E“e"p[ 8,31 (T 2.890)]
junto con
1-E
b =72 = — X} (2
Xy El - Ez’ X2 1
X =xE, m=1-x 3)

nos permiten evaluar la composicién de las fases sélida
y liquida. Los resultados obtenidos se recogen en la ta-
bla siguiente, cuya representacién en ejes 7 — x, consti-
tuye ¢l diagrama de fases solicitado.

100 problemas de Termadinémic;

T E, E, x, x;
1.943 1,0000 19344 0,0000 0,0000
2.000 09731 1,8265 0,0315 0,0576
2.100 0,9310 1,6640 0,0941 0,1566
2.200 0,8944 1,5289 0,1664 0,2546
2.300 0,8621 1,4152 0,2493 0,3528
2.400 0,8336 1,3183 0,3433 0,4526
2.500 0,8082 1,2351 0,4493 0,5549
2.600 0,7855 1,1630 0,5682 0,6608
2.700 0,7650 1,0999 0,7017 0,7718
2.800 0,7464 1,0445 0,8507 0,8886
2.890 0,7311 1,0000 1,0000 1,0000

3.000 [y T T 7T r1rvrrropro oY | LR
2800 [ 1
2.600 [~ liquido .
[ E ]
e s6lido 1
2200 | 3
2.000 | .
1.800 PO U W N S ST Y S SO T U Y S SO S B A1 ]
0,0 02 0.4 0.6 0.8 1,0

X2

En la tabla se facilitan los valores de la densidad de
las disoluciones obtenidas al preparar 100 g de diso-
lucidn de acido nitrico en agua a 20°C y 1 atm. Las
masas moleculares del agua y del &cido nitrico son
18,02 g/mol y 63,02 g/mol, respectivamente, y la den-
sidad del agua en estas condiciones es 0,998 g/cm?®.

{ Problema 68
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Solucion

%-peso HNO, 10,98 20,80 30,00 39,02 51,68

densidad (g/cm®) | 1,060 1,720 1,180 1,240 1,320

%-peso HNO, 62,64 71,57 8233 90,00 100,00

densidad (g/cm®) | 1,380 1,420 1,460 1,480 1,512
Calctlese:

a) el cambio de volumen que se produce al
mezclar tres moles de &cido nitrico y siete moles
de agua,

b) los volimenes molares parciales del acido
nitrico y del agua en la disoluciéon anterior, o

¢) el volumen molar aparente del acido nitrico
en la misma disolucién.

a) FEl cambio de volumen que ocurre al formar la
disolucién viene dado por la expresién

AV=V- V4, M

siendo V¥ el volumen que tendria la disolucién si su
comportamiento fuera ideal y Vel volumen real.l
Como

Vi =n, V0 + n, V3, (2)
donde
o= M _ 18,06 cm?/mol (3
P
y
o = M., 41,68 cm3/mol 4
P2

son los voltimenes molares (parciales) del agua y del 4ci-
do nitrico, resulta

Vid = 251,5 cm>. (5)

100 problemas de Termodinémica o

<

El volumen de la disolucién es

nM, +n,M
y="1u lpz 2

(6)

y €l %-peso, P, del 4cido nitrico en la disolucién es

M
p=—"1272  _ 5998 = 59,98 % U]
n,M, +n,M,

de modo que interpolando para este valor en la tabla del
enunciado resulta

p = 1,365 g/cm?, 8)
asi que, por (6),
Vv =2309 cm>. e)]
Por \ltimo, usando (1), (5) y (9), se obtiene
AV = —20,6 cm?. (10
b) De la ec. (6) se deduce

> P
v_(f"’) M, Vo M, Yook
T.p.n’

N P P anl p P P 6n1

on,

y, empleando ahora la ec. (7), queda
- M P a
v, =_1+M_12P_a£=_“ﬁ<l +__"). (12)
p p* oP p
Cuando n, = 7 moles y n, = 3 moles,
V, = 16,38 cm3/mol, (13)

donde la derivada dp/dP se ha evaluado numéricamente
a partir de la tabla del enunciado como cociente de in-
crementos alrededor del valor de P en (7).
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El valor de V, se determina a partir de la propiedad
de las magnitudes molares parciales

V=nV, +n,V,, (14

obteniéndose
V, = 38,76 cm3/mol. (15)

¢) El volumen molar aparente se deduce directa-
mente de su definicién, resultando

R
¢, = omad 34,83 cm3/mol. (16)
)

El volumen molar medio del sistema acido sulfd-
rico +agua, a 25°C y 1 atm, viene dado por la ex-
presion

V (cm¥mol) = 18,05 + 22,871 x, + 12,734 x7,

donde x, es la fraccién molar de acido sulfldrico.
Analogamente, el volumen molar medio del sistema
yoduro de etilo + acetato de etilo, también a 25 Cy
1 atm, vale

V (cm¥Ymol) = 101,90 — 14,728 x, — 3,539 x7,

donde x, es la fraccién molar de yoduro de etilo.
Para estos dos sistemas se pide calcular y repre-
sentar:

a) V,- 0y V,— V frente a x,, siendo V] el vo-
lumen molar del componente i puro, y

b) la variacién del volumen molar medio en el
proceso de mezcla, AV, frente a x,.

100 problemas de Termodinémica

a) El volumen de una disolucién se expresa como
V=n,V, +n,V, (1
por lo que &l volumen molar medio es

V=xV, +x,V, 2

(ﬂ) _7, -7, )

pues, en virtud del teorema de Euler,

av av.
x,(—) +x, (—3) =0. @)
0x, /1, 0x3)1.p

La resolucién de las ecs. (2) y (3) permite deducir

v
o ( )
. Vl v xz (axZ)T.p ( )
o ov
=P+l x,) (6—)%)? , ©)
P

asf que, para el sistema 4cido sulfiirico + agua,

V,(cm3/mol) = 18,05 — 12,734 x} 0
V,(cm®/mol) = 4092 + 25468 x, — 12,734x3.  (8)

Los volimenes molares parciales de las sustancias pu-
ras los obtenemos como

‘7(;:‘7(3‘2
l72’=‘7(x2

0) = 18,05 cm*/mol ©)

1) = 53,65 cm?/mol. (10)

P 4

Solucién
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Por lo tanto,

V, - W= -12,734x32 (11)

7, - P = —1273 +25468x, — 12,734x3.  (12)

5 TT T r1rrryrr vy 0T

yoduro de etilo acetato de etilo

T 1T
IEEAY]

0 L .

& N
T sk -
S ;
[ ]

-of =
-15 TSRS T TS N YN S W TN S Y TN S T 1 7
0,0 0.2 04 0,6 0.8 1,0

X2

Anslogamente, para el sistema yoduro de etilo + ace-
tato de etilo se obtienen

¥,(cm3/mol) = 101,90 + 3,539 x3 (13)
V,(cm®/mol) = 87,17 = 7,078 x, + 3,539 x3  (14)
y también .
#® =101,90 cm*/mol - 15)
R = 83,63 cm*/mol, (16)
asi que
V, - %=3,539x] a7

V, - ¥ =354 — 7078 x, + 3,539 x3. (18)

En la figura anterior se ha representado V; — V? para
los dos sistemas considerados.

100 problemas de Termodinémica

b) La variacién del volumen molar medio en el pro-
ceso de mezcla es

<l

AV= V(P4 5, R = V- B+ (- Bhxy (19)

y asi
AV(cm3/mol) = - 12,734 x,(1 — X,), (20)
para el sistema 4cido sulftirico + agua, y
AVicm3/mol) = 3,539 x,(1 — x,), 21)

para el sistema yoduro de etilo + acctato de etilo. Am-
bas cxpresiones se han representado en la figura.

La comparacién de estos dos sistemas muestra que la
interaccién entre moléculas de 4cido sulfiirico y agua es
mds fuerte que las interacciones entre moléculas idénti-
cas de dcido sulfirico o entre moléculas idénticas de
agua, lo que conduce a una reduccién del volumen al
formarse la disolucién. Lo contrario ocurre en el sistema
yoduro de etilo + acetato de etilo, en el que las interac-
ciones entrc moléculas iguales son mds fuertes quec entre
moléculas distintas, produciéndose asi un aumento de
volumen en el proceso de mezcla.

2 —r T rrrrrJrrrrrrrvyr o]

1 :_ yoduro de etilo + acetato dc ctilo _E

0 -_--~ N i =

> C 1
a TlIE 3
—2 E' 4cido sulfirico + agua ?
3 ;

-4 TR TS W (N TR SN TN T GO WO S SN WY S S ST SN U
0,0 0.2 04 0.6 08 10

X2
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Solucion

En una disolucién binaria XM representa la fun-
¢ion de mezcla por mol de disolucién correspon-
diente a la magnitud extensiva X.

a) Demuéstrese que las magnitudes molares
parciales de mezcla XM y XM pueden obtenerse a
partir de X™ por medio de las expresiones

M

L (3X - aX”‘) ,
X = X0t % ax, Jte [ %\ Cax, Jre

donde x, y x, son las fracciones molares de los dos
componentes de la disolucidn. )

b) La entalpia molar de mezcla del sistema ciclo-
hexano (1) +acido oléico (2) a 26°C y 1 atm es

HM(J/mol) = x,(1 — x,)[2.028,568 — 982,36(1 — 2x;) +

+ 559,45(1 — 2x,)2 — 209,63(1 — 2x,)°].

Represéntese H™ frente a x, y determinense las
entalpias molares parciales de mezcla de amE)OS
componentes para una disolucion con x; = 0,65%.

a) La definicién de funcién de mezcla por mol de
disolucién nos permite escribir

XM=Y xX-YxX0=% x(X;— X (1)
i i

siendo X, la magnitud molar parcial de X r.elativa al
componente i, X® el valor molar de X para dicho com-

* Basado cn cl artfculo de C. Yanes, J. Pellicer, E. Rojas y M.
Zamora publicado en J. Chem. Thermodyn., 11 (1979) 177.

100 problemas de Termodindmica

ponente puro y Xx; la fraccién molar del componente i en

la mezcla.

Introduciendo la magnitud molar parcial de mezcla

X-‘M = i, -X ?,
la (1) se puede transformar en
XM=Y x XM
i
o bien, en el caso particular de disolucién binaria,
XM m e W 00, XN

Derivando (4) con respecto a x,, se obtiene

ax™M - = =
s - X’M = XM
( ox, )"'-" ' »

Ya que, por el teorema de Euler,

(), 5(5),
'\ ox, Jr» %2 ox, e
1 0t o e e e B B
s00 £ 3
400 £ 3
S F E
T E
100 £ =
0: =
-100 11111111|11||11[||.E
0.0 0,2 04 0,6 0,8 1.0

x1

@

3

@
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_ Resolviendo las ecs. (4) y (5) respecto de las variables
XMy X} resultan

M

7 d > ax™
M XM + M_ ™M _ —
%) xz( ox, )T.p y Xy =XM-x, ( ax, )r,p e

como queriamos demostrar.

b) De la gréfica de la entalpia molar de mezcla HM
del sistema ciclohexano (1) + 4cido oleico (2) (o de la
ecuacién facilitada en el enunciado) se puede comprobar
que cuando x, = 0,65 resulta

HM = 541,3 J/mol ()
XM
(6__) = —88,3 J/mol, )
ax, Tp

con lo cual
AM = 5104 J/mol y H=598,7 J/mol. (10)

Los valores de HM para otras composiciones de la diso-
lucién se muestran en la figura siguiente.

600 ‘r]lll[lrv[ll'l"'_

500

400

300

M(ky/mol)
[
3

LA L L O B |

4cido oleico

H

ciclohexano

111I|1|ll|1111|1

TT T

—100 Lo 1t
0,0 0.2 0.4 0.6 0.8 1,0
x)

100 problemas de Termodinémica
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Ciclos termodinamicos.
Maquinas térmicas

Considérese una sucesiéon de 100 maquinas de
Carnot que operan entre 101 focos de calor ajusta-
dos de tal modo que todas las maquinas tienen el
mismo rendimiento. El foco FO (que se halla a la
temperatura del punto de hielo) proporciona una
cantidad de calor Q, a la maquina M1 y ésta cede
otra, Q,, al foco F1. El foco F1 entrega dicha cantidad
Q, a la maquina M2 y ésta cede Q, al foco F2, con-
tinuandose estos intercambios hasta que la maqui-
na M100 cede Q,y al foco F100 (que se halla a la
temperatura del punto de vapor). Si definimos una
escala de temperaturas (llamémosle 0 y expresemos
los grados en esta escala como °S) por medio de los
subindices de las cantidades de calor citadas, héllese

a) el rendimiento de cada maquina y

b) la relacién entre la temperatura 6 (*S) y la tem-
peratura en la escala Celsius t (°C).

c) Indiquese el procedimiento que deberia se-
guirse para medir una temperatura de 47°S bajo el
supuesto de que todos los focos (salvo FO y F100) y
todas las maquinas carecieran de identidad propia.

'*?Problerﬁa 71‘
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8C) 0 ! 2 98 99 100
TK) T, & T° Tog T Tio
Fiso

® [ @ -
Qo\ le\ sz\ e A

Miéquina @ @ @ "3Q99|oo

a) Si nc es el rendimiento de cada una de las cien
mdquinas de Carnot, tenemos que

1
qc=1—9—°=1——Q—‘=--~=1—gﬁzl——» (1)

Q, Q2 Qi00 a

en donde hemos introducido una constante a ligada al
rendimiento. De las expresiones anteriores se deducen
las igualdades

Q_0 Ops .1 @

2, 0 —Q_lg a

que, multiplicadas miembro a miembro, dan lugar a

[}

Por otra parte, si tuvieramos una mdquina de Carnot
trabajando directamente entre los focos 0 y 100 su ren-
dimiento seria

T
IO TP “)
QIOO 7‘100
asf que
Q _To (5)
QIOO TlOO

100 problemas de Termodindmica

-

De las ecs. (3) y (5) se deduce

Txoo 1/100 373.15 1/100
g —=—= == = 2 (6
( T, ) (273,15> RS

e S ——

1
Ne = l—;=0,00311=0,311%. @)

b) La temperatura T, del foco N en la escala Kelvin
se puede conocer en funci6n de T, expresando los ren-
. dimientos de las m4quinas de Carnot como

T, T T, -1
Ne=1-220=1-2=..=1-B=1--, 8
T, T, Ti00 a

de modo que
' Ty = Ty_,a = Toa". o)
Como, por definicién, una temperatura N en la escala

0 es equivalente a la temperatura del foco FN, la rela-
cién entre las escalas T y 0 serd

TlOO 0/100
T=Tea" = To| — s (10)
T,
o bien
0 =100 e T, (an
- T:oo'
1 10 T
(V]

La figura muestra (en trazo continuo) la temperatura
0 equivalente a una temperatura t en la escala Celsius.

-
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(La curva de trazo discontinuo es auxiliar y sirve para
mostrar que, para cada ¢, 6 es ligeramente mayor que t.)

100 LJNELANNL AN (LA B A (R B B B N ue s s S B

80

60

6(°s)

20

\
ca gty by by by gy

TT T [T T [ r T T[T rrrTT
\

0 U T S T SR W T (NN T T S (NS TN TN SN B SR S 2
20 40 60 80
1C0)

8

La ec. (11) pone de manifiesto explicitamente que 0 es
una escala logaritmica de temperaturas, como la defini-
da en el problema 3. Ahora son dos los pun‘tos fijos
utilizados para definir la escala (los puntos de hielo y de
vapor) y no uno solo (el punto triple del agua) ’cor_no
entonces. Esta forma de introducir la escala logaritmica
de temperaturas se debe a W. Thomson (Lord Kelvin),
quien la propuso en 1848. En 1854 modificé su propues-
ta anterior e introdujo la escala termodindmica de tem-
peratura (escala Kelvin). o

¢) Para medir una temperatura de 47 °S necesitaria-
mos disponer del foco de la misma tcrnp;ra}ura, pues
cualquier sistema que se hallara en equilibrio térmlf:o
con el foco tendrfa también una temperatura de 47 S.
Para ello, habria de seleccionarse una méqu.ina de Car-
not y un foco tales que, operando la mé_quma entre el
foco FO y el foco seleccionado, su rendimiento fuese del
0,311 %. La m4quina y el foco que verificaran esta con-
dicién serfan la maquina M1 y el foco F1. A continua-
cién, habria que buscar un nuevo foco F2 tal que una
méquina M2 operando entre los focos F1 y F2 tuviese
¢l mismo rendimiento. Y asf sucesivamente hasta llegar
al foco F47.

-
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El ciclo reversible de la figura consta de las si-
, guientes etapas:

A\

t

v

|

t 1 - 2 expansion adiabatica,

|  2-— 3 compresion isoterma,

| 3 — 1 transformacion isécora.
]

a) Hallese la expresién del rendimiento de una
maquina térmica que opere segun este ciclo con un
gas ideal.

b) Demuéstrese que dicho rendimiento coincide
con el de una maquina de Carnot que trabaje entre
las mismas temperaturas extremas cuando éstas
son similares.

a) Como la Unica etapa en que se absorbe calor es
la 3 -1, el rendimiento de una mdquina térmica que
opere seguln este ciclo estd dado por la expresién

w I -
0:, 10, 3=1+Q2 3

T 0., 01 03,

n (1

donde los indices hacen referencia a los estados extremos
de los procesos y W es el trabajo total obtenido en cada
ciclo.

PV 4

Problema 72

Solucion

195

Ciclos termodinémicos. Méquinas térmicas



M o ! ‘ /\/\f
Dado que el proceso 2 — 3 es isotermo y lo realiza un ' T, T,-T T,

gas ideal, el primer principio nos permite escribir Hlt—————=1-"=n. (8

3
V.
Q3 =Wos = J pdV = nRT, In 73 <0. (2

2 2
Ademds, como la expansién 1 — 2 es adiab4tica, se cum- f'i'ﬁroblema"li}:g
ple C

T, Vs’_'1 =T,V 4 3 Un gas ideal (¢, = 3R/2) se enfria, a volumen cons-

tante, desde 7 atm y 27°C hasta 1 atm. A continua-
cion se calienta a presion constante hasta alcanzar
un volumen tal que cuando se comprime isotérmi-
camente hasta su presion original adquiere el volu-

donde se ha tenido en cuenta que ¥, = V5. Por lo tanto,
de las ecs. (2) y (3) se deduce

_ nRT, In T, = neuT. In Zg, @) men primitivo, completandose asi un proceso cicli-
23 10T, T, co reversible.
pues ¢, = R/(y — 1) por la relacién de Mayer. 1 a) Calculese el trabajo que debe realizarse sobre
Por otra parte, como en el proceso isécoro 3—+1se . el gas para que recorra el ciclo.
cumple que W,_,, = 0, se deduce del primer principio i b) Hallese la variacién de entropia del gas en ca-
da una de las etapas que constituyen el ciclo.
Q31 =AU, = ncy(T, = T3) > 0, )
pues el proceso lo realiza un gas ideal. Solucién
Llevando (4) y (5) a la ec. (1) resulta
T, T, En la figura se ha representado el ciclo descrito por el
n=1+ In — ©) sistema, que estd constituido por un proceso isécoro
T, —-T, 1 (1 — 2), seguido de uno isébaro (2 —+ 3) y de otro isoter-
b) Elrendimiento de una m4quina térmica reversible |
que opere entre T, y T, es ?
P
T,
=1-= @)
fc T
Y
y hemos de demostrar que el rendimiento 7 de la ec. (7)
tiende a n. cuando T, =T, En efecto, como
In(1 + x) ~ x cuando x « 1, se obtiene que
> 3
T. T = T 2
n=1+—2—1In(1+ L—‘-) =~ >
T,-T, T, v
196 197

100 problemas de Termodindmica Ciclos termodinémicos. Maquinas térmicas



198

mo (3 = 1). Como durante e]
proceso
permanece constante, el trabajo es nukl) = 2 et volumen

wyL, =0, (1
Ademds, en virtud de la ecuacién de Clapeyron,
_  _Rm,
v = v, =— =352 L/mol 2
P
PV
T, ="22=4203K ©)
R
vy = —* = 24,61 L/mol. “)
23

El trabajo realizado durante el proceso 2 — 3 vale

3
Way = f pdv = py(vy — vy) = 2.136 J/mol  (5)
2

mientras que el correspondiente a la compresién isoter-
mal3-oles

1 1 dp
Wi, = pdv = RT, T =
3 3

v
= RT, In — = —4.848]/mol. (6)
U3
Finalmente, el trabajo total realizado sobre el sistema
viene dado por
w=w,_,+ wy.y+ wy,, = —2712]/mol. @)

b) La variacién de entropia correspondiente al pro-
ceso 1 »2es

s [ (G) = [ o7
B A P
=2 ), \or/, y T :

T
=¢, 1nT—‘= —2424J.mol” ' K™, (8)

1

100 problemas de Termodindmica

! donde se ha tenido en cuenta que

= [ g%
@@

Andlogamente, para el proceso 2 — 3 resulta

% r(as) . J’z dr
Syey = - =] ¢ ==
23 : an . PT

T,

=c¢, In—== —-40,40J.mol™*-K™!, (10)

P
2

9
|
!
|
E

pues

. dq Js
; =—) =T|— (i1
, € (ar), (ar),
y ¢, = 5R/2.
Por dltimo,

1 (ds ' /ov 1 dp
K (—) dT=—J (—)dp=-j R o
3 J.:; or 4 3 ar 3 P

—RIn2= —1616J.-mol™!-K1, (12)
P

habiéndose hecho uso de la relacién de Maxwell

ds dv
Gﬂf‘&ﬂ; 15

Problema 74
Un mol de gas ideal (¢, = 3R/2) experimenta el Ci-
clo reversible de la figura, constituido por los si-
guientes procesos:
199 -

Ciclos termodinémicos. Méquinas térmicas



200

Solucion

1 —+ 2 expansion lineal entre los estados 1 (1 L/mol
6 atm) y 2 (2,5 L/mol, 1 atm), ’

2 - 3 compresion isobara hasta alcanzar el volu-
men inicial, y

3 -1 calentamiento isécoro hasta recuperar la
presion inicial.

AL

P

2

v

Calculese el rendimiento del ciclo y comparese
con el de un ciclo de Carnot operando entre las tem-
peraturas extremas que alcanza el gas al recorrer el
ciclo anterior*.

El rendimiento del ciclo se define mediante la expre-
sién

w

qubs

, (1)

n

donde g,,, es el calor absorbido y w el trabajo realizado
por un mol del gas ideal. El trabajo viene dado por el
drea del ciclo, asi que

1 _
w =3 (v = 0,)(Py ~ py) = 3,75 atm- L-mol~' (2

* Basado en ¢l articulo de R. H. Dickerson y J. Mottman
publicado cn Am. J. Phys. 62 (1994) 558.
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[
|

El valor de w coincide también con el balance total de
calor q durante la realizacién del ciclo, por lo que utili-
zaremos este hecho para calcular el calor durante el pro-
ceso de expansién lineal 1 - 2 como

Q1~2=q@ " Gau3— A3 =W~ Go3~ Q3= ()

En el proceso de compresién is6bara 2 —3 se des-
prende una cantidad de calor

c
Q23 = )Ty — T)= EP pav, — v)) =

—3,75 atm-L-mol}, 1G]

habiéndose hecho uso de la relacién de Mayer, ¢,—cy =R,
para calcular

C, Cy S
L=—4+1=-. 5
R R 2 ©)

Por otra parte, durante el proceso de calentamiento
isécoro se absorbe una cantidad de calor
@5y = €Ty = T5) =2 0,(py = p) =
=7,5atm-L .-mol™%. (6)
En consecuencia, por las ecs. (2), (3), (4) y (6),
q1~2=0. ()
Asi, uno estd tentado de escribir
4., = 93~ = 7,5 atm-L-mol ™}, (8)
con lo cual, de (1), (2) y (8) resulta
n = 0,50 = 50 %. 9)

Pero es evidente que el proceso 1 —+2 no es adiabdtico
y, aunque g, .., = 0, esto realmente significa que en parte
del proceso 1 — 2 sc absorbe una cantidad de calor que
luego se cede completamente en el resto del proceso.
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Este calor absorbido también debe tenerse en cuenta pa-
ra calcular el rendimiento del ciclo.
Durante el proceso lineal 1 — 2 se verifica

69 =06w+ du=pdv + ¢, dT (10)
y, como pv = RT, resulta
pdv + vdp = RdT, (11

con lo cual (10) se transforma en

C
6q=;§pdv+%vdp. (12)

Ademd4s, como el proceso es lineal,

d = 10
Yk L P Y, (13)
dv v, — v, 3
podemos escribir
dq dp\ ¢y
dv ()’p udt;) R

donde hemos introducido el indice adiabdtico 7 =
=c,/cy = 5/3 del gas ideal. Al comienzo del proceso
1 =2, es decir, en el estado 1, la ec. (14) se reduce a

8
(_q) =10 atm (15)
dv/,

y el gas absorbe calor. Al final del proceso, sin embargo,
se tiene que

dv

y el gas cede calor. De esta forma, si denotamos como
estado 4 aquel estado intermedio del proceso 1 —2 en
que se pasa de absorber a ceder calor, se cumple que

oq dp

9 < -, 2P 17
(dv), 0= vps v‘dv (0

100 problemas de Termodinémica

(@) - —10atm . (16)
2 .

que, junto con la ecuacién de la recta p = p, + (dp/dv)
(r — v,) conduce a los valores

Ps=3S5am y v,=175L/mol, (18)

es decir, el estado 4 es precisamente el estado intermedio
del proceso 1 — 2, tal y como ya cabia esperar a la vista
de (15) y (16) y del hecho de que Sg/dv variase lineal-
mente.

En el subproceso | —+4, el calor absorbido es

_ (6g/dv), + (6g/dv)s
2

(vs — v,) = 3,75 atm/L, (19)

1—-4

donde hemos tenido en cuenta que 3q/dv varfa lineal-
mente con v en este subproceso. (Alternativamente, tam-
bién puede calcularse como q,.s = Auy ., + W, _4.)

El rendimiento correcto es, pues,

w W
n=—=——=033=33%. (20
Qs T1-st Q31

b) Para calcular el rendimicnto de un ciclo de Car-
not que opere entre las temperaturas cxtremas del ciclo
quc acabamos de estudiar, hemos de determinar preci-
samente estas temperaturas. Es evidente que la tempera-
tura minima corresponde al estado 3, pero la mdxima
debe ser, en principio, la de un estado intermedio del
proceso 1 — 2 (llamémosle estado 5). Cuando T sca md-
xima, el producto pv también lo serd, verificdindose que

dp\ _ _Ps, )
(du)s s @h

Ahora bien, como esta derivada también debe scr igual
a (13), y el estado 5 cumple la ecuacién de la recta
p = p, + (dp/dv)(v — v,), podemos deducir que

ps=467atm y vs= 140 L/mol (22)

203
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M y Y como, ademds, el gas que sufre la expansién es ideal, M/

v
=1_P33

T =0,85=85% (23) T,=T, )
5 Psts

En la compresi6n reversible e isébara 2 — 3 se verifica
que, obviamente, es mayor que .

G2.3 =Ty — T) = ¢T3 — T), 3)
:‘P;t;ble";a }*gﬂ Waa3 = pl(US - DZ) = Pz("l - UZ)’ @)
de e I asf que
Obténgase la rt'al_acic'm (de Mayer) que existe entre Auy 3= (T, —T)) — ;jz(u, - v,). (5)
los calores especificos a presiéon y volumen constan-
te de un mol de gas ideal mediante la realizacion del Andlogamente, para el proceso reversible e isécoro
> g P p
siguiente ciclo: 3 — 1 podemos escribir
1 -2 expansién libre y adiabatica hasta alcanzar
un volumen dado, g3, = (T, — T3). (6)
2 - 3 compresion reversible e isébara hasta recu- . ) .
perar el volumen inicial, y Finalmente, teniendo en cuenta que para el ciclo com-
31 proceso reversible e isécoro. pleto se satisface
wy. =0, ™M
Solucién N
. Auy_, = c (T, — T,). (8)
En la figura se halla representado el ciclo que se des- 3wl ERRL T AS
cribe en el enunciado, correspondiendo la linea de trazo Finalmente, teniendo en cuenta que para el ciclo com-
discontinuo al proceso irreversible de expansién libre pleto se satisface
adiab4tica. En un proceso de estas caracteristicas se .
cumple ) Auy ., + Buy_ 3+ Auy,, =0 9)
= = = 1 s . .
Gz = Wiey = Auy; =0 O y en virtud de las expresiones (1), (5) y (8), se tiene que
4 (T3 = Tylc, — ¢) = Palvy = v3) (10)
el N

\ Haciendo ahora uso de la ecuacién de estado del gas
\ ' ideal resulta

TN Py(v; = v)) = R(T5 — Ty) (11)
‘\\ . y, por comparacién de (10) y (11), se deduce
. “«—— === 3 ¢, —cv=R, (12)
_—
v que constituye la relacién de Mayer.
204 205
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Problema 76

Solucién
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Cierta cantidad de cloro (¢, = 0,205 atm -L-mol~!.
-K~') describe el ciclo reversible de la figura, que
consta de las siguientes etapas:

1 - 2 expansion isobara a 10 atm hasta una tem-
peratura de 473 K

2 —» 3 expansion isoterma hasta una presion de
4 atm

3 - 4 enfriamiento isdcoro hasta una presion de
2 atm

4 — 1 compresién isoterma.

Suponiendo que el cloro satisface la ecuacion de
Van der Waals

a
(p+F)(v— b) = RT

con a = 6,493 atm -L-mol -2y b = 0,06622 L/mol, cal-
culese para cada una de las etapas la variacion de
energia interna molar, el trabajo y el calor desarro-
llados. Hallese también el rendimiento del ciclo.

Comenzaremos expresando en forma de tabla las va-
riables conocidas de los estados 1 a 4 y evaluando a partir

100 problemas de Termodindmica

.

de la ecuacién de Van der Waals las variables desconoci-
das. En primer lugar, determinaremos el volumen v, rees-
cribiendo la ecuacién de Van der Waals en la forma

RT

v= St +b M
Estado p (atm) v (L/mol) T(K)
1 10 ? T,
2 10 ? 473
3 4 ? 473
4 2 v, ?

e iterando a partir del valor
RT.
p{h = —2 = 3,88 L/mol. @
P2
Sc obtienen asf las aproximaciones
RT,
0(2) B e i
- p2t a/["(zn]z
WP = __RTZ_
p; + a/[v§]?
 RT,
P2 + af[v])?

b = 3,78 L/mol (3)

+ b = 3,77 L/mol @)

@) —
2

+ b= 3,77 L/mol. (5)
Y andlogamente se obtiene
v; = 9,59 L/mol. ()

Acerca del estado 4 conocemos p, ¥ Vs = V3, con lo
que podemos obtener directamente la temperatura

T, = 241 K.

)
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Solucion

Por ultimo, del estado 1 conocemos p, y T, = Ta, ¥
aplicando el procedimiento iterativo calculamos

v, = 1,61 L/mol. @®)

Una vez tenemos determinadas las variables termodi-
ndmicas de los estados 1 a 4, estamos en condiciones de
evaluar las magnitudes del ciclo que nos solicitan. En
particular, si consideramos la energfa interna molar del
gas como una funcién de la temperatura y el volumen,
podemos escribir

du ou
=(— += 5 &)
du (6T),dr (6v>rdv

La primera derivada parcial coincide con el calor mo-
lar a volumen constante ¢, y la segunda puede calcularse
a partir de la ecuacién que conecta el primer y segundo
principios de la Termodindmica como

Ju dp R a
G, =)= rime e

de modo que la ec. (9) queda

du = ¢, dT + 5 dv. (11)
v

Otra expresi6n interesante es la del trabajo elemental

RT a
6w=pdv=(va—v—2)dv, (12)

que puede integrarse directamente tanto en procesos is6-
baros como isotermos. Con las expresiones (11) y (12), el
calor elemental se determinard haciendo uso del primer
principio. Las variaciones de energia interna, el trabajo
y ¢l calor en cada una de las etapas se muestran en las
tablas siguicntes:
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By
|
~
S
<
+
Pt FYE-) - QDI
- g 111 =~ L
«| ! e v sl
=& = [ £
S—" e~ ~ ~
S o Q [
|
“~
=
|
&
=X
Q
— N
-] S - £
| |
- -l =
~ Nloat ~—~
a 51 S
z " + o
K o |0 )
E [ [
Fyl By By By
£ =
> ~
4 L4
‘ =
- s
|
o N —
s L3 =18
] | | |
3l < D
b~ ES S
| [ < !
=
<
ES
Q
g ~ ) - -
S t t 1 1
L] ~ ) ~

Ciclos termodinémicos. Méquinas térmicas



g Problema 77

210

Au W q
Etapa (atm-L-mol™!) (alm~L-mol“) (atm-L-mol™ ")
i 52 49,87 21,60 7147
2-3 1,05 34,06 35.11
34 —47,56 0 —47,56
41 -1336 11,99 8,63

Au w q
Etapa (J/mol) (J/mol) (J/mol)
1-2 5.052 2.188 7.240
23 106 3.450 3.556
354 —4818 0 —4.3818
41 —-340 1.214 874

Finalmente, el rendimiento del ciclo se calcula como
el cociente entre el trabajo obtenido durante la r.eallza-
ci6n del mismo y el calor total absorbido, es decir,

w Wiagtwy gt wi g+ Wer

n=—=

ope Gy—-2 T 42031 Qo
= 0,587 = 58,7 %. )

Deduzcase la ecuacion (de Kelvin) que expresa _Ia
influencia de la tensién superficial sobre la presion
de vapor de una gota liquida de radio r me.dlante la
realizacion del siguiente ciclo reversible. e isotermo
{a la temperatura T) sugerido por Palacios*:

1 2 vaporizacion a la presién p° de una masa
elemental dm de la superficie libre de la gota,

2 -3 compresién isoterma del vapor formado
hasta alcanzar la presién p,

* J. Palacios, Termodindmica y Mecdnica Estadfstica, Espasa-
Calpe, Madrid, 1958.

100 problemas de Termodinémica
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3 — 4 condensacién del vapor sobre la gota,
) 4 — 1 paso de liquido de la gota a la superficie
libre hasta restablecer el radio primitivo.

Considérese comportamiento ideal para la fase
vapor.

Cuando un sistema termodindmico realiza un ciclo
poniendo en juego cl trabajo W y el calor 5Q, de acuer-
do con el primer principio, debe verificarse

6Wciclo = 5Qciclo' (l)

En el caso particular de que el ciclo descrito sea rever-
sible e isotermo, el segundo principio exige

OWo = 6Qiao = 0. @
Los trabajos realizados en la vaporizaci6n del liquido
Y en la condensacién del vapor son practicamente igua-
les pero de signo opuesto
W, ., = — Wi, (3
por lo que la ec. (2) permite escribir entonces que

Wy, = —8W,_,. @)

Considerando el vapor como gas ideal

2 2
5w3*2=j pdv = -J Vidp=
3 3
=9 et M vap= - R e ()
Mo LTPT T MY

donde M es la masa molecular de la sustancia.

P 4

Solucion

21
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Por otra parte, al condensar el vapor sobre la gota,
ésta experimenta un aumento de radio dr tal que

4nrdr

v

=dm, . (6)

siendo v el volumen especifico del liquido.
Finalmente, 6W,_,, viene dado por la expresién

2
éW,., = —ydA = y8nrdr = 27 am, ™
r

as{ que al combinar las ecs. (4), (5) y (7) resulta

2yoM
=p ; 8
P=Pp €xp ( RTr )

que es la ecuacién de Kelvin.

Un gas ideal diatémico (y = 1,4) experimenta un
proceso ciclico reversible cuya representacion en un
diagrama p-V (donde la presién se mifie en atmos-
feras y el volumen en litros) es una circunferencia
de radio 0,5 y centro en el punto de coordenaf:ias
(1, 1). Calculese el rendimiento del ciclo y compare-
se con el de un ciclo de Carnot que opere entre las

mismas temperaturas extremas.

El rendimiento del ciclo se calcula mediante el _cocien-
te entre el trabajo desarrollado y el calor absorbido du-
rante su realizacién

o )

100 problemas de Termodindmica
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donde
W=n 0,52 =0,785 atm- L. )

Para calcular Q,,, es necesario conocer previamente
los puntos del ciclo entre los que se absorbe calor. Lla-
memos 1 y 2 a aquellos que corresponden a valores ex-
tremos del producto pV, es decir, los de la interseccién
de la circunferencia con la bisectriz p=V, y sean 3 y 4
los puntos de volimenes extremos. De la observaci6n de
la figura podemos asegurar que se absorbe calor desde
un punto 6 situado entre 2 y 4, hasta otro 5 que se halla
entre 1 y 3. Los puntos 5 y 6 vienen dados por la con-
dicién -

00 =dU + 6W=nc, dT + pdV =

o

[
=-25dv+ < vdp =0, 3
RP g Vdr ?3)

A

v

donde se ha empleado la ecuacién de Clapeyron para
escribir

pdV + Vdp = nRdT. 4)
La condicién (3) implica que
dp p
che 5
v 'V G)

donde y = ¢, /cy.
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Ademds, los puntos 5 y 6 verifican la ecuacién de la
circunferencia

(p=1)*+(V-1?=0,5% ©)
de la que, por diferenciacién, se deduce

: d__Vv-1 )
b dv p—1

Eliminando dp/dV de las ecs. (5) y (7) resulta

pBa2 - ®

o bien, por (6),

T 144/025 — (V- 1)? v—-1
v L ( )=i = )
v Jo2s — (v—1?

Haciendo uso del cambio de variable x = V — 1 y ope-
rando la ec. (9) se transforma en

0,16x* — 0,8x> + 2,68x* + 0,7x — 0,3675 = 0, (10)

cuyas dos tnicas soluciones reales pueden obtenerse por
iteracién de Newton-Raphson, que se basa en la fé6rmula

F(x%)

8. . 11
o) (n

XD = & —

donde F(x) = 0,16x* — 0,8x> + 2,68x% + 0,7x — 0,3675
y F'(x) = dF/dx. Como una de las dos soluciones reales
est4 comprendida entre 0 y 1, utilizaremos como valor
inicial ' = 1. La tabla muestra los resultados parciales
obtenidos y pone de manifiesto que la solucién es
x = 0,2690.
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Ik=l k=2 k=3 k=4 k=5

b 1,0000 04483 02917 0,2695 0,2690
F(x™) 2,3725 04193 00460 0,0010 -68 x 107
F'(x™) 43000 26782 20752 11,9827 19806

F(x®/F(x*)] 0,5517 0,1566 00221 0,0005 =34 x 107
La otra solucién estd comprendida entre —1y 0, de-
duciéndose para ella el valor x = —0,4756. Estas solu-
ciones nos permiten obtener
Vs =12609L y V,=0,524L, (12)
con lo que de (6) resultan
ps=142atm y pg=0845atm. (13)
Los valores p = 0,578 atm para V=1269 L y p=
= 1,150 atm para V = 0,524 L no son soluciones vélidas
segin se deduce de la figura pues

Py=ps=1latm , V,=15L y V,=05L. (14)

Calcularemos ahora el calor absorbido por el gas al
pasar de 6 a S. De acuerdo con (3) y (7) podemos escribir

S /¢ ¢y dp
(o) =J. (—pp-i-—V—— dv=
. b Jo\R" R dV

s v—1
- C_vp_f'iv——>dv (19)
6 \R R p—1
y despejando p de (6) resulta

= ¢ CP 2
Qupe = | [—(1- 025 - (V- 19+
6 R

$Ly L ]dv+
R 025 — (V— 1)?
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+ o/ T \/_—-\—— _ as temperaturas extremas del ciclo corresponden a
-J.‘ [R @ 025 -(v-1) #0s puntos 2 y 1, ya que en ellos el producto pV es ex-
MAremo y, en virtud de la ecuacién de Clapeyron, T tam-

c; V-1 bi¢n lo es. Como la ecuacién de la bisectriz es p = V, al
-— V—-——]dv (16) £xigir esta condicién en la ecuacién de la circunferencia
R 0,25 — (v—1)? A6) se obtienen
Efectuando un cambio de variable e integrando por par- py =1354atm , V,=1354L (21)
tes se deduce que P, =0646atm y V,=0646L, 22)
c P 171 v—1 pr=on lo que
0. =|2V-2 v /025—(Vv-1)*—~ (- arcsen—— )+
R R 4\2 0,5 T, PV,
Ne=1—-——=—=1-—"-+=0772=1772%, (23)
T, Y
" 1 (2 V- l)]°-’ +
- sen { 2 arcsen .
4 05 /Jo.sze donde se ha empleado la ecuacién de Clapeyron.
C cv l l V— 1 + B oL e
+ |2 v+= v /0,25—(V-1)*+-{ - arcsen —— m
R R 4\2 0,5 . biet
) V- 1\T-269 Un alambre metdlico, que posee una longitud Ly
+ - sen [ 2 arcsen )] . 17 seccion A a la temperatura Ty tension t, se somete
4 0,5 .5 al ciclo infinitesimal de la figura:
1\ 2(T, 1+ 67) 3(T+ 48T, t+61)
Finalmente, considerando que, en virtud de la relacion T >
de Mayer,
1 I
S__? y W (18)
R y-1 R y-—-1
resulta
0,,, = 14,020 atm-L + 19,404 atm-L = 1(T. )
=33424 atm-L. (19) >

De esta forma, las ecs. (1), (2) y (22) permiten deducir 1 — 2 traccién isoterma

2 — 3 dilatacion a traccidn constante
n = 0,0205 = 2,05 %. (20) 3 — 1 contracci6n adiabética.
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Solucion

Demuéstrese la siguiente relacion entre los modu-
los de Young isotermo Y;y adiabatico Ys del alambre

donde /, es el coeficiente de dilatacién lineal a ten-
sidn constante, c, el calor especifico a tension cons-
tante y p la densidad del alambre.

Si llamamos dL;, dL, y dLs a las variaciones de lon-
gitud que sufre el alambre en cada uno de los tres pro-
cesos, se verifica

dLy + dL + dLg = 0. (1

Del mismo modo, las variaciones de tensién y tempera-
tura en estos procesos cumplen

dty + dt° + dtg = 0= dtg = —dzr (2)
dT2 + dT, + dTs = 0— dTs = —d7. (3)

Utilizando las definiciones de Y, Ys y ¢, y las ecs. 2)
y (3), las variaciones de longitud pueden expresarse en la
forma

L
=—dt, = ——dz )
dLr AY, drr AYr s
dL, = LA, dT,= — L2 dTs &)
L,
dLg = 275 drg, (6)

con lo que (1) se transforma en

T, ar
LR L‘=—Aa,(——). (N
S

100 problemas de Termodindmica

Para evaluar la derivada parcial que aparece en (7), con-
sidcramos la entropia como una funcién de la tempera-
tura y de la tensién del alambre y escribimos

<1s—(§)dr+9‘E so=C T (B g s
or ). 5:) =Gt dn @

donde se ha tenido en cuenta la definicién de la capaci-
dad calorifica a tensién constante, C,, y se ha hecho uso
de una relacién de Maxwell.

Exigiendo ahora dS = 0 en (8) resulta

T LT,
=)= ©)
/s Cr

con lo cual la ec. (7) da lugar a

1 1 ALTA? TA

(10)
YT YS C: PC,

pues ALp = m es la masa del alambre y C,/m =c, su

calor especifico.

En el modelo de Born para el estudio de la inter-
accion ion-disolvente se considera que el ion estd
bien representado por una esfera cargada de radio
r, mientras que el disolvente se identifica con un
continuo cuya constante dieléctrica es ¢,. De esta for-
ma, la interaccion ion-disolvente se supone de na-
turaleza puramente electrostatica. El modelo de
Born sugiere un proceso mental para el calculo de
la variacion de entalpia libre asociada a la transfe-
rencia de un ion desde el vacio al disolvente a tem-
peratura y presidn constantes. Dicho proceso se ba-
sa en el siguiente ciclo termodindmico reversible:
1) la esfera cargada se considera en el vacio y se le

Problema 80
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priva de su carga, 2) la esfera descargada se intro-
duce en el continuo, 3) se restablece la carga de la
esfera en su valor original, y 4) se transfiere la esfera
desde el continuo al vacio. Estimese la variacion de
entalpia libre AG,_, para el proceso de transferencia
de un ion desde el vacio al disolvente.

Cuando un sistema termodindmico describe un ciclo
reversible e isotermo, el trabajo total es nulo en virtud
del primer y segundo principios de la Termodindmica.
Por lo tanto,

fj W, =0. (1)

i=1

Evaluemos, pues, los trabajos correspondientes_ a cada
uno de los cuatro procesos que integran el ciclo que
describe el sistema constituido por el ion, el campo eléc-
trico creado por éste y el disolvente. .

1) Si denotamos por z el nimero de carga flel iony
por e la carga eléctrica fundamental, la carga del ion es ze.
La descarga del ion en el vacio proporciona un trabajo

0
W, = —J #q)da, @

donde el signo menos se introduce para sa!i§faccr el cri-
terio termodindmico de signos para el trabajo. En l_a ec.
(2), ¢lg) es el potencial eléctrico sobre la superficie de
una esfera de radio r y carga g en el vacio, de modo que
este trabajo resulta

0 1 (ze)?
W, =- LI F L 3)
e dmeg r 8ne, 1

donde ¢, es la permitividad eléctrica del vacfo.

100 problemas de Termodindmica

2) Este proceso no implica la realizacién de trabajo,
pues, de acuerdo con el modelo de Born, la tnica inter-
accién a considerar es la electrost4tica. En consecuencia,

W, =0. )
3) Para restablecer la carga de la esfera a su valor

original cuando estd inmersa en un continuo de constan-
te dieléctrica ¢, es necesario realizar un trabajo

ze se l q
W3=—'f ¢(q)dq=—j ~dg=
o

. o 4mege, r

1 (ze)? )
8neee, T
4) Teniendo en cuenta que en un proceso reversible
que tiene lugar a temperatura y presién constantes el
trabajo neto realizado sobre el sistema coincide con el
incremento de entalpia libre del mismo, resulta

-W, = AG,_,. 6)

De la consideracién de las ecs. (1)-(6), se deduce que

2
AG,_‘ = L @ (1 - ._l_) )]

8me, r g,

Ahora bien, para cualquier medio material, ¢, > 1 (pa-
ra el agua &, = 80), con lo cual siempre se tiene que
AG;_4 < 0, es decir, los iones son m4s estables en el seno
de un disolvente que en el vacio, debiendo entenderse
esta afirmacién en el sentido de que prefieren participar
en interacciones con el disolvente a permanecer en el
vacio.

Ciclos termodinémicos. Méquinas térmicas



El cero absoluto es inaccesible, pero jcudndo po-
demos considerar que estamos cerca del mismo? (A
10 K? ;A 1K? ;A1 mK?

Sabemos por los problemas 3 y 71 que si definié-
semos una escala logaritmica de temperaturas, 0 K
seria equivalente a — ¢ grados en la escala logarit-
mica y siempre considerariamos que estamos lejos
de dicho valor infinito. Ciertamente, para decir si es-
tamos cerca o lejos del cero absoluto, debemos pen-
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sar mds en términos fisicos y estudiar una propie-
dad fisica en funcién de una variable adimensional
que incorpore la temperatura.

Por ejemplo, el calor molar a volumen constante
de los metales a temperatura ambiente es del orden
de 3R (ley de Dulong-Petit) y el tercer principio exige
que esta magnitud tienda a cero cuando 7T— 0 K. Lo
que evidentemente no dice este principio es si debe
comenzar a tender a cero a 10 K, 1 K o 1 mK. De
hecho, distintas sustancias presentan curvas oM
distintas, como se muestra en la figura anterior. Es-
tas curvas se analizan, sin embargo, mas facilmente
en la forma (véase el problema 35)*

30/T
cy= 3R[4ﬂ@m = ee—”:?]'

donde
3™ y
=— | —d
D(x)_x,J;e,_1 14

es la funcién de Debye y © es la temperatura de
Debye, cuyo valor para las sustancias anteriores es
© =150 K, @0 = 1860 K, @y = 1-160 K ¥
©,10mo = 96 K. A bajas temperaturas T« ©, el calor
molar a volumen constante sigue la ley T° de Debye

be

122*R T*
5 ©%

~

Cy ™

A partir de la grafica siguiente disclutase qué tem-
peratura podria considerarse «préxima» al cero ab-
soluto para las sustancias anteriores.

* En el caso del benceno, el cocficiente de esta ecuacién no es
3R sino 6R.

100 problemas de Termodindmica
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Dado que c,(T) sigue la ley T3 de Debye cuando
T « ©, podriamos pensar en términos cuantitativos que
estamos cerca del cero absoluto si la ley T se sigue con
un error menor del 1 %. La gréfica de ¢, /3R en funcién
de T/© muestra que esto ocurre aproximadamente cuan-
do 7/© = 0,1. Dirfamos entonces que T es «préxima» al
cero absoluto a 15 K en el caso del benceno, 186 K en
el caso del grafito, 116 K en el caso del berilio y 9,6 K
en el caso del plomo*.

De forma similar analizariamos otros sistemas (gases
de electrones, sistemas de spines...) definiendo variables
adimensionales (como kT/e, en el caso del gas de elec-
trones, siendo k la constante de Boltzmann y & la
energia de Fermi) y viendo la dependencia funcional de
la capacidad calorffica en dicha variable adimensional.
(Véanse, por ejemplo, los problemas 82-86.)

Cabe decir, no obstante, que el criterio anterior para
definir la proximidad a 0 K tampoco es completamente

* El grafito no sigue la ley T? de Debye porque su cstructura
cristalina estd formada por capas bidimensionales superpucstas.
Resulta entonces una ley T2 Del mismo modo, Se y Tc forman
cristales por disposicién paralela de cadenas (monodimensionales)
y sigucn una ley T a bajas temperaturas.

Solucién
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satisfactorio, pues se basa en la Fisica que conocemos y
en las leyes limite de esta Fisica a bajas temperaturas.
Nada nos dice, sin embargo, que no podamos encontrar
otros fenémenos nuevos no recogidos en nuestras curvas
teéricas c,(T) cuando vamos a temperaturas mds bajas.
Tal fue el caso, por ejemplo, de la superconductividad.
De hecho, los datos del calor molar del plomo corres-
ponden al estado normal, pero el plomo puede encon-
trarse también en estado superconductor por debajo de
los 7 K.

La entropia de un sistema de N osciladores armo-
nicos cuanticos de frecuencia angular w estd dada
por la expresion

s (e 4 D s+ 2) -
- [(Nﬁw 5) (Nﬁw 2
U 1 U 1
B (Nﬁw - E)In (tho B 5)]l

1 1
U= Nﬁw(;*rgﬁ)

es la energia interna del sistema, /i la constante re-
ducida de Planck y k la constante de Boltzmann.

a) Demuéstrese que la entropia de este s-istema
verifica el tercer principio de la Termodinamica.

b) Calculese la capacidad calorifica a volumen
constante y hallese su valor limite cuando T—0 K.

donde

a) Cuando T — 0 K la energfa del sistema vale 4
Nhw
Ifm U=Uyg=——" (1)
T—0K 2

100 problemas de Termodindmica

En términos de U,, la entropia se puede cxpresar asi
1/U 1/U
S=Nkszl—+1|In|z|—+1}]|-
2\U, 2\U,
1/U 1fU
—=z|—-1])In|z{—-1 2)
2\U, 2\U,

y cuando T — 0 K resulta

. 1/U 1/ U

lim S= Nk Ifim {—=(——-1]In|=|— -1 =
T—0K U=Uo 2\U, 2\U,

= — Nk lim { ————2=). 3)
v-ve | ([ Y _,
2\U,

Como el limite de la expresién anterior es del tipo
oo/, la aplicacién de la regla de L'Héopital conduce a

Nk U
Ifm §=-—"lim (——1)=0, 4)

T—0K U—Uo 0

es decir, la entropfa cumple el tercer principio de la Ter-
modindmica.

b) La entropfa de este sistema no presenta depen-
dencia con el volumen, de modo que

hw hw/kT
du o \krr) ¢
C, = T Nhw —-(chw/kf s (5)

y en el limite T— 0 K resulta

Nitw? (yn?
lim C, = WhoAT (6)
T—0K T~ ©

Misceldanea
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Dado que este limite también es de| tipo o0/c0, apli-
caremos de nuevo la regla de L’H®épital sobre la variable
1{T, resultando

N’Z ¢
tm Cp= oy 2D

T-0K 1/T=ew ’I_CU

=0. 7

elr(u/k‘l'

Por lo tanto, la expresién de C,, también es consistente
con el tercer principio.

El potencial de Helmholtz de un sistema de N spi-
nes dispuestos sobre un arlillo de longitud L es

F= — NKT In (e”*7 + e ~*7),

donde k es la constante de Boltzmann y J es Ila
energia de interaccién entre spines (que no depende
de T).

a) Hallese la entropia del sistema y calculense
sus valores limites a temperaturas muy altas y cuan-
do Ttiende a 0 K. i

b) Obténganse las expresiones de la energia
interna y de la capacidad calorifica a L constante' C_L.
Represéntese C/kN frente a kT/Jy calculese su limi-
te cuando T tiende a 0 K.

a) Dado que el sistema estd bien determinadg por
las variables temperatura y longitud, que son variables
naturales del potencial de Helmholtz, su entropfa puede
determinarse a partir de la expresién

- _(3_"") _ (1)
8T/,

100 problemas de Termodinémica

En efecto, teniendo en cuenta que J no depende de T,
resulta

e J KT _ oIk
S = Nk [ln Ee"T +e )= E- /T 1 e—Jlk:‘]' @

Cuando kT/J > 1 (limite de altas temperaturas) la ec.
(2) se reduce a

S = Nkin2. &)

Cuando T — 0 K, resulta

J J
Ifim S =Nk lim (———)=0 ()]
T—0K r=ox \KT kT

y el sistema verifica el tercer principio de la Termodind-
mica.

b) La energfa interna se obtiene a partir de la defi-
nicién de F como

e/KT — o= JNT

U=F+TS=-Nl =i )

Asfi, 1a capacidad calorifica a L constante es

ou 2J[kT z
C.= (E;)L = Nk (e"""T + e—J/kT) Y ©)

cuya representacién aparece en la figura.
Obsérvese que en el cero absoluto se cumple

INJ? yn?
lim C,= lim (;2/"% =0 M

T-0K 1T—©

tal y como cabfa esperar.
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a) Sabiendo que cuando u>» 1, ,\/\f

M os_lvrlnllrl-'ﬁ—rj-—rﬁ - —
4 F 3 '
0 . ] Fin) ~ it [1+i(1+1)j+,,_ s
C ] / G+ 1M 6n?
03 [ J
g F ]
s C 4 hallese la dependencia del potencial quimico con T
02 9 a bajas temperaturas. (Introduzcase la energia de
C ] Fermi ¢ como el limite de u cuanto T-0 K\)
o1 F 3 b) Obténgase la expresion de la entropia del sis-
- ] tema y verifiquese que satisface el tercer principio.
o_o-1‘11(111‘111111!11111(11 l
00 1,0 2,0 3,0 4,0 5.0
kTN Solucion
3 a) A bajas temperaturas (7 > 1) la ecuacién que nos
Problema 84 da implicitamente el potencial quimico p en funcién de
Ty Vse reduce a
El potencial de Helmholtz de un gas de N electro-
nes (gas de Fermi) a la temperatura T es ’ N 312 n?
9 ) P 13____1,“2(’1)%’1 l+ogt] )
v (3/2)! 8y
Fo(n)
F= NKT|n-— '
Fraln) Teniendo en cuenta que n = p/kT y despejando p se ob-
tiene
donde n = wkT, siendo k la constante de Boltzmann
y u el potencial quimico. Este ultimo viene dado en 3, N3
funcién de la temperatura Ty el volumen V por kTA? [5 ! V]
N M= 2 =~
=132— 1+=—+ -
Y. (o)
siendo i = hA/2nmkT la longitud de onda térmica .3 | N3 n?
asociada a los electrones y m la masa del electron. ~ kTA 507 1- ——12"2 + e ). )]
En estas expresiones
1 xldx Cuando T — 0 K, la energia de Fermi es
Fim) =4 f P
FJo € 3 |N 2/3
g-= lim = kT‘.z = | B 3
es la integral de Fermi de orden j. F T=0K a : [2 ' Vj\ i
230 231
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M asf que la ec. (2) queda en la forma

i
w2272
BRE 1——+ )z _EET v B
F( 1242 ‘F(‘ ozt @

donde se ha tomado en consideracién que n = &/KT.
b) Como

dF = —SdT - pdv &)

la entropia se puede obtener a partir de la expresién

oF
=—-({—), 6
s (ar)y ©
resultando

Fy,(n)
S=—Nk ——’&—]—
['I F 1/1(’7)

- _Fys(n)F,5(m) — F5,()F —1/2('7)] (@) » (7)
NkT[l F1/2('7)2 aT/,

donde se ha hecho uso de la expresién

dF,(n) _xdx _1 ® HerTTdx
dr; e+ 1 o "+ 1)

x © 1 o yi=1dx _
- —I[e“'+ l]o - L e+ 1

= - l(”)' . . (8)

La derivada (3n/dT), se obtiene a partir de (1) y (8)
como

31 _N on
3N AN )
27t v Pl (ar)y

232
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" pues A = h/./2nmkT. De (9) resulta

(ﬁ) - _ z(’l) (10)
or/, ZTF_m(n)

con lo que la entropfa (7) queda

()

S= —Nkn+= Nk—”2—~ (1)
2 Fm
El limite de la ec. (11) cuando T— 0 K vale
5
s12 [
5" / 2 !
im S=Nk lim | —n+= ==
T—=0K T-=0K 2 n:s/z = |
2
= Nk Y¥m (—n+n)=0, (12)
T-0K

asi que la entropfa del gas de Fermi satisface el tercer
principio.

a) Haciendo uso de la expresion del potencial de
Helmholtz del problema anterior, demuéstrese que
la ecuacion de estado del gas de electrones es

_NTED
P=V F,m

b) Hallense las expresiones de los coeficientes

de compresibilidad isoterma k; y de dilatacién iso-
bara a, y verifiquese que

o
li 3 1 li 0
im ky=——— y lim ¢,=0.
T-0K 5 lim p r-.oxap
70K

robtema 85}
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¢) Compruébese que

4 S
lim (—-§) =0 y lIim (a—) = 0.
r-ox \OV/7 =0k \OP/r
d) Demuéstrese que

lim C,=0 y lim C,=0.

T-0K T—0K

a) La ecuacién de estado puede obtenerse como
oF
=-|— 1
p (av), (1

- , (2

o bien

siendo u = KTy el potencial quimico del gas. Cualquiera
de estos dos procedimientos da como resultado

_ NKT Fy(n)

3
14 F”z(’[’) ( )

p

b) La compresibilidad isoterma se define como

1/9
o=y @

de modo que, derivando implicitamente (3) respecto a p '

a T constante, resulta

_NKT  Fypln) _
v "TF,,0)

100 problemas de Termodinémica

Fl z(’i)Fuz('l) — F3/2(’1)F-”2'('"} (Pn) . (S
av), ©

- il E AR
NkT K-,-[ Fl/z(n)z

La derivada (31/8V)r se obtiene a partir de la ec. (1)
del problema anterior como

s N on
-4 Vi F_y ) v N 6

aﬂ) 1 F,,(m
— ey 7
(aV T VF-].,;('T) M

es decir,

con lo que de (5) se deduce

L _I__F - 172(1) . 8)

K =
T NKT F,n)

Si en la ec. (8) tomamos lfmites cuando T— 0 K, re-

sulta
1
1/2 [
If 1i 14 ! /2!
m ky= lim |— =
T-0K r-ok| NKT 3/2/2 |
n 2

Vv 3 3V 3 v
=1lim (—— )= lim (z—|=z=—- 9

r—ok \INKT 2n rox \2 Ni/ 2 Neg

Por otra parte, de la ec. (3) se deduce

5
"512/_ |
" i NkT 2
T-0K T-ok| V 3/2/2 |
L P

2N 2 Negg
= lim (MZ_")-_- lim (__.ﬂ)=___". (10)
-0k \ V 3 r-ox 3 V/ SV
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con lo que
3 1
lim kp==—. 11
T—0K T Iim p ( )
T-0K

En cuanto al coeficiente de dilatacién isobara

LoV _1(ov\ ) ap
v(ar), (ap) (ar)y =k (ar>y’ (12

teniendo en cuenta que, por (3),

(@) - N_k F 3[2(") +

oT/y VF uz('f)

N'kT Fuz('T)Fuz('l) 3]2('))F—|/z(ﬂ) _a_”_) (13)
V uz('l) or /y

y estando dada la derivada (6;1/67‘), por la ec. (10) del
problema anterior,

o,

(ﬂ) 3 Byl (14)
aT Jy 2T F_, ()
resulta
i Nk"r I:S F:/z('f) 3 Fl/z(") (15)
r 14 2 Flfz('T) 2 F—”z(")
cuyo limite cuando T -0 K es
Iim o, = I (16)
T=0K T=0K

¢) Considerando la ec. (12) y haciendo uso de una
relacién de Maxwell, resulta

100 problemas de Termodindmica

y asf

aS o,
=) = lim 2=0. 18
Ifm (6V>, lim 0 (18)

T-0K T-ok X1

De igual modo, utilizando otra relacién de Maxwell,

se obtiene
as
TV (ap) e
y
PNy
Ifm (—) = lim (-¢V)=0. (20)
r-0k \OP/1 120k

d) La energfa interna del gas de electrones se calcula
fdcilmente como

U=F+TS, (21)

ya que la expresién de F figura en el enunciado del pro-
blema anterior y S est4 dada por la ec. (11) del mismo
problema. El resultado es

(n)
NKT—’/’— (22)
UM
o bien, por (3),
3
=z 23
U=3pV. (23)

La capacidad calorifica a volumen constante vale

au 3 fop 3. ¢,
=—vV|—=|) =-v-5 24)
Cr = (ar) 2 (ar),, 2 Ky (
donde se ha tenido en cuenta la ec. (12). Si ahora em-
pleamos (15) resulta

_3 5 Fylm) _ 3 Fypl) :\ 25
Ce = 2 NK [2 Fipm) 2 F-”z('l) =

2317
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Ademds, hay atomos Y. Ahora bien, esta fase ordenada que /\/\f

oH 5 [V 5 5 . adopta la aleacion cuando la interaccion X-Y es

W LN i f bl is-

P (OT) p ( ) = 5 pVe, = 3 picyCy. (26) atractiva, aunque es favorable desde el punto de vis
p

2 ta energético, es desfavorable desde el punto de vis-
ta entrépico y puede ser inestable a temperaturas
elevadas (transicién de fase orden-desorden).

5 Introduciendo un parametro de orden w relaciona-
H=U+pV==pV. (27) do con la probabilidad de que los primeros vecinos

2 sean de tipo distinto al dtomo central (w =0 en la
fase desordenada y w =1 en la ordenada), la ener-
gia interna molar y la entropia molar del sistema se
pueden expresar como

P

pues

A bajas temperaturas se satisface (11) y también

jpul 3 hal (2 )

2F, 00 2F_,m T\ T 2 R
_”(Hf_z )zn_z 28) s=5,— R+ In(1+ o) +{1-wn(1- ol
6n 35
' donde u, y a son constantes caracteristicas de la
cen Jor cual aleacion y s, = 2RIn 2.
C. ~C E N ”_z — n*Nk*T s n*Nk*T 29) a) Obténgase el parametro de orden, w,, corres-
g ¥ 3n 2u 2¢e¢ pondiente al estado de equilibrio de la aleacién a una
temperatura Ty volumen V dados. Represéntese w,
y se concluye que frente a T/T,, siendo T, la temperatura a la cual w, se
anula y tiene lugar la transicion orden-desorden.
lim C,= lim C,=0. (30) :
T=0K T—0R

Problema 86
En una aleacion metalica sélida de dos elementos
X e Y las posiciones de éstos vienen determinadas
por sus interacciones. Si la interaccion X-Y es atrac-
tiva, la aleacion suele adoptar una fase ordenada en
Ia? Hs tqdos !o_s POIELOS VECINGS {5 detzjlr,l ltt?s v;a/— b) Si f es el potencial de Helmholtz molar del
cinos mas proximos) de un atomo Xson de )l(p;z . sistema, represéntese (f— u)/a en funcion de TiT,
y viceversa. Pc'Jr.eI contrario, si la mte;accnon -Yes para las fases ordenada y desordenada.
repulsiva o débilmente atractiva, se orcr;nar:j reg,'f” c) Calculese el calor molar a volumen constante
nes donde sélo hay dtomos X y otras donde solo ¢, v represéntese c,/R frente a T/T,.
238
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Solucién

a) A temperatura y volumen constantes, el estado de
equilibrio del sistema queda determinado por la condi-
cién de minimo del potencial de Helmholtz. Teniendo en
cuenta que, por definicién,

f=u—Ts (1)
de las expresiones del enunciado se deduce

S=uy— aw® — T{sy — R[(1 + w)In(l + w) +
+(1 — w)In(l — w))- )
Asi, el valor del pardmetro .de orden correspondiente al

estado de equilibrio de la aleacién, w,, resulta de la con-
dicién df = 0 que, considerando la ec. (2), se traduce en

1+ w,
—2aw, + RTIn =0 3)
1- o,
o bien
RT 1|1+ o,
= 4
De 2alnl—w, @

La temperatura critica T, que marca la transicién
orden-desorden corresponde al valor w, = O en (4). Para
obtenerla debemos desarrollar en serie el logaritmo al-
rededor de w, = 0, con lo que

RT, RT,

Ay 2w, w, (w,«1) (5)
y concluimos que
a
T =—. 6
=R )

Para resolver la cc. (4) y obtener w, en funcién de T,
lo m4s conveniente es reescribirla despejando w, del ar-

100 problemas de Termodindmica

gumento del logaritmo, con lo que queda otra ecuacién
trascendente que involucra una tangente hiperb6lica

wa\ _ T,
w, = tgh (ﬁ) = tgh ( - ), M

cuya solucién puede conseguirse fdcilmente haciendo
uso de un método numérico iterativo. Para un valor de
T/T, cualquiera en el rango 0 < 7/T, < 1, estimamos un
valor de w, y lo sustituimos en la parte derecha de (7)
para obtener una nueva (y mejor) estimacién de w,. Por
ejemplo, para T/T.=0,5 y una primera estimacién
! = 0,5, se obtiene

(2) = toh e e tgh i, 0,7616
'? = ——}= — = g
e T\ T 05)

Las siguientes estimaciones de w, s¢ obtienen andloga-
mente como

o = st (CETN o (971) oo
e T\ )T Tos '

T, ]
o' = tgh (—T—') =tgh| ——

T
o = tgh ( (";)_T‘) = tgh ((%;ﬂ) =0,9573
!’ = tgh ( (':Tc) = tgh (9’90?—_:3) = 09575
o® = tgh (w(':Tt) = tgh ((E:)TS:—S) =09575
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Al repetirse el valor de w, (dentro de las cuatro cifras
significativas que estamos observando), podemos dar
por concluido el proceso iterativo. Procediendo de mo-
do andlogo se obtiene la tabla adjunta que se ha repre-
sentado en la figura. Evidentemente, w, = 0 para T = T..

T[T, . . TT ] W,

0,00 1,0000 0,80 0,7104
0,20 0,9999 - 0,90 0,5254
0,50 0,9575 0,95 03794
0,60 0,9073 0,99 0,1728
0,70 0,8286 1,00 0,0000

b) Teniendo en cuenta las expresiones (2) ¥ (6), resulta

I _

T
p; —wz—-;{ZInZ—[(l+w)ln(1+a’)+

<

+ (1 — w)In(l — w)]}, (8)

que puede ecmplearse para calcular (f — up)/a en la fase
ordenada (cstados de equilibrio) a una temperatura 7,
. sin mds que sustituir o por el valor de equilibrio @,
correspondiente a esa temperatura. Igualmente, la ec. (8)

242
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permite obtener los valores de (f — ug)/a en la fase de-
sordenada (w = 0), resultando

- u T
(f—;—°) = Tdm2 )

[

Obsérvese que estos valores de la fase desordenada sé6lo
corresponden a estados de equilibrio si T> T,

La figura muestra los valores de (f — uy)/a en las fases
ordenada y desordenada en funcién de T/7, . La linea de
trazo discontinuo son los estados de no equilibrio
(0 < 7/T. < 1) de la fase desordenada y, evidentemente,
estd situada por encima de la curva correspondiente a
los estados de equilibrio en este rango de temperatura
(fasc ordenada).

0,0.‘nlu1||11|1111||11I||||||

IREALS RARARRARE!

- uu)la
e
[V}

desorden

llltlllllllllllllIlllllll

U N T S T U WO W T N W VA T O 0 W W W (. Y O B

0,5 1.0 1.5 20 25
T,

|
»
o
=Y LA RAREE RRRA

c¢) El calor molar a volumen constante viene dado

por
_ (9% -7 as = ds dw, (10)
v =\or), aT)y  dw, dT
donde en el miembro de la derecha se han suprimido los

subindices que denotan volumen constante porque las
expresiones del enunciado ya aplican a dicha situacién.
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M Derivando la expresién s(w) del enunciado, habiendo s 2R, 2Ro;

foi : =S = ~3R.
sustituido previamente w por w,, resulta 1 1-ow; ( + “’_3> 2 »? (16)
= (4
3 e
ds 1+ w, 2RT e
= —RIn =—-—, (11)
dw, 1-o, T

Para T> T, w, =0y ¢y = 0. En la figura sc ha repre-
; sentad R en funcién de T/T,.
donde también se han tenido en cuenta las ecs. (3) y (6). YU By D !

Andlogamente, a partir de la expresién w,(7) dada por
(7), se obtiene

‘SO S S L B N B L LB B B
30 F —
dow, ,T, T.dw, T, F E
=|1-tegn2 (===} [T _ Zc , (12 = 3
dr [ ® (T)](Tdr 7‘2“") a2 : z
20 F 3
deduciéndose finalmente que %? E 3
) 2 orden desorden B
T, E E
d (1 - (Df ’T_z w, 1.0 'E_ E
- ———— (13) 3 E
1 (1 - a’f ; 0,0 1 I U I T W ) PSS W S Bt ]
. 00 0.5 10 15 20
La expresién de c, queda entonces L
T 2
a-od (3) o B
¢y = 2R — (14) TProblema 873
1-(-e)) 7

La grafica muestra una representacion esquema-
tica de la variacion con la temperatura del calor mo-
lar de un sodlido ferromagnético formado por ato-
2Ra)f (15) mos de spin 1/2. -Por encima de la temperatura
critica de transicion T, el sdlido presenta un com-

portamiento no ferromagnético en el que los dos

estados de spin atémico son igualmente probables

Como para T—+ T, w, —+ 0, resulta

~

oy &

l_l 2)5
(1-wd 3

; ; 1 i
y, teniendo en cuenta la ec. (7), se obtiene vy la entropia molar es
2Rw? So=RIn2(T2T,).
Cy =~ — 0)2 =~
1- - < arctghw, Determinese el valor maximo de ¢, {T).
e
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Como el enunciado nos indica que /\/-ﬁ
n
s(T)= 5o =RIn2 (6)
ferromagnético no ferromagnético resulta
Rin2 v
Cn.mnx=1_ln2_18’8j'm°l KL M
.2 T. g .:;Problet_na_é%,‘u
Solucién ’ Calculese la entropia absoluta del hierro liquido
Fe(l) a 300 K a partir de los siguientes datos para las
a) Elsegundo y tercer principios nos permiten expre- temperaturas y entalpias de transicién entre las di-
sar la entropfa molar del sistema a la temperatura T, versas formas alotropicas del hierro sélido y de la
como transicion de Feld) a Fe(l), asi como de sus calores
especificos a presion constante:
o= [ 2D (1)
()= 0=~ db Fela)— Fel) T, = 1.033K, AH, = 1,715 kJ/mol
douds Fe(f) —Fely) T, =1.180 K, AH, = 0,908 ki/mol
50)=0. 2
: Fe(y) — Fel(d) T.,=1.673K, AH_, = 0,628 kJ/mol
Teniendo en cuenta que ¢y = 0si 0 S T<T/2yque Y o (<]
el calor de la transicién es .mflo (cambio de fase de se- Fe(s) — Fell) T, = 1.808 K, AH, = 16,150 ki/mol
gundo orden) podemos escribir
e el T Te cT c,.=1{90T +0,3497% x 107°J.g""-K"", 0K< T<10K
s(n)=J- -ﬁdhf @BDar,  © .
o T 7.n K v 5 2 5 m & % @
donde cu_u-g-‘-x-‘\lo,oous 000243 00085 00075 00124 0028 0055 008
cu(T) = Cyt. g (ZZ - 1), 4) K o m % W s M s s
. cml.l-g"'-l(")l 0121 054 018 0216 0281 035 0406 080
yaqueenelintervalo T,/2 < T<T,la van'apién de c(T) .
f\oslf‘ T es lineal, y siendo c,, ,,, €l valor mdximo de cy(7). &= (0-1252 +0,532 X 10T+ 3,22;2 10 )J g K,
o2 1 . 273,15K < T < 1.033K
S(T‘) = CH.max J‘ P (E - ;) dr = CH.mlx (1 —In 2) (5)

T c,p=0779J-g7"-K™", 1.033K < T < 1.180K

246
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Solucién

c,,= (0,363 + 0,225 x 107°*T)J.g~'.K"?,

1.180K < T < 1.673K
C,;=0.772J.97"-K"",~ 1.673K < T < 1.808K

= 0,749J.g7'-K™", 1.808K < T < 3.008K

M = 55,847 g/mol.

Dado que la entropia absoluta del Fe(e) a O K es nula
por el tercer principio, la entropia (especifica) absoluta
del hierro liquido a 3.000 K puede calcularse como suma
de las variaciones de entropia por calentamiento y las
variaciones de entropia en las transiciones de fase

T AH Tu ¢
S=M( f’"—“dT+—”+J. 28 4T +
Tll T, T

o T
T T
+ % + ELI dr + A_I‘IQ + Eﬂ’ dT +
T T, T T3 r. T
A 3.000K
+ Ad,, + J . Setgr). 1
7‘!4 T T

Todos los términos que aparecen en (1) pueden eva-
luarse fAcilmente, a excepci6n del primero, que debe des-
componerse a su vez como

Tii c 10K c 273,15 K c
—’“—'dT=f ﬂdr+f —£2dT +
0 T 0 T 10K T
T, c
+j ps g @
273,15K T

La primera y la tercera integral se calculan mediante
integracién analitica de las expresiones de ¢, , que figu-

100 problemas de Termodindmica

ran en el enunciado para cada uno de estos rangos de
temperaturas. L2 segunda, si.n embargo, debe calcularse
mediante integracién numérica. Dado que las tempera-
turas de la tabla del enunciado no est4n igualmente es-
paciadas, lo més sencillo es realizar el cdlculo mediante
el método de los trapecios. Escribirfamos entonces

15K 15 ]
o j:ﬂ 1 g P z CouTivy) T, (T) -
10K T i=1 2(Ti+l -7

= 25,1387 -mol ! . K™}, 3)

donde T, = 10 K, T, = 273,15 K y el resto de valores
son los que figuran en la tabla del enunciado.

Los distintos términos de (1), en el orden que alli apa-
recen, asi como su suma, la entropfa absoluta del hierro
liquido a 3.000 K, resultan
§ = (67,625 + 1,660 + 5,788 + 0,769 + 13,272 +

+ 0,375 + 3,346 + 8,933 + 21,182)J-mol ™' - K™ =

= 122,95J-mol"!- KL @

a) Calculense los valores de Ah} y As;, a 25°Cy
1 atm, correspondientes a la reaccion

S(a) + O,(g) —+ SO,(g)

N g
(kJ/mol) | (J-mol*-K™)
S(a) 0 319
0,(g) 0 205
SO,(g) -297 248

a partir de los datos de la tabla.

problema 863
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Solucion

b) Hallese en las mismas condiciones de tempe-
ratura y presion los valores de Ah® y As® de la reac-
.. 4 e
cién

S(y) + 0,(g) — S0,(g)

sabiendo que la transicion

S(a) = S('}’)

ocurre a 368,6 K y tiene Ah; = 368 J/mol y As, =
= 1,004 J.-mol~'-K~". Considérese que los calores
molares a presién constante de estas dos formas
alotrépicas del azufre vienen dados, en el rango de
temperaturas de interés, por las expresiones

C,,,s(,,(J-mol”-K“) = 14,98 + 26,11 x 107°T
- -1 = -3
€, sl -moOI~1-K™1) = 14,98 + 29,08 x 107°T.

a) El cdlculo de los valores solicitados es inmediato,
pues

Ah;, = Ah} g, — Ah}, — Ahy g, = —297kJ/mol (1)

DS}, =850, — 85, ~ Shig = —1,1J-mol™* - K~ (2

ra

b) En este caso, sin embargo, necesitamos determi-
nar previamente los valores de Ah/g,, ¥ s,y Considera-
remos para ¢llo el siguiente esquema

AR?
S(x) (3686 K) ——> S(y) (368,6 K)

T AR 5@ T AR s
Sa) (298,15 K) S(7) (298,15 K)

100 problemas de Termodindmica

Teniendo en cuenta que en las etapas de calentamien-
to de 298,15 K a 368,6 K las variaciones de entalpfa son

368.6 368.6
298,15 298,15

asf como la relacién de cierre del ciclo

AR = by, + AlCg, = Abjg, = AR, “
resulta
368.6
Ahpg., = Ah}ml + Ah; + J. (€50~ €ps)dT=
298,15
368.6
=0+368+j (26,11 —29,08) x 10~ 3TdT =
298,15
=298 J/mol. (5
Anidlogamente,

368.6 _
S5y = Suy + AS) + Zpsar~ o g7 =
S(y) S(a) t
298,15

368,6

= 31,9 + 1,004 + J (26,11 —29,08) x 1073dT =

298,15

=327 -mol"!. K~ )

Ahora podemos evaluar las variaciones de entalpfa y
entropia en la reaccién

S(y) + O,(g) —~ SO,(g)

en la forma
Ah}, = Ak} o, — A%, — Ab% = —2973k]/mol (7)

As], = 530, — S, = Sy, = —103J-mol "KL (8)
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{Problema 90}

Solucién
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A 1 atm y temperatura comprendida entre 26°C y
100°C, el calor molar a presién constante del agua
liquida viene dado por la expresién

N =c+cT+cgT?

donde ¢,=90,179J-mol~'-K™", ¢,= —95,834 < 107>
J-mol '-K? y ¢;=155,503 x 10-J-mol-1-K"3.
También a 1 atm y temperaturas superiores a 100°C,
el calor molar a presion constante del vapor de agua
viene dado por la expresion

c(N=c,+¢T,

donde ¢, = 30,125J -mol~".K™'y ¢; = 11,297 x 107*
J-mol~'.K~2 Finalmente, el calor de vaporizacion a
100°Cy 1 atm es /, = 40,63kJ/mol y la entropia estandar
del agua liquida }(25°C, 1 atm) = 69,950 J-mol~" - K-
Con estos datos, calculense:

a) la entropia molar absoluta estandar del vapor
de agua s} a 120°C y 2 atm suponiendo que el vapor
de agua cumple la ecuacion de Van der Waals

(p+%)(v—b)=RT

con a= 5,464 atm-L2.mol -2y b = 0,03049L/mol; ¥

b) el potencial de Gibbs molar estandar de for-
macion del vapor de agua Ag} a 100°C y 1 atm con-
siderando que Ag; (25°C, 1 atm) = —273,19 kd/mol.

a) La entropia molar absoluta del agua liquida (a
1 atm) puede evaluarse en funcién de la temperatura en
la forma

T ’
(M = si(To) + J A0 a7 =

.
, T

= 5i(Ty) + [e. In— + T - T+ 2 (1% - Té)}- 1)
¥ 2

100 problemas de Termodinémica

siendo T, = 298,15 K. En particular, su valor a 100°C es
s; (373,15 K, 1 atm) = 86,883 J-mol™!'-K~'. (2

Teniendo en cuenta la variacién de entropia corres-
pondiente al proceso de vaporizacién del agua, la en-
tropia molar absoluta del vapor de agua a 100°C es

s5(373,15 K, 1 atm) = 5{(373,15 K, 1 atm) +

L
+ = =195,767J-mol ™! - K1, 3)
siendo T, = 373,15 K.

La entropia molar absoluta del vapor de agua (a 1
atm) en funcién de la temperatura es

. T 4
s =iy + [ Aler -
P T

=sT,) + [c,,ln ’I‘z + (T — T,)il- 4)

L3

Asfi resulta
s3(393,15 K, 1 atm) = 197,566 J-mol~! K7L (5)

Finalmente, para evaluar la variacién de entropfa de-
bida al cambio de presién (a 120°C), hacemos uso de
una relacién de Maxwell y la propiedad ciclica de las
derivadas parciales y escribimos

As3(393,15K) r " (as) d r " (a()) d
S § = —_ = — —_— =
’ I atm ap T P 1 aim aT P P
2 atm a a
)i GG
L am \OT/,\0Ov/1
vy ap vy R
L (32) a0 [ L a-

v,— b

b =5807J-mol™'-K™!, (6)

=RIn

vy —
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donde ¢, = 32,12 L/mol y v, = 15,99 L/mol, valores és-
tos que han sido obtenidos a partir de la ecuacién de
Van der Waals sustituyendo las constantes del vapor de
agua, la temperatura T =393,15 K y las presiones

p, = latmy p, = 2 atm, respectivamente. Sumando los
valores (5) y (6) queda

53(393,15 K, 2 atm) = 203,373 J-mol ™! - K~ ' (7)

b) El potencial de Gibbs estdndar de formacipn del
agua liquida a la temperatura T (y 1 atm) se obtiene, a
partir de la ec. (1) y la expresién

dg = —sdT (p constante), (8)
como

T
Ag|(T) = Ag)(To) — J. s(r)dT’ =

To

T
= Ag(T,) = sj(TNT — Tp) — ¢, T In — +

TO
+ [(Cl e+ 0_23 Toz>(7' - To) —
- 523 (T? - T2) - % (T3 - rg)]. ©)
Para T = 373,15 K resulta
Ag:(373,15 K) = —279,10 kJ/mol. (10)

El cambio de fase liquido-vapor no implica variaci.én
alguna del potencial de Gibbs, por lo que (10) también

representa ¢l potencial de Gibbs estdndar de formacién
del vapor de agua a 100°C, es decir,

Ag(373,15 K) = —279,10 kJ/mol. (11)

100 problemas de Termodinédmica

La regla empirica de Trouton establece que, aun-
que las temperaturas de el_)ulll'c_lon normal T, y los
calores molares de vaporizacion I, pueden variar
mucho de una sustancia a otra, el cociente /,/T, va-
ria mucho menosy es del orden de 88 J-mol~!.K"!
para la mayoria de ellas, tal y como se muestra en
la tabla siguiente.

1./,
Sustancia Férmula  T,(K) I, (kd/mol) (J-mol""-K"")
Piridina CgHgN 388 36,3 94
Anilina CgH,N 458 42,8 93
Acetona C,HeO 329 30,4 92
Cloroformo CHCI, 334 29,4 88
Benceno CgHe 353 30,7 87
Dietil éter C.H,00 308 26,5 86
Tetracloruro
de carbono CCl, 350 30,0 86
Acido clorhidrico HCI 118 16,2 86
Nitrobenceno CegHsO,N 484 40,7 84
Naftaleno C,oHs 491 40,5 83

a) La principal contribucion a la entropia de la
sustancia, ya esté en fase liquida o vapor, se debe a
la distribucion espacial de las particulas en el volu-
men disponible. Asi, la variacion de entropia en el
cambio de fase tiene una contribucion (de traslacion
espacial) que puede estimarse como si se tratase de
un gas ideal que cambia de volumen a temperatura
constante. Considerando la densidad de los liquidos
como 1 g/cm?® y el volumen molar de la fase vapor
como 22,4 L/mol, estimese esta contribucidn entro-
pica al cociente / /T,.

b) En realidad, 22,4 L/mol es el volumen molar
de un gas ideal en condiciones normales (1 atm y
0°C). En principio podria pensarse que empleando
los valores del volumen molar de las fases liquida y
vapor en el punto de ebullicién normal, podria me-
jorarse la estimacion. Empleando los valores del vo-
lumen molar en el punto de ebullicién normal que
aparecen en la siguiente tabla, muéstrese que los

~b
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resultados son similares a los del apartado anterior

y discutase cuales pueden ser las otras contribucio-
nes a la variacion de entropia de las sustancias en
la vaporizacion.

Sustancia Formula  T,(K) v, (cm¥mol} v, (cm¥mol) [, (kJ/mol) (J- m:;'/_T‘.. K-Y)
Amoniaco NH, 240 25 18.800 234 97
Dioxido de azufre SO, 263 44 21.000 25,0 95
Fredn 21 CHFCI, 282 75 22.500 249 88
Cloruro de metilo  CH,Cl 249 50 19.800 217 87
Freon 22 CHF,CI 233 57 17.000 20,2 87
Freon 11 CFCl, 297 | 93 23.400 24,8 84
Freon 14 CF, 145 67 11.500 12,0 83
Freon 12 CF,Cl, 243 81 19.100 20,0 82
Propano CyH, 231 76 18.400 18,7 81
Etano C,He 184 55 14.700 14,6 79

c) Aunque las tablas anteriores muestran que la
regla de Trouton se cumple relativamente bien para
muchas sustancias, es cierto que otras tantas se
desvian de la misma. Discutase cual puede ser la
razén de los valores «anormales» de / /T, que apa-
recen en la tabla siguiente.

"v/Tn
Sustancia Formula T,(K) [, {kJ/mol) (J-mol~'.K™")
Etanol C,H;0 352 39,4 12
Acido fluorhidrico HF 293 32,6 11
Agua H,0 373 40,7 109
Fenol CeHsO 455 45,6 100
Oxigeno 0, 90 6,8 76
Argoén Ar 88 6,5 74
Metano - CH, 112 8.2 73
Nitrégeno N, 77 5,6 72
Neén Ne 27 1,8 65
Acido etanoico C,H,0, 391 24,2 62

d) Lasiguiente tabla muestra los puntos de fusion
normal T,, los calores latentes de fusion /y el cociente
entre estas dos magnitudes de varios metales.

Sustancia T, (K} 1,(kJ/mol)  1/T,(J-mol *-K ')
Hg 234 23 9.9
Na 3N 2,6 7.0
Li 454 3,0 6,6
Sn 505 7.2 14,3
Pb 601 5.1 85
Al 932 8,7 - 9,4
Ag 1.234 1,1 9,0
Au 1.336 12,7 9,5

También se observa aqui que el cociente /,/T, varia
mucho menos que las temperaturas de fusion nor-
mal y los calores molares de fusion, peto ahora el
cociente /,/T, es tan solo del orden de 9 J.mol™'-K™".
Justifiquese esta diferencia entre las transiciones
sélido-liquido y liquido-vapor.

a) El calor latente de vaporizacién se relaciona con
la temperatura de ebullicién y el cambio de entropia
molar de vaporizacién por la {6rmula

L
STS=T (1)

De acuerdo con el enunciado, la principal contribucién
a la variacién de entropia se debe a la distribucién es-
pacial de las moléculas y se puede calcular como si se
tratase de una transformacién isoterma de un gas ideal
desde un volumen molar inicial v, hasta un volumen mo-
lar final v, Asf resulta

(5, = s =< = R In (0,/0,). @

El volumen molar de la fase vapor se puede tomar como
22,4 L/mol, mientras que el volumen molar de la fase
liquida puede estimarse como v, = M/p, donde p es la
densidad (que vale aproximadamente 1 g/cm®) y M csla
masa molecular. La contribucién de la distribucién es-
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pacial a la variaci6n total de entropfa en la vaporizacién
que resulta para las distintas sustancias consideradas se-
giin cstas estimaciones para los volumenes molares se
muestran en la tabla siguiente. Se aprecia que los valores
obtenidos representan entre el 48 % y el 62 % de la va-
riacién total de entropia en la vaporizacién y que se ha

v, v, (5. i S')Jlmib. espoc. rr /T‘,
Sustancia  (cm’/mol) (em’/mol) (J-mol™*-K~') (J-mol™'-K7')

Piridina 9 22.400 47 - 94
Anilina 93 22.400 46 93
Acetona 58 22.400 50 92
Cloroformo 120 22400 43 88
Benceno 78 22400 47 87
Dietil éter 4. 22400 v 86
Tetracloruro

de carbono 154 22.400 41 86
Acido clorhidrico 36 22.400 53 86
Nitrobenceno 123 22.400 43 84
Naftaleno 128 22,400 43 83

perdido la ordenaci6n (es decir, que los valores mayores
de(s, — 5,)%" = o corresponden a los valores mayo-
res de [,/T,).

b) Sustituyendo los valores del volumen molar de las
fases liquida y vapor facilitados en la tabla del enuncia-
do en la ec. (2), se obtienen los siguientes resultados para
la contribucién entrépica de distribucién espacial.

v, v, (s, = syt csoee 1T, .
Sustancia  (cm*/mol) (cm*/mol) (J-mol™'-K™") (J-mol~'-K™)

Amoniaco 25 18.800 55 97
Diéxido dc azufre 44 21.000 51 95
Freén 21 75 22.500 47 88
Cloruro de metilo 50 19.800 50 87
Freén 22 57 17.000 47 87
Freén 11 93 23.400 46 84
Freon 14 67 11.500 43 83
Freén 12 81 19.100 45 82
Propano 76 18.400 46 81

Etano s 14.700 46 79
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Se aprecia ahora que esta contribucién cntrépica
varia sélo entre €l 52% y el 58% de la entropia ¢n la
vaporizacién. Sin embargo, estos porcentajes son del
mismo orden de magnitud que los del apartado anterior
(1al y como cabia esperar de la dependencia logaritmica
en los volimenes molares que aparece en la ec. 2). Esto
muestra que debe haber otras contribuciones impor-
tantes a la entropia de vaporizacién que pueden ser de-
bidas, por ejemplo, a que las moléculas no son simples
particulas a distribuir por el espacio sino que también
poscen grados de libertad de rotacién y vibracién. Estos
grados de libertad estdn mucho mds impedidos en fase
liquida que en fase vapor, con lo que cabe esperar que
su contribucién sea importante.

c) Las cuatro primeras sustancias de esta nueva ta-
bla forman puentes de hidrégeno entre sus moléculas en
fase liquida. La rotura de estos enlaces en la vaporiza-
cién permite la distribucién espacial independicnte de
las moléculas que antes estaban ligadas y, por tanto, la
entropia en la fase vapor es mucho mayor que en la fase
liquida. Asi, estos valores de I,/T, «anormalmente altos»
(respecto de la regla de Trouton) se deben a la asociacion
de moléculas en el liquido. El efecto contrario (es decir,
valores anormalmente bajos de [,/T,) podrfa explicarse
por la asociacién de moléculas en la fase vapor y, en
efecto, esto es lo que ocurre con el 4cido acético o eta-
noico, que presenta dimerizacién en fase vapor.

Finalmente, un tercer grupo serfan las sustancias con
puntos de ebullicién normal muy bajos (como oxigeno,
metano, nitrégeno, argén y neén en la tabla). Estas sus-
tancias tienen unos valores de [,/T, muy bajos y, de he-
cho, se admite que la regla de Trouton no puede apli-
carse a sustancias con puntos de ebullicién por debajo de

150 K. La razén de esta desviacién de la regla de Trou-
ton, sin embargo, no es evidente y deberia buscarse quizis
en las contribuciones a la entropia de vaporizacién dis-
tintas a la simple distribucién espacial considerada aquf.

d) En la transicién liquido-vapor las moléculas pa-
san de una fase condensada en la que las interacciones
moleculares son muy importantes a una fase gascosa
donde las moléculas se comportan pricticamente como
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libres. pues la distancia intermolecular media supera el
alcance de las interacciones moleculares. Por el contra-
rio, €n una transicién entre dos fases condensadas, como
la sélido-liquido, las interacciones moleculares son muy
importantes en ambas fases. Asf, como la fusién requiere
s6lo una pequefia parte de la energia de cohesién” del
sélido (del orden de un 3 % para la mayoria de sélidos
metdlicos), el cociente [./T, es claramente menor que
I,/T,. Los valores de los puntos de fusién vienen deter-
minados, fundamentalmente, por el empaquetamiento
en fase sélida. Las sustancias de menor empaquetamien-
to, como litio y sodio (cuya estructura cristalina es cu-
bica centrada en el interior) o estafio (cuya estructura es
tetragonal), tienen menor punto de fusién, mientras que
las de mayor empaquetamiento, como aluminio, plomo,
plata y oro (cuya estructura cristalina es ciibica centrada
en caras), tienen puntos de fusién mayores. Esta misma
regla se aplica a sustancias no metdlicas, de modo que
las moléculas que puedan empaquetarse mejor presen-
tan energias de cohesién mds altas y tendrdn, por lo
general, puntos de fusién mayores.

Como regla general, los compuestos organicos de
mayor masa molecular son también los de tempe-
ratura de ebullicidn mas alta, pero las interacciones
moleculares pueden afectar muy notablemente la
temperatura de ebullicién. Asi, por ejemplo, la tabla
muestra la férmula estructural y el punto de ebulli-
cién normal de varias sustancias de similar formula
quimica y masa molecular.

Constltese en el CRC Handbook of Chemistry and
Physics los puntos de ebullicién de varios alcanos
(etano, propano, butano), 1-alcanoles (metanol, eta-
nol, 1-propanol, 1-butanol), acidos (metanoico, eta-
noico, propanoico, butanoico), aldehidos (metanal,
etanal, propanal, butanal) y éteres (dimetilico, dieti-
lico) y estudiese la intensidad relativa de las fuerzas
intermoleculares en estos tipos de compuestos.

100 problemas de Termodindmica

Sustancia Formula estructural M (g/mol) ¢, ("C)
Ly
|
1,3-propanodiol HO—C—C—C—OH
C,Haoz R 76,11 2315
H H H
H H o)
acido 4
propanoico H—C—-C—-C 74.08 141,4
C3He0, L '
H H OH
Ly
1-butanol
H—C—C—C—C—OH
C.H,,0 S 74,12 117,3
H HHH
H HHO
butanal H—fI:—(I:—(lz—g—H 7212 7151
C.H0 [ ' )
H H H
H H H H

- o .
é“’éfﬂf:g‘“ H—C—C—O—C—C—H 7412 346
|

| (.
H H H H

Los puntos de ebullicién «anormalmente altos» de
muchos compuestos orgédnicos son el resultado de una
interaccién eléctrica dipolo-dipolo singularmente impor-
tante: el enlace por puente de hidrégeno. Debido a que
el oxigeno es més electronegativo que el carbono o el
hidrégeno, ambos tipos de enlace (C—O y O—H) son
polares, con lo que los radicales alcohol tienen impor-
tantes momentos dipolares. Est¢ hecho, junto con la fa-
cilidad para aproximarse los dipolos por su reducido
tamafio y ubicacién en la molécula, hace que esta inter-
accién sea particularmente importante (tanto que ¢s im-
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prescindible para nuestra vida, pues es la que mantiene
unida las dos cadenas del ADN).
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Los puntos de ebullicién de las sustancias indicadas
en el enunciado se muestran en la figura superior: O
alcanos (etano, propano, butano), O éteres (dimetilico,
dietilico), A aldehidos (metanal, etanal, propanal, buta-
nal), M 4cidos (metanoico, etanoico, propanoico, buta-
noico), @ l-alcanoles (metanol, etanol, 1-propanol, I-
butanol) y A 1n-dioles (1,2-etanodiol, 1,3-propanodiol,
1,4-butanodiol). Para un tipo de radical fijjado (alcohol,
dialcohol, 4cido, aldehido, éter...) se observa el aumento
de t, con M mencionado al comienzo del enunciado. Pe-
ro, en efecto, lo que m4s destaca de la figura es el hecho
de que distintos radicales dan lugar a distintas tempera-
turas de ebullicién. Las mds altas son las de los dioles,
seguidas de los 4cidos (que podrian entenderse como un
radical alcohol y otro aldehido), los alcoholes, los al-
dehidos, los ésteres y los alcanos. El hecho de que alcanos
y ésteres de baja masa molecular sean gases en condicio-
nes normales indica una débil interaccién intermolecular.

Tampoco los radicales aldehido pueden formar enlan-
ces por pucntes de hidrégeno; sin embargo, sus puntos
de cbullicién son significativamente mds altos, préctica-
mente intermedios entre los de alcanos y 1-alcanoles de
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igual masa molecular. Una consulta, por ejemplo, al li-
bro de A. Streitweiser y C. H. Heathcock Quimica orgd-
nica (Ed. Interamericana, Madrid, 1987, p. 407) muestra
que en realidad los aldehidos tienen dos formas is6éme-
ras: la ceto y la enol (de tipo alcohol) y, aunque la Gltima
es minoritaria, juega un papel fundamental en las inter-
acciones fisicas y quimicas.

Los alcoholes pueden interaccionar por enlaces de
puente de hidrégeno y de ahi sus elevados puntos de
ebullicién.

Los radicales 4cido pueden tener uno o incluso (si la
oricntacién es adecuada) dos enlaces por puente de hi-
drégeno.

0 cae ——
C/ ! 0\ C
— 2 —
“O—H -0
(... indica-puente de hidrégeno)

Finalmente, los dioles tienen posibilidad de formar
dos puentes de hidrégeno por molécula y de ahi sus
elevados puntos de ebullicién. Este hecho se muestra con
consecuencias atin mds pronunciadas cuando se consi-
deran trioles, como el 1,2,3-propanotriol o glicerina,
cuyo punto de ebullicién es 290°C o incluso €l agua
pues, aunque su ¢, = 100°C puede no parecernos alta, lo
es y mucho para una sustancia de masa molecular tan
baja (por ejemplo, el metano CH, hierve a —162°C y el
sulfuro de hidr6geno H,S a —60°C).

Cabe cuestionar {inalmente si la interaccién por puen-
tes de hidrégeno es relevante s6lo a efectos de los puntos
de ebullicién o si determinan ademds otras magnitudes
termodindmicas de estos compuestos. Evidentemente, la
viscosidad de los liquidos, o la tensién superficial o las
entalpias de vaporizacién también crecen a medida que
se hacen mds importantes las fuerzas intermoleculares, y
la figura siguiente da cuenta de ello en el caso de la
entalpia de vaporizacién. Igualmente, aunque quizd mds
dificiles de localizar, se podrian haber estudiado datos
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de viscosidad. Un par de ejemplos, no obstante, bastan
para mostrar las tendencias. El 1,2,3-propanotriol (glice-
rina), que tiene z, = 290°C, posee también una viscosi-
dad extrema u =121 Pa-s a 0°C. El agua tiene una
viscosidad muy superior a la de compuestos de similar
estructura, como el H,S: 1,79 x 1073 Pa-s del H,0
frente a 11,75 x 107¢ Pa-s del H,S a 0°C.

Un cilindro con un pistén mévil de masa despre-
ciable encierra un gas ideal a la temperatura
T, = 298 K. Cierta cantidad de agua situada sobre el
pistén llena el cilindro hasta una altura H=2 m.
Justo por debajo del nivel del agua hay un orificio
que permanece inicialmente cerrado. En esta situa-
cién de equilibrio, el piston se halla a una altura
h, =1 m del fondo del cilindro.

a) Suponiendo que la presién atmosférica es
p, = 101 kPa y que la aceleracién de la gravedad es
g = 9,8 m/s?, calculese la presidn inicial del gas y su
densidad (en la forma de concentracion molar).
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b) Si se abre el orificio, el agua comienza a salir
lentamente y la presion a que se ve sometido el gas
disminuye de forma suficientemente lenta como pa-
ra considerarse cuasiestética. Consecuentemente, el
gas se expande, hace que salga mas agua por el
orificio, disminuya mas la presién y el gas siga ex-
pandiéndose. Represéntese en un diagrama p-V los
sucesivos estados del gas.

c) ;Coémo varia la temperatura del gas durante la
expansion?

d) Si la expansién continda hasta que h=H,
icudl es la temperatura final del gas?

e) Razdénese lo que sucederia si hy=14 m y
H=15m.

a) La presién inicial del gas viene dada por la ecua-
cién fundamental de la estdtica de fluidos como

py = po+ pg(H — h)) =111 kPa, (§))]

siendo H — h, la altura de la columna de agua y p su
densidad.

La densidad del gas, teniendo en cuenta su comporta-
miento ideal, es

n
Lo 456 molm?. @)

Ps =% T R,
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b) Al salir el agua por el orificio 1a altura de la co-
lumna de gas aumenta manteniendo la siguiente relacién
con la disminucién de la presién del gas

dp = —pgdh, 3
que no es mds que la ecuacién fundamental de la estdtica

de fluidos en forma diferencial. Como V = Ah, siendo A
el 4rea del pistén, la ecuacién del proceso es

rg
p=p, —pglh —h)=p, _7("_ Vi) 4

que en un diagrama p-V tiene una representacién li-
neal. ’

—

. v

¢) Como el proceso es cuasiestdtico, los sucesivos es-
tados del gas son de equilibrio y podemos conocer su
temperatura a partir de la ecuacién

T=—0mT=——T,. (5

Para saber c6mo varia la temperatura consideraremos
la derivada

h h
g=ﬂ(1 ————Zzg +——p§ ‘), (6)
1 1
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cuyo valor inicial es

(d_T) =£(1_&"x). .
dh/, m Py @

Como pgh,/p, = 0,09, la temperatura aumentar4 duran-
te la expansién, al menos inicialmente. Este aumento
continuard hasta que el pistén alcance su altura m4xima,
dada por la condicién

a7 _ " :
dh @
es decir,
hoo=li P65, )
méx 2 2pg

d) Como el valor de h,,, es mayor que H, podemos
asegurar que la temperatura siempre aumentard hasta
alcanzar el valor final

} H
=Pz, _PoZ 535k (10)

T
2 pihy ! pih

€) Bajo estas nuevas condiciones

Py = Ppo + pg(H — h,) = 111 kPa (11
y
h
895y o\, (12)
| 41

con lo que la expresi6én (7) serfa ahora negativa y la

expansién tendria lugar con disminucién de temperatura
hasta el valor final

=21, =287K. (13)
p
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Con este valor H = 15 m y partiendo de una h, infe-
rior a unos 6 m (ver la ec. 9) tendriamos que la tempe-
ratura aumentaria inicialmente, pasaria por un mdximo,
después disminuiria y llegaria finalmente al valor dado
enlaec (13). -

En un recipiente se introducen 9,60 g de PCl; en
fase solida a la temperatura de 230°C y una elevada
presion. Sin variar la temperatura, se reduce la pre-
sion hasta 1 atm, produciéndose entonces una tran-
sicion a fase gaseosa en la cual el sistema ocupa un
volumen de 2 L. Se sabe que, a la temperatura y
presion citadas, el PCl; {(g) puede descomponerse en
Cl, {g) y PCl, (g) y que el comportamiento de todos
ellos puede suponerse ideal.

a) Razonese que, efectivamente, ha habido des-
composicion.

b) Calcuilese la presién parcial de cada gas en la
mezcla, asi como la constante de equilibrio K.

a) El nimero de moles inicial de PCls se obtiene
dividiendo la masa de gas por su masa molecular,
M = 208,5 g/mol, y resulta

n, = 0,0460 mol. (1)

Si no hubiera descomposicién de esta sustancia, es
evidente que el nimero de moles en fase vapor no cam-
biaria. Por el contrario, la descomposicién hace que
aumente el nimero de moles en fase vapor, pues la mag-
nitud que se conserva cs la masa y no el nimero de
moles. Como a la presién de 1 atm y 230 °C el volumen
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ocupado por el sistema es 2 L, el némero total de moles
presentes vale

pv
n=pr= 0,0485 mol > n, )

y podemos afirmar que ha habido descomposicién par-
cial del PCl,, existiendo en el equilibrio una mezcla de
PCl,, Cl, y PCl,.

b) Suponiendo que se descomponen v moles de PCl,
y, por lo tanto, se forman v moles de Cl, y PCl,, el
nimero total de moles de la mezcla es

n=(Mng—v)+v+v=n,+v, 3)
asi que
v = n'— ny = 0,0025 mol. 4)

Estas consideraciones nos permiten determinar la
fraccién molar de cada componente en la mezcla como

g — v

= 0,89690 mol (5)

Xpay, =

v
Hery = Hpei, = 0,05155 mol, (6)

asf que, haciendo uso de la ley de Dalton, las presiones
parciales valen

Ppci, = PXpq, = 0,89690 atm 0)
Pa, = Peci, = PXpa, = 0,05155 atm, ®)

siendo p = 1 atm la presién total de la mezcla.
Finalmente, la constante de equilibrio vale

R P, Pa,

p

=296 x 1073 aim. 9)

Pyc,
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A presiones moderadas y temperaturas no muy
bajas, la ecuaciéon de Van der Waals puede escribir-
se en la forma

a
v=RT+(b-—=
N ( RT)p'

Estudiese, bajo estas condiciones, el signo de la
variacion dé temperatura de un gas de Van der
Waals:

a) en una experiencia Joule-Kelvin, y
b) en una experiencia Gay-Lussac-Joule.

Considérense los dos casos siguientes:

i) las fuerzas de atraccion entre moléculas son
tan grandes que el término de correccion correspon-
diente a la presién es el dominante, y

ii) las fuerzas de interaccion son débiles, de for-
ma que la correccion de volumen es la que predo-
mina. -

a) La variacién de la temperatura con la presion en
una experiencia Joule-Kelvin se denomina coeficiente de
Joule-Kelvin y se denota por p,,. Su determinacién se
realiza mediante la expresién

oT 1 dv v :
=[|— —— —_ = . 1
“”“(ap),, >y [T(ar), "] M

Teniendo en cuenta la ecuacién del enunciado se ob-

tiene
CLAWE. PR 2)
oT) p RT?

ov v b 2a
—)==(1-—-4+— 3
(GT), T (1 v * RTv) ®)

o bien
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y asf{ la ec. (1) se expresa

=(5_T) -1
m=\a) e R—T-b). @)

Si las fuerzas de interaccién entre moléculas son tan
grandes que el término que contiene a es el dominante,

entonces
(37‘) 1 2a 0 s
=sl—)]=— —>
Hyx ), <, RT (5)

¥, puesto que en un proceso Joule-Kelvin Ap < 0, resulta
AT < 0 y el gas se enfriard durante el proceso.

Cuando las fuerzas de interaccién son débiles y domi-
na el término que contiene al pardmectro b, resulta

oT 1
MJKE(—‘)=—_b<0, (6)
op/, c

P

con lo cual AT > 0 y el. gas se calentar4.

b) En una experiencia Gay-Lussac-Joule, ¢l cambio
de temperatura con el volumen se llama coeficiente de
Joule y viene dado por la expresién

_(ery _ 1 __for\ |
"‘=(av>u'cy [” T(ar).] H

Como, por la ecuacién de Van der Waals,

ap ap a\/op
0 = + — + = ol a5
”(ar)u R+ 2r (b RT) (ar),, ®)

B-lE
ar), a ®

resulta
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y (7) da

_f(or\ 1 ap?
M=\ . ¢y RT? (10)

En este caso, la variacién de la temperatura con el
volumen es siempre negativa, independientemente de
que las fuerzas intermoleculares sean intensas o débiles.
Como en estas experiencias Av > 0, entonces AT < 0 y
el gas se enfriard siempre.

La tabla muestra las constantes de la ecuaciéon de
Beattie-Bridgman :

o35

v+ Bo(‘l —;

para He, H, y N,, junto con la temperatura maxima
de inversion y la temperatura de Boyle observadas
experimentalmente.

A, B, a

Gas (atm-L-mol~2) (L/mol) (L/mol)
He 0,0216 0,01400 0,05984
H, 0,1975 0,02096 —0,00506
N, 1,3445 0,05046 0,02617
b c T, Te
Gas (L/mol) (L-mol~'-K3) (K) (K)
He 0,0 40 25 116
H, —-0,04359 504 190 114
N, -0,00691 42.000 650 420

100 problemas de Termodindmica

a) Estimese la temperatura de inversién a partir
de la ecuacion de Beattie-Bridgman,

b) Las ecuaciones de estado de Van der Waals y
de Dieterici predicen que T, = 2T, pero experimen-
talmente no se observa esta relacion. Calculese la
temperatura de Boyle a partir de la ecuacién de
Beattie-Bridgman y comparese con la observada ex-
perimentalmente y con la temperatura de inversion.

a) La ecuacién de Beattie-Bridgman puede ordenar-
se faciimente como una ecuacién del virial

pv=RT|:1+¥+C(—?+£)+---]s (1

vJ
donde
BTy =By =~ 28 =5 @
RT T
C(T)= —bBy + 4o _ C—Bj’ 3
RT T
beB,
D(T) = @)

y el resto de los coeficientes son nulos.

El desarrollo del virial (1) puede reescribirse en serie
de potencias de p

pv = RT[1 + B(T)p + C(T)p* + D(T)p>) + ---1, ()
donde los coeficientes B'(T), C'(T), D'(T), ... se determinan

sustituyendo la presién p de (1) en (5). Asi, por ejemplo,
reteniendo términos en 1/v,

RT :
pv = RT[I + B'(T) -v-—+ ]= RT[I +I—3-(!?+ ] (6)

S 4

Solucion
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. M de donde se deduce que que puede resolverse de forma iterativa reescribiéndola /\/\/

B(T) en la forma
B'(T
(1) = RT M 24,
. . == (1s)
El coeficiente de Joule-Kelvin se calcula a partir de la R (Bo -=
expresién T?
1 dv P j lo, en el del H
o == T = =p (8) or ejemplo, en el caso del He resulta
P P
y como, por (5),
w\ v dB(T) dC(T)  dD'(T) l RB °
— | ==+RT + + 24+ 9
(ar), T [dT ar P7ar ¥ :I ©)
; T = =48K
resulta R(Bo T“’)’)
dB(T) dC'(T) dD(T) ]
= + + + .. |. (10
cpttic = RT [dT ar P ar * o
" T(S) =42K
La curva de inversién viene determinada por la con-
dicién p, = 0, es decir, R\ By~ 7‘(2’)3
dB(T) dC(T dD'(T
M, M D Loy
dr dT dr T® = = 44K
y en la interseccién con el eje de presiones (p = 0) la ec. R (80 (7-(3))3)
(11) se reduce a
[dB'(T)] —o. (12) TS = =43K
dr
) R (BO (T(‘] )3)
Teniendo en cuenta (7), la ec. (12) puede también es-
cribirse como 24
T® =—"2  _=44K
dB(T) 4c '
T——— B(T =0 (13) R(B - —
[ ar X ’]m, °T@®y
y la ec. (2) conduce entonces al resultado con lo que podemos concluir que T,,, = 44 K. De forma
24, dc andloga se obtienen T,,, = 231 K" y T, =657 K. El
B, - .ﬁ_ o F’_ =0, (14) acuerd? con los datos expenmemales pueac considerar-
¢ I se excelente.

274
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b) A partir de (2) se obtiene que la temperatura de
Boyle viene dada por

By— == ——==0 (16)

y resolviendo esta ecuacién de forma jterativa se deduce
que Ty, =24 K, T, = 117K y T, =332 K. Estos
valores son ligeramente mayores que T; /2, pero también
se desvian del comportamiento observado experimental-
mente. La figura recoge de forma gréfica los resultados
obtenidos.

700 T T T T T T P T T T
- o .
O exp ¥ -~
600 - . P - 1
@ Beattie-Bridgman J e i
500 1
"/ ,,I :
g 400 - L /,
= - R N
N ]
L & .
Wy N
100 |- ”,;5’ —
ol 1 11 L
0 100 200 300 400 500

Un modelo simplificado para el estudio de la po-
larizacion eléctrica de los gases* establece la si-
guiente relacion entre la constante dieléctrica &, del
gas, el nimero de moléculas por unidad de volu-
men ny un radio efectivo r de la molécula

e, =1+ 4nnr.

* Véasc. por cjemplo, el libro dc D. Tabor Gases, liquids and
solids, Cambridge U.P., 1991, pp. 367-9.

100 problemas de Termodindmica

(Esta relacion se obtiene estimando la polarizabili-
dad eléctrica de un dtomo neutro por deformacién
de la nube electronica en presencia de un campo
eléctrico externo.)

a) Demuéstrese que existe una relacién entre ¢,
y el volumen molar critico v, del gas, suponiendo
que el comportamiento de éste puede describirse
por medio de la ecuacion de Van der Waals. (Ayuda:
para esta ecuacion de estado, el volumen molar cri-
tico es 12 veces el volumen ocupado por un mo! de
moléculas.)

b) A partir de los datos del volumen molar v (a
25°C y 1 atm), el volumen molar critico v,, y la cons-
tante dieléctrica ¢, (medida en condiciones de baja
frecuencia) de los gases mostrados en la tabla ad-
junta, verifiquese la validez de la expresién obtenida
en el apartado anterior y coméntense los resultados.

Gas v {L/mol) v, (Umol) €,
He 22,2 0,058 1,00007
Ne 22,4 0,042 1,00013
Ar 22,4 0,075 1,00055
Xe 22,3 0,114 1,00150
H, 22,4 0,065 1,00027
N, 22,4 0,090 1,00058
o, 22,4 0,074 1,00052
CO, 22,2 0,096 1,00099
NH, 22,1 ¥ 0,074 1,00710
SO, 219 0,121 1,00820
H,0 30,0 0,056 1,00800
Solucion
a) Puesto que el volumen molar critico v, de un gas
de Van der Waals es 12 veces el volumen ocupado por
un mol de moléculas del gas, el cociente entre las densi-
dades de la tabla vale
4
12N, 5 73
(4
—=———%== |6unr’, 1
v N,/n M
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donde N, es cl nimero de Avogadro. A partir de la
ecuacién del enunciado, la relacién buscada es

g, — 1=

r

e

NG
< |.=

La ec. (2) permite relacionar una propiedad eléctrica ¢,
del gas con otra termodindmica v,.
b) La tabla del enunciado y la ec. (2) permiten cons-

truir la tabla y la grdfica siguientes.

s Lo 4 o
Gas 10 i 104 (g, — 1)
He 6,5 0,7
Ne 47 1,3
Ar 84 5,5
Xe 12,8 15,0
H, 73 2,7
N, 10,1 58
0, 8,3 52
CO, 10,8 9,9
NH, 8,4 71
SO, 13,8 82
H,0 4,7 80

Vemos que los dos términos de la ec. (2) son, en efecto,
del mismo orden de magnitud, excepto en el caso del He,
cuyo pequeiio tamaiio le infiere una polarizabilidad eléc-
trica muy baja (es decir, inferior a la estimada por el
modelo teérico al que hace referencia el enunciado). Esta
misma tendencia parece ser vdlida para el caso de los
gases moleculares apolares. Sin embargo, la tabla mues-
tra que la ec. (2) no es vdlida para gases cuyas moléculas
presentan un momento dipolar eléctrico permanente
(NH,, SO, y H,0), tal y como cabia esperar del hecho
dé quc la tcorfa aqui empleada sélo sirve para estimar
la polarizabilidad de un 4tomo neutro. Estos gascs con
moléculas polares no s¢ han representado en la figura
anterior,

100 problemas de Termodindmica
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En el problema 56 se ha considerado un mode-
lo isotermo de la atmoésfera terrestre que es estric-
tamente aplicable cuando la temperatura T no de-
pende de la altura z. Esta condicion es vélida para
alturas comprendidas entre 11 km y 25 km aproxi-
madamente. Sin embargo, por debajo de los 11 km
existe un movimiento continuo de grandes masas
de aire que suben y bajan, expandiéndose y enfrian-
dose cuando suben, y comprimiéndose y calentan-
dose cuando bajan. Para representar este comporta-
miento se utiliza un modelo adiabatico de la
atmasfera en el cual se prescinde de las transferen-
cias de calor entre masas de aire adyacentes. Ade-
mas, se supone que los procesos son cuasiestaticos
y que el aire se comporta como un gas ideal. Este
modelo es también aplicable a otros planetas, como
Venus y Marte, por ejemplo, cuya atmdsfera puede
considerarse constituida casi exclusivamente por
CO,.

a) Hallese la expresion del gradiente adiabatico
de una atmésfera planetaria, y = —dT/Adz y, hacien-

Problema 98
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Solucion

do uso de los datos de la tabla adjunta, estimese su
valor numérico en los distintos planetas que se
mencionan.

b) Tomando como referencia el nivel del suelo
(temperatura T, y presion p,), represéntese p/p, en
funcion de z hasta una altura de 11 km para los tres
planetas. (Nota: es costumbre representar la altura z
sobre el eje de ordenadas.) La tabla proporciona da-
tos de temperaturas a nivel del suelo, calor molar a
presion constante y masa molecular media de la at-
mosfera planetaria y la aceleracion de la gravedad
en el planeta.

Pianeta T,(K) c,J-mol '-K™") M(g/mol) g(m/s?

Venus 755 50,5 44,0 8,82
Tierra 300 29,1 28,9 9,81
Marte 230 35,7 44,0 3,92

a) Siconsideramos una atmdsfera planetaria adiab4-
tica de comportamiento ideal, la relacién entre T y p
viene dada por la condicién

6Q =dU + 6W = nc, dT + pdV =
dp
= nc,dT — nRT—" = 0, (D

donde se ha empleado la relacién de Mayer y la ecua-
cién de Clapeyron. Dicha condicién implica que

=== @

Por otra parte, de la ecuacién fundamental de la es-
t4tica de fluidos

dp = —p(z)gdz (3)

100 problemas de Termodindmica

y la ecuacién de Clapeyron escrita en la forma

o) = 37 40 @
resulta

dp Mg

7 = T dz. (5)

En consecuencia, eliminando dp/p entre las ecs. (2) ¥
(5) se consigue

y=-—== ©)

que es la expresién del gradiente adiabdtico de una at-
mdésfera planetaria. Este coeficiente es una constante
siempre que c, y g se consideren independientes de T'y
z, respectivamente.

Utilizando los datos de la tabla del enunciado se ob-
tienen los siguientes resultados

y(Venus) = 7,7 K/km )]
y(Tierra) = 9,7 K/km 8)
y(Marte) = 4,8 K/km. 9)

b) La integraci6n de la ec. (6) proporciona la ecua-
cién lineal

T=T,- 7z, (10)

donde T, es la temperatura a nivel del suelo (z = 0). Sus-
tituyendo (10) en (5) se obtiene
d Mg d c dz
Pl 2 o e o
p R Ty—-1yz RTy,—7yz

donde se ha empleado la ec. (6). La integracién de (11)
desde el suelo hasta una altura z da

c To— 72
ln£=—pln°—2— (12)
po R To
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o bien

z ¢, /R
eyt e
0 0.

cuya representacion aparece en la figura para las tres
atmosferas planetarias consideradas.
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La condicién de equilibrio termodindmico de un
sistema constituido por una gota liquida esférica de
radio r sumergida en el seno de su vapor, a la tem-
peratura T, esta dada por la expresion '

ulT, p) = ufT, p,),

donde p, es la presion dentro de la gota y p, la pre-
sién de vapor en el exterior, verificindose la ecua-
cion de Laplace

2y

'p‘3—py=7'

y siendo 7 la tensién superficial del liquido.

100 problemas de Termodinédmica

a) Demuéstrese la ecuacion de Kelyin

B, = By (27V,M
vy RTr )’

en la que p; es la presién de vapor del liquido co-
rrespondiente a una superficie plana (r - +-) de se-
paracion entre fases, v, su volumen especifico y M
la masa molecular. Supdngase que el vapor se com-
porta idealmente.

b) Represéntese p, en funcion de r para el agua
a 20°C sabiendo que, a esta temperatura, p,=
= 17,635 mm Hg, v,= 1,002cm®g yy = 72,75 x 102
N/m.

c) Determinese el radio de las gotitas de agua
que se encuentran en equilibrio con vapor de agua
a la presion de 101,31 kPa y 98°C, sabiendo que la
presion de vapor en el estado de saturacion es de
94,29 kPa, que v,= 1,042 cm%g y que y =59,3 x
x 1073 N/m*.

Solucion
a) Consideremos, a temperatura constante, una va-
riacién virtual del radio de la gota. Para que se manten-
ga el equilibrio termodindmico del sistema deberd cum-
plirse
alul) (a“v)
] dn={=—]dp, (1)
<apl T r op,
y tendiendo en cuenta que
6/,1)
v=|— 2
(BP T
podemos escribir
v(T, p)dp, = v (T, p,}dp,, 3)
* Basado en el articulo de J. Pellicer, M. Dolz y M. J. Her-
nédndcz publicado en Revista de Fisica 7 (1994) 26.
283
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donde se ha indicado explicitamente que los volimenes
especificos de las fases liquida y vapor deben tomarse a
la temperatura T y a la presién que se especifica en cada

caso.
La relacién entre p, y p, viene dada por la ecuacién
de Laplace
2y
P=P= “)
asf que (3) se transforma en
2y
U’(T, Pl) dpp - F dr = uv(T’ pp) dpu' (5)

Si consideramos que la fase liquida es incompresible,
v(T, p) = v(T, p,) (6)

y la ec. (5) se reduce a

2y
(v, = v)dp,= —, r_z dr. @)

Teniendo en cuenta que v, > v, y suponiendo que la

fase gaseosa se comporta idealmente, la ecuacién ante-
rior da

dp,  2yoM dr
Do RT r?

@®

23 LI S N B S SN B S N B BN B (LB B

22

21

pv (mmHg)
8
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100 problemas de Termodindmica

e integrando se obtiene

P, = P, €xp (}’W 9
v =P, RTY 9)

tal como queriamos demostrar.

b) Sustituyendo los valores numéricos del enuncia-
do en la ec. (9) se observa que p, difiere apreciablemen-
te de p; cuando el radio de las gotas es menor de unos
100 nm. Aunque es dificil saber con exactitud hasta qué
valor de r podemos aplicar la ecuacién de Kelvin con
pardmetros del agua macroscépica, es evidente que la
gota deberd contener al menos unos cuantos miles de
moléculas y esto marca un minimo de unos 4 nm. La
figura pedida se ha realizado, pues, en el intervalo de 4
a 100 nm. La recta en trazo discontinuo muestra el valor
de p;.

c) Despejando r de la ec. (9) se obtiene

2yuM

=— 10
"7 RTIn (o7, 0
Teniendo ahora en cuenta que p, = 101,31 kPa y
p. = 94,19 kPa, asf como los valores de las otras magni-
tudes que aparecen en (10), resulta

r =10 nm. (11)

La humedad relativa ¢° se define como el cociente
entre la presion parcial del vapor de agua en la at-
mosfera p, y la presién de vapor saturante a esa
temperatura p;,

. _ Py
¢ =—
Pea

' ?roblema 100
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Cuando ¢ es inferior a 1 (100%) la atmdsfera no
esta saturada de vapor de agua y un volumen de
agua liquida en contacto con esta atmosfera tendera
a evaporarse. Por el contrario, cuando ¢° es superior
al 100% se dice que la atmdsfera esta sobresaturada
de vapor de agua y deberia producirse la condensa-
cion de parte de este vapor hasta que ¢° fuese igual
al 100%, que es el valor que corresponde al equili-
brio del agua liquida con su vapor. Sin embargo,
esta condensacion no siempre sucede porque la
energia asociada a la superficie de las gotitas que
podrian formarse supone una barrera energética
que impide la formacién y crecimiento de dichas go-
titas.

Cuando dn moles de agua pasan de la fase vapor
a la fase liquida (crecimiento de una gotita) a tem-
peratura y presion constantes, la variacion del po-
tencial de Gibbs del sistema es

dG=dG,- dG, = (4, — p)dn + ydA,

donde y es la energia libre superficial, dA la varia-
cion de area de la superficie de la gotita asociada a
la incorporacién de los dn moles y y, ¥y u, son los
potenciales quimicos del agua en las fases liquida y
vapor.

a) Suponiendo que el vapor de agua se com-
porta idealmente, demuéstrese que en ausencia de
efectos superficiales

Au=p,—p,=—RTIn ¢,

b) Hallese, en funcion de ¢°, la expresion del ra-
dio critico r, necesario para que se produzca el cre-
cimiento de una gotita.

c) Determinese la barrera energética AG, =
= Glr=r) — G(r=0) que supone la formacion de
una gotita de radio r, y represéntese AG/AG, frente
a r/r,, siendo AG = G(n) — G(0) y r el radio de una
gotita cualquiera.

100 problemas de Termodindmica

d) Utilizando la ecuacién de Kelvin

. 2yv,
Peyt = Py €XP R_TF ’

donde v, es el volumen molar del agua, definase una
humedad relativa ¢ en términos de p_, y represén-
tese ¢ en funcion de r.

e) Sabiendo que para aguaa 25°Cy 1atm, =
=72 x 1072 N/m y v,= 18 cm*¥mol, calculense los
valores de Ay, r. e AG, correspondientes a una at-
mosfera sobresaturada con ¢° = 120%. Determinese
también ¢ para r=90,5r,y r=1,5r_

a) El equilibrio liquido-vapor se produce como con-
secuencia de una compensacién entre la disminucién
energética que suponen las fuerzas intermoleculares en
fasc liquida y la disminucién de entropia que implica
también la condensacién (principalmente por la reduc-
cién del volumen molar). Ahora bien, la disminucién de
energfa no es la misma para todas las moléculas que
condensan, pues aquellas que acaban en la superficie
liquido-vapor interaccionan con menos moléculas veci-
nas que aquellas otras que acaban en el interior. La dis-
minucién de energia es, por tanto, inferior para las mo-
léculas de la superficie. Frecuentemente despreciamos
este efecto y sobrestimamos la disminucién de cnergia
(por condensacién) de las moléculas superficiales supo-
niéndola igual a la de las moléculas del interior. Escri-
bimos entonces que la variacién del potencial de Gibbs
del sistema liquido + vapor en la condensacién es

dG = (y; — p,)dn = Apdn 1)
y decimos que el sistema est4 en equilibrio cuando

Ap=0. o]

Solucion
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Considerando que el vapor de agua se comporta co-
mo un gas ideal, su potencial quimico puede expresarse
en la forma

W, = p, + RTInp,, 3)
donde (¢ es el potencial quimico de referencia. Si em-

pleamos la ec. (2) para introducir la presién de vapor
saturante como aquella que hace g, igual a g, resulta

=, + RT Inpg,, . “@
Asi, las ecs. (3) y (4) conducen a

Py

°
sat

Ap= —RTIn

= —RTIn¢". (5)

Obsérvese que cuando el vapor estd sobresaturado
¢° > 100% e Au <0, lo que implica espontaneidad en
el paso de vapor a liquido.

b) Cuando los efectos superficiales son importantes
(tal y como sucede en el problema de la nucleacién de
gotitas), la ec. (1) debe modificarse en la forma del enun-
ciado

dG = Audn + ydA (6)

y la situacién de equilibrio corresponde ahora a

0A
Ap+y E =0. (7)
T.p a

Si denotamos por Vy r el volumen y el radio de la

gotita
ov 2
@) -@) (@) -2 e
onjr,, \oV/jr, \on/r, r

siendo v, el volumen molar del agua.

100 problemas de Termodindmica

Llamando r, al radio de una gotita en equilibrio con
¢l vapor sobresaturado, las ecs. (7) y (8) implican

2y
e = = A )}

y teniendo en cuenta (5) resulta

2yy,

e R (10)
Evidentemente, la ec. (10) sélo puede aplicarse cuando
¢° > 100 %, pues si el vapor no estd sobresaturado no
puede encontrarse en equilibrio con ¢l lfquido y las go-
titas se evaporan sea cual sea su radio. Suponiendo
¢° > 100 %, la ec. (10) implica que las gotitas de radio
r <r. tienden a evaporarse mientras que las de radio
r > r. tienden a crecer por condensacién de vapor sobre
su superficie.

¢) Teniendo en cuenta que dA = 8xrdr, las ecs. (6) y
(8) permiten escribir

2

4
dG = (A,u — Snyr)dr (11)

]

que, integrada desde r = 0 hasta r, da

4nr?
AG = G(r) — G(0) = Au v + 4myr? (12)
I
o bien, empleando (9),
8my 5
AG = —3—r3+4nyr s (13)
r"

Por lo tanto, la altura de la barrera energética AG, qu¢
supone la formacién de una gotita de radio r, es

4
AG, = G(r) — G(0) = 3 myrl. (14)
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Dividiendo miembro a miembro las ecs. (13) y (14)

resulta
AG 2 r\? 3 r\? (1 5)
T = = + — ]
AG, r. r,
T T T T ' T T T T T T T T I T T T =
10 F 3
S 00 F =
p E 3
S - 3
<Q = 3
=10 3 evaporacién condensacién =
E de las gotitas de vapor 5
- sobre las gotitas 3
—2'0 F T M S A H T P ERE R T B S 1
0.0 0.5 1,0 1.5 2,0

rre

ecuacién que se ha representado en la figura. De su ob-
servacién se deduce que el crecimiento de una gotita de
radio r <r, requiere una variacién del potencial de
Gibbs positiva y, por tanto, no es un proceso esponta-
neo. Sin embargo, si de algin modo se consiguiera que
el radio de la gotita fuera r > r, entonces la variacién
del potencial de Gibbs correspondiente a un incremento
de su radio seria negativa y la gotita podria crecer ori-
ginando una nueva fase. Por ejemplo, cuando se sabe
que en la atmésfera tenemos vapor sobresaturado que
no condensa porque la formacién inicial de gotitas es un
proceso no espontdneo, podemos facilitar la lluvia lan-
zando un cohete que disperse particulas (frecuentemente
de yoduro de plata) que actien como niicleos de con-
densacién del vapor sobresaturado. La existencia de es-
tas particulas supone la climinacién de la barrera ener-
gética AG, y la condensaci6n se produciria siempre que
el radio de las particulas sea mayor que r,.

d) Hablamos de vapor sobresaturado (¢° > 100 %)
cuando p, > p..| y p, > p;. Ahora bien, hemos visto en el
apartado (a) que pu, = », no representa la situacién de
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cquilibrio en presencia de efectos supgrﬁcialcs. Si estos

cfectos se tienen en cuenta en la definicién de 1a hume-

dad relativa es fdcil ver que @° > 100 % puede significar

sobresaturacién para unas gotitas pero subsaturacién
para otras de radio menor. En efecto, definiendo

¢ P

- Pen

J (16)

donde p,, es la presién de vapor de una gotita de radio
r dada por la ecuacién de Kelvin, resulta que

& 2yv,
¢ = ¢°XP(— ﬁ) (17)
© bien, por (10),
=g (18

cuya representacion (para el caso de interés ¢° > 100 %)
aparece en la figura. Se pone asi de manifiesto que
¢ < 100 % (subsaturacién) para gotitas de radios r < r,
mientras que ¢ > 100 % (sobresaturacién) para gotitas
de radios r > r_. Evidentemente, ¢ = 100 % parar =r,
lo que indica que liquido y vapor est4n en equilibrio.

>
>

r

€) El cdlculo de Ap se realiza a partir de la ec. (5) y
los datos del enunciado, resultando

Ap = — RT In ¢° = 451,7 J/mol. (19)
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%\/\/\ Del mismo modo, por (10),

2wy
= RTIng*
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=57%x10"°m =57 nm. (20)

Teniendo en cuenta (14) resulta

4
AG‘ = 5 Wrtz = 9,8 X 10_-18 J=261c¢eV. (21)

Finalmente, usando (18),

#0,5r,) = 0,833 = 83,3% (22)
#1,5r.) = 1,063 = 106,3 %. (23)
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