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Introduccion

Actualmente, el uso de los ordenadores esta plenamente generalizado en nuestra
sociedad. Los encontramos por todas partes. Se han convertido en una herra-
mienta de la que conocemos un buen namero de funcionalidades y a la que
damos un montén de aplicaciones muy variadas para facilitar nuestro trabajo
o mejorar nuestra calidad de vida.

El éxito de los computadores digitales deriva del hecho de que son méaquinas
de propoésito general, que pueden ser programadas para casi cualquier tarea si
se dispone de la interfaz adecuada. Puede ser, al mismo tiempo, una herra-
mienta de trabajo y un dispositivo de ocio. La misma maquina puede llevar a
cabo calculos sofisticados para hacer simulaciones de procesos, convertirse en
una herramienta de precision para dibujar planos o gestionar con eficiencia

una base de datos compleja.

En este modulo presentamos la estructura basica de los computadores actuales, la
evolucion que han sufrido hasta llegar al estado actual y una introduccion a
los conceptos que se iran desarrollando a lo largo de los modulos siguientes,
para entender en profundidad el funcionamiento de los computadores digitales.
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Objetivos

El objetivo de este mddulo es presentar la estructura basica de un computador
digital, poniendo de manifiesto los conocimientos que se trabajaran para en-
tender en profundidad su funcionamiento y su disefio. Con este moédulo se

persigue:
1. Saber diferenciar entre la electronica digital y la electrénica analdgica.

2. Entender que es posible codificar cualquier informacion con un conjunto
reducido de simbolos, como Oy 1.

3. Conocer a grandes rasgos, la evolucién de los computadores y las mejoras
tecnologicas que han marcado cambios cualitativos profundos.

4. Conocer la arquitectura basica de un computador digital actual.

Entender la estructura basica de un computador digital es el objetivo final del
curso. En este modulo se describe la arquitectura de un computador a grandes
rasgos. A lo largo de los modulos siguientes se irdn presentando conceptos,
herramientas y metodologias para entender con profundidad el funcionamiento
y la construccion de este tipo de maquinas.
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1. El estudio de los fundamentos de los computadores

1.1. ;Por qué estudiar los fundamentos de los computadores?

Desde el principio nos podriamos cuestionar la utilidad de analizar el funcio-
namiento de los computadores. El argumento para ello puede ser que quere-
mos utilizar los computadores s6lo como una herramienta, que en Gltimo
término seremos usuarios de las maquinas y que, como tales, el conocimiento
de la organizacion interna del computador tiene poca utilidad. La conclusion
seria que se trata de una materia que tiene interés para un namero reducido
de ingenieros, s6lo para aquellos que tienen en su horizonte trabajar en el desa-

rrollo de procesadores.

Sin embargo, el conocimiento de los principios de funcionamiento de los _p

computadores es necesario tanto si nos dedicamos al desarrollo de aplicacio-

£15 . N e PLC es la sigla de programma-
nes, al analisis de sistemas o al desarrollo de circuiteria especifica. El desarrollo ble logic cor?troller’))/ Sg trata
de un equipamiento electréni-

de aplicaciones optimizadas, requiere del conocimiento de los paradigmas ba- A
co programable disefiado

sicos de funcionamiento de las maquinas donde se ejecutaran, y éstas se ex- para controlar procesos
. . s . . secuenciales en un entorno
tienden en un abanico de aplicaciones que va desde los PLC industriales a la industrial.

inteligencia artificial.

Los computadores son sistemas digitales complejos. Entenderlos y conocer
herramientas metodologicas para su disefio y sintesis nos abre el camino al

desarrollo de sistemas digitales especificos.

No se trata s6lo de conocimientos de cultura general. Los conceptos basicos
del funcionamiento de los computadores son conocimientos necesarios para
aquel que quiera que trabajar en el disefio de sistemas electrénicos, en la pro-
gramacion de los mismos o en el desarrollo de aplicaciones especificas que re-

quieran un cierto grado de optimizacion.

1.2. ;Qué tenemos que saber para entender los computadores?

Los computadores actuales son aparatos electronicos. La electronica, finalmente,
trabaja con sefiales eléctricas. ;Como podemos procesar la informacion del

mundo que nos rodea mediante sefiales eléctricas?

Hemos de saber como se codifica la informacién que tenemos que procesar
dentro de las maquinas. Tenemos que determinar como son los datos y cuales
son las limitaciones implicitas en las maquinas. La matemadtica nos da herra-
mientas para codificar adecuadamente la informacion que queremos almacenar

o con la que queremos trabajar dentro de los computadores.
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Los computadores se basan en la electronica digital. Sin embargo, ;qué es la
electronica digital? ;En qué se diferencia de la que no es digital? En definitiva,
(cuales son las bases de funcionamiento de la tecnologia con la que se dise-
fian las maquinas digitales?

Por otra parte, ;como podemos utilizar la electronica digital para construir un
computador digital? Tenemos que disponer de metodologias que, de manera
organizada, nos permitan concebir sistemas digitales complejos, y en particular,
concretarlo sobre la organizacién de un computador convencional.

Estos son los interrogantes a los que iremos dando respuesta a lo largo del curso,
pero, a modo de introduccidn, los apartados siguientes nos dan algunas
pinceladas al respecto.

1.2.1. ;Qué es la electrénica digital?

Se llama electrénica digital o discreta a la electrénica basada en sefiales
sobre las que solo se identifica un conjunto finito de valores diferentes
(habitualmente dos).

En contraposicion, en la electronica analdgica las sefiales pueden variar de for- ’
v es el simbolo que identifica

ma continua, es decir, no estan reducidas a un conjunto (pequefio) de valores la unidad dz mitlitii(‘i)a del voltaje,

diferentes. En una sefial digital s6lo se diferencia entre el valor alto de tensién
y el valor bajo de tension, por ejemplo O Vy 5 V. En cambio, una sefial anal6-
gica puede registrar cualquier valor de tension, 0,1 V00,2V o00,23V02,35V
0 1,13 V o cualquier otro dentro de los margenes de funcionamiento, y cada

valor se considera diferente.

Las tecnologias actuales con las que se construyen los sistemas digitales (es de-
cir, los dispositivos basados en la electrénica digital y los computadores en
particular) trabajan especialmente bien cuando sobre las sefiales tan sélo se
identifican dos valores de tension diferentes. Estos valores reciben denomina-
ciones diferentes segin el &mbito de trabajo, como verdad y falso o bien 0 y
1 16gicos.

Esto quiere decir que, como sistema digital, toda la informacién que
deba procesar un computador tiene que estar codificada de forma ade-
cuada, utilizando sélo los dos valores de tension posibles, lo que lla-
mamos 0y 1 légicos.

Vivimos en un mundo anal6gico y nos parece natural registrar la informacién
de manera analdgica. Sin embargo, trabajar directamente con informacién

analogica resulta poco practico y nada adecuado si queremos procesar esta in-
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formacién en un computador digital. Habra que disponer de mecanismos para

digitalizar la informacion, es decir, para codificarla utilizando s6lo ceros y unos.

1.2.2. La codificacion de la informacion

Quizés no hayamos caido en la cuenta de que, en realidad, toda la informa-
cion esta siempre codificada de una manera u otra. Cuando escribimos, codi-
ficamos la informaciéon en palabras que pueden estar compuestas por un
conjunto de simbolos diferentes (las letras del abecedario). Cualquier valor
numérico lo codificamos mediante un conjunto de simbolos que llamamos
digitos. Pues bien, los computadores digitales actuales gestionan informacién

codificada utilizando los valores O y 1.

La codificacién de los nameros es la que conceptualmente resulta mas sencilla.
De hecho, solo tenemos que entender una idea basica: un valor numérico es
un concepto abstracto, que tendrd una representacion u otra segtn el sistema
de numeracion (es decir, segan el conjunto de reglas de codificacidon) que
utilicemos. 0

Dicho de esta forma, puede parecer un poco extrafio, pero estamos muy acos-
tumbrados a esta idea. Observemos la imagen siguiente:

Unos pensaremos mesa, otros taula, otros table, etc. La imagen es la misma
para todos, pero es posible que la tengamos asociada a palabras distintas, de
hecho, con letras distintas y, si nuestra lengua es el arabe o el chino, con sig-
nos distintos. Por lo tanto, estamos codificando esta informacién segin

nuestro sistema de representacion.

Con los nimeros pasa exactamente lo mismo. Un determinado valor numeéri-
co es independiente del sistema de representacion que utilicemos. Para poder
codificar los valores numéricos s6lo con ceros y unos, tenemos que utilizar un
sistema de numeracion adecuado, diferente al sistema decimal al que estamos

acostumbrados.

Todo parece indicar que, muy al inicio, para referirse por ejemplo a un con-
junto de cinco ovejas, el hombre dibujaba literalmente cinco ovejas. Después

consiguio separar el valor numérico del objeto, por ejemplo, dibujando una
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Gnica oveja y cinco rayas o puntos o marcas de cualquier tipo. Con toda pro-
babilidad aprendi6 a dar nombre a este valor numérico independiente del ob-

jeto al que se aplicaba.

No debia de ser nada practico tener un nombre para cada valor numérico (de-
masiados nombres a recordar), asi que se empezaron a hacer grupos para faci-
litar los recuentos de conjuntos “grandes”. Claro estd que la cantidad de
elementos de un grupo tenia que ser facil de recordar, especialmente cuando el
sistema se extendio para trabajar con grupos de grupos. En este asunto, la ana-
tomia humana ha tenido bastante que ver y, por este motivo, los “grupos” que
mas se adoptaron fueron los de cinco, los de diez y los de veinte, coincidiendo

con el nimero de dedos de una mano, de dos manos o de manos y pies.

De entre éstas, la base 10 ha salido ganadora (quizas por la aparicion del cal-
zado, quién sabe) y la idea de grupos de grupos acab6 desembocando en un
sistema de numeracién posicional como el que tenemos ahora, donde la posi-
cién que ocupa un digito esta asociada a un grupo de grupos (decimos un peso),

lo que facilité enormemente el desarrollo de la aritmética.

Pues bien, dentro de los computadores tenemos que adaptar el sistema de
numeracién a su propia “anatomia”. Trabajan utilizando sefiales sobre las
que diferencian dos niveles de tension. Por lo tanto, tendremos que utilizar
un sistema de numeracioén en base 2. Ademas, cambiar el sistema de nume-
racion conlleva cambios en la manera de calcular el resultado de las opera-
ciones aritméticas. Es decir, el concepto de suma es independiente del
sistema de numeracion, pero la forma de hacer la suma depende de la forma

como representemos los nimeros.

Todas estas cuestiones se tratan en el segundo modulo, donde se analiza nuestro
sistema de numeracion y se adapta a las caracteristicas de las maquinas, ademas

de identificar las limitaciones propias de las maquinas.

1.2.3. Los sistemas digitales

Hemos hecho una introduccién al concepto de electronica digital. Habra que
ver, sin embargo, qué es lo que la hace atractiva, adecuada para el procesa-
miento de informacion, cudles son las herramientas que nos permiten cons-
truir circuitos complejos para el procesamiento de informacién y, en altimo

término, computadores digitales de proposito general.

Conceptualmente, la electronica digital es la electronica de los nimeros. Aqui,
las sefiales eléctricas representan nameros. Son ficiles de codificar y resistentes
a la degradacion con una codificaciéon adecuada. En los sistemas analégicos,
que trabajan con ondas, la informacién estd contenida en la forma de la onda,

que se puede degradar facilmente y que, por lo tanto, es susceptible de perder
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informacion con facilidad, ademéas de requerir circuiteria especifica para cada
aplicacion.

Intentar construir o entender el funcionamiento de circuitos digitales comple-
jos, como los computadores, es una tarea inviable si no se dispone de las he-
rramientas y de las metodologias que permitan sistematizar, en cierta medida,
la construccién de sistemas digitales complejos. En este sentido, se establece
una diferenciaciéon importante entre los circuitos digitales combinacionales y
los circuitos digitales secuenciales, es decir, entre los circuitos con capacidad
de memoria (los segundos) y los que no la tienen (los primeros).

El médulo 3, dedicado a los circuitos combinacionales, y el médulo 4, donde
se trabajan los circuitos secuenciales, se encargan de hacer una introduccién a
los sistemas digitales y a las herramientas que nos ayudan en su concepcién y

analisis.

Los dos apartados siguientes de este modulo introductorio estan dedicados al
computador digital. En el primero encontraréis una descripcién del camino
que se ha seguido desde los primeros ingenios de calculo hasta los computa-
dores actuales. Se describen caracteristicas y técnicas que han ido apareciendo
a lo largo de los afios y que se acumulan en los ordenadores actuales. En el se-
gundo apartado se muestra la arquitectura basica de los computadores actua-
les. El médulo 5 estd dedicado a un analisis de la arquitectura basica que aqui
se describe.
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2. La evolucion de los computadores

Desde hace siglos, se ha perseguido una mejora en el procesamiento de infor-
macion, especialmente, en calculos aritméticos, para lo cual se ha utilizado la
tecnologia existente en cada momento. Los primeros intentos dieron lugar a
toda una serie de ingenios mecanicos, basicos como el dbaco, o realmente

elaborados y complejos como la maquina diferencial de Charles Babbage.

Maquina analitica de Charles Babbage
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Fuente: Bettman Archive

Charles Babbage (1791-1871) ocupa un lugar especialmente destacado en la
historia de la computacion por la concepcién de la maquina analitica que in-
corpora por primera vez el concepto de méaquina dirigida por un programa ex-
terno. El disefio de la maquina analitica incluia una memoria (mecénica), una
unidad de procesamiento, una unidad de control (constituida por “barriles”
similares a los cilindros de las cajas de musica), una entrada de datos (inspira-
da en las tarjetas perforadas del telar de Jacquard) y salida por impresion (si-

milar a la maquina de escribir).

El descubrimiento de la energia eléctrica permiti6 el desarrollo de maquinas
electromecanicas que incluian lectores de tarjetas y procesamiento con con-
mutadores. De entre este tipo de maquinas destaca la maquina tabuladora de
Herman Hollerith (1860-1929), que fue escogida para ayudar en el censo de
los Estados Unidos en el afio 1890. El censo manual tardaba cerca de 10 arios,
pero con la maquina tabuladora, que leia y procesaba (basicamente contaba)
las tarjetas perforadas disefiadas al efecto, el tiempo se redujo a menos de 3
afios. Herman Hollerith es considerado el primer informatico, el primero en

hacer un tratamiento automatizado de la informacion.
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Maquina tabuladora de Herman Hollerith

Creative CommonsAttribution 2.0 Generic
Fuente: http://en.wikipedia.org

Las maquinas electromecanicas llegaron a convertirse en los primeros compu-
tadores digitales. Konrad Zuse (1910-1995) concibi6 la Z1, que disponia de
memoria mecénica binaria, la Z2, que realizaba el procesamiento a partir de
relés y mejoras que se convirtieron en las Z3 y Z4. George Stibitz (1904-1995)
concibi6é computadores de relés para los laboratorios Bell, y Howard Aiken
(1900-1973) es el responsable de la serie Mark para la Universidad de Harvard.
Estas fueron las primeras maquinas desarrolladas con propdsito comercial.

La revolucion electronica en la computacion se inicia durante la Segunda Gue-
rra Mundial. El conflicto bélico habia animado el desarrollo de dispositivos
electronicos, y las experiencias en maquinas electromecdanicas hicieron que

enseguida se viera la aplicacion de estos dispositivos a la computacion.

La era de los computadores electronicos se divide en cuatro generaciones aten-
diendo a los progresos en la tecnologia. Los saltos generacionales vienen de-
terminados por cambios tecnologicos. Dentro de cada generacion aparecen
diferentes técnicas o conceptos que se han convertido en esenciales para los

computadores actuales.

2.1. Primera generacion (1940-1955)

Esta primera generacion estd marcada por el uso de valvulas de vacio y la in-
troduccion de la tecnologia de anillos de ferrita para la memoria. Son compu-

tadores de esta primera generacion:

Consumo ENIAC

e ENIAC. ]J. Mauchly; J. P. Eckert (1941-1945). Electronic Numerical Integrator Para valorar el consumo eléctri-

co del computador ENIAC

And Computer. Moore School of Engineering (Pennsylvania U.). Este inge- (140 kw/h) o podemos com-

nio constaba de 18.000 valvulas de vacio, 70.000 resistencias y 10.000 con- parar con un electrodoméstico
. 2 . de consumo elevado: el consu-
densadores. Ocupaba un espacio de 100 m<“, pesaba 30 tm y tenia un mo de un horno eléctrico esté

en torno a los 2 kw/h.

consumo de 140 kw/h.
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e EDVAC (1952!). Electronic Discrete Variable Automatic Computer, de dimen-
siones mas reducidas que el ENIAC. Es especial porque es la maquina sobre
la que J. Von Neumann en 1945 escribi6 su First Draw of a Report on the ED-
VAC, en la Moore School, el primer documento donde se describe el con-
cepto de programa almacenado, que forma parte de la base de los
computadores actuales. También es de destacar el uso, por primera vez, de
la aritmética binaria, en detrimento de la decimal.

e UNIVAC (1951). Universal Automatic Computer. Ecker-Mauchly Company.
Con 5.400 vélvulas y 1.000 palabras de memoria presenta la caracteristica

de programa parcialmente almacenado.

Programacion del ENIAC. Imagen bajo dominio publico

TR BB NS RN B L LT L L

Fuente: http://es.wikipedia.org

2.2. Segunda generacion (1955-1965)

El paso a la segunda generacion viene marcado por la utilizacion de los transis-

tores en sustitucion de las valvulas de vacio. Son maquinas de esta generacion:

e PDP-1 de DEC, aparecida en 1960, que presenta por primera vez un termi-
nal grafico. Sobre esta maquina corrio el primer videojuego.

e IBM 7030. Esta maquina de 1961 incorpora la idea de segmentaciéon de
memoria y de memoria virtual, técnicas con las que se consigui6é mejorar

sensiblemente la capacidad, la gestion y el rendimiento de la memoria.

e ATLAS de Ferranti Ltd. & U. Manchester, 1962. Se trata de uno de los primeros
supercomputadores. Tecnol6gicamente destaca por la incorporaciéon del uso
de lo que se denominan interrupciones para controlar los periféricos.
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e CDC 6600. S. Cray. Control Fecha Corp., 1964. Con una velocidad de
céalculo de 1 megaFLOPS (un millébn de operaciones de coma flotante
por segundo) conseguida gracias al paralelismo de las unidades de calculo,

ostento el titulo de madquina mas rapida entre 1964 y 1969.

2.3. Tercera generacion (1965-1970)

La aparicién de los primeros circuitos integrados marca el final de la segunda
generacion de computadores y el inicio de la tercera. Los circuitos integrados
aportan una reduccion de espacio significativa, una reducciéon importante del
consumo y un aumento de la fiabilidad, que da lugar a la aparicién de los pri-

meros minicomputadores. De esta generacion podemos destacar:

e IBM 360, 1964. Inicia la primera serie de computadores compatibles
(seis en total), es decir, que podian utilizar el mismo software y los mismos

periféricos.

e DEC PDP/8, 1965. Primer minicomputador de éxito comercial. Como
innovaciones presentaba circuitos l6gicos en médulos integrados (chips)
y un conjunto de lineas de conexion en paralelo para interconectar los

modulos: el bus.

e IBM 360/85, 1968. Es la primera en incorporar el concepto de memoria ca-
ché, técnica que reduce enormemente el tiempo de acceso a la memoria y que

se ha convertido en un elemento central de los sistemas actuales.

2.4. Cuarta generacion (1970-)

Las mejoras en el proceso de fabricacion de circuitos integrados conducen a
un aumento considerable de la densidad de integracion. Es este aumento en
la densidad de integracion lo que permite integrar todos los circuitos de la
unidad central de proceso en un Gnico chip: nacen los microprocesadores,

el primero de los cuales es el Intel 4004 en 1971.

La cuarta generacion se inicia con el desarrollo de este microprocesador. Al
mismo tiempo, y debido también a las mejoras en los procesos de fabricacion
de circuitos integrados, se abandonan las memorias de ferritas y se incorporan
las memorias de semiconductores. El campo de los computadores personales

estd sembrado, y pronto germina:

e Altair 8800, 1975. Se considera el primer computador personal.

e Supercomputador Cray 1, 1976. Incorpora por primera vez el procesa-

miento paralelo.
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e IBM PC, 1981. Con el microprocesador Intel 8086 y el sistema operativo
Microsoft DOS marca el inicio de la revolucion de la computacién personal.

e Lisa (Apple), 1983. Incorpora un nuevo dispositivo revolucionario, el raton
y una interfaz de usuario grafico (estilo Windows).

IBM PC

Creative CommonsGenérica de Atribucién/Compartir-lgual 3.0
Fuente: http://es.wikipedia.org


http://en.wikipedia.org/wiki/es:Creative_Commons" \o "w:es:Creative Commons
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es
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3. ;{Como son los computadores digitales actuales?

En términos generales, un computador es un dispositivo construido
con el proposito de manipular o transformar informacion para conse-
guir una informacioén mas elaborada, como por ejemplo, el resultado de
un problema determinado.

Un computador digital es un computador que trabaja con datos numéricos,
cuya interpretacion depende del formato con que se esté trabajando, codifi-
cados todos ellos en un sistema de numeracién en base 2, es decir, basado en
seflales binarias, sefiales sobre las que podemos identificar s6lo dos valores

distintos. 0

El concepto de computador es, en principio, independiente de la tecnologia
utilizada para construirlo. Es cierto, sin embargo, que en la actualidad los com-
putadores digitales se basan en la electronica digital y que, por lo tanto, un
computador digital es un sistema digital complejo.

La complejidad que rodea un computador digital hace inviable su concepciéon
sin una estructura y organizacion en modulos diferenciados con tareas y fun-
cionalidades bien definidas. La estructura general de un computador digital es
la que se representa de forma esquematica en la figura 1, donde el sentido de
las flechas indica el flujo de informacién. Podriamos definir la ecuacién de
funcionamiento de la forma siguiente:

Datos de entrada + procesamiento = resultado (datos de salida)

Figura 1. Estructura general de un computador

Dispositivos
periféricos

Procesador
Dispositivos »
periféricos Memoria cPU

de entrada de salida
Teclado Pantalla
Pantalla tactil Impresora
Raton Altavoz
Micréfono

Camara

| Disco duro

Dispositivos periféricos CD/DVD
de entrada/salida Mem. flash
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Los dispositivos de entrada y los de salida claramente constituyen elemen-
tos de conversion de la informacién entre el mundo analégico que nos rodea
y el mundo digital en el que trabaja el procesador. Los dispositivos de entrada/
salida, mayoritariamente, estdn constituidos por dispositivos para almacenar
informacion digital, en uno u otro formato, pero informacién digital que el

procesador puede recuperar.

El procesador esta constituido por una unidad central de proceso (CPU,

Central Process Unit) y una memoria intimamente relacionada con él (figura 2).

Figura 2. Arquitectura general de un procesador

Procesador

Y Unidad Central
Memoria ¢ »| de Procesamiento
| (CPU)

La unidad central de proceso es realmente la encargada de procesar los datos
de acuerdo con el programa establecido, y se organiza en dos grandes bloques,
como se muestra en la figura 3, la unidad de control y la unidad de proceso

o camino de datos.

Figura 3. Estructura de una CPU

CPU

Condiciones

Unidad Unidad
de control de proceso

La unidad de proceso retine los recursos de calculo, y la unidad de control es
la encargada de dar las 6rdenes en la secuencia correcta a la unidad de proceso

para realizar las operaciones que establece el programa en ejecucion.

3.1. Arquitectura de Von Neuman

Se conoce por este nombre la arquitectura que implementan los computado-
res actuales y que se describe por primera vez en un documento escrito por
John Von Neumann (1903-1957) como colaborador en el proyecto EDVAC, de

donde toma el nombre.
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La caracteristica distintiva es que se trata de una arquitectura en la que tanto
los datos como el programa se almacenan en la memoria principal, que esta
ligada directamente a la CPU. El concepto de programa almacenado difiere ra-
dicalmente del tipo de programacion que se practicaba en los computadores
precedentes, y que se basaba en la modificacion de los circuitos electrénicos.

Esta arquitectura es la base de los computadores modernos, en los que pode-
mos identificar estas dos caracteristicas:

1) Programa almacenado. Tanto los datos como las instrucciones del progra-
ma a ejecutar se encuentran en la memoria principal del computador. De este
hecho se derivan dos consecuencias. Por una parte, esta caracteristica dota al
computador de una amplia generalidad. De la otra, la comunicacion entre la
memoria y la CPU se convierte en critica y constituye un verdadero cuello de

botella en el rendimiento de la maquina.

2) Unidad de control (relativamente) simple. En esta arquitectura, la
unidad de control no se tiene que ocupar de ejecutar todo el programa,
sino que hace de manera iterativa una tnica tarea: el ciclo de ejecucion de

instrucciones.

Figura 4. Arquitectura de Von Neumann

Procesador

Memoria: Unidad Central
Instrucciones ﬁ de Procesamiento
Datos (CPU)

Con un procesador de este tipo, la estructura basica de un computador digital

es la que aparece en la figura S.

Figura 5. Arquitectura de un computador tipo Von Neumann

Procesador

Entrada

Memoria
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3.2. La arquitectura de Harvard

La arquitectura de Von Neumann tiene en si misma dos grandes limitaciones.
Por una parte, el acceso a memoria es un punto critico y limita el rendimiento
de los sistemas basados en este tipo de arquitectura. Por otra parte, lleva im-
plicita la idea de la ejecucion secuencial, es decir, de la ejecucion de una Ginica
instruccion al mismo tiempo, lo cual limita las posibilidades de ejecucion en
paralelo.

De las llamadas arquitecturas no Von Neumann podemos destacar la arquitec-
tura de Harvard. La caracteristica principal de esta arquitectura es que dispone
de una memoria dedicada al programa y una segunda memoria para los datos.
Esta diferencia ayuda a corregir la limitacién que supone el acceso a memoria,
ya que permite hacer operaciones con la memoria de datos mientras se accede
a la memoria de programa. Por otra parte, también limita la posibilidad de la
automodificacién de los programas, que si bien desde el primer momento fue
un aliciente en la arquitectura de Von Neumann, ha llegado a convertirse en
un problema.

El uso de la arquitectura de Harvard se ha extendido en el campo de los micro-
controladores y de la electronica distribuida. Su estructura general la podemos
ver reflejada en la figura 6.

Figura 6. Arquitectura de Harvard

Procesador

Unidad

Central de
Procesamiento

(CPU)

Automodificacion del
codigo

La automodificacién del codi-
go (la capacidad de un progra-
ma para cambiarse a si mismo)
ha sido uno de los recursos que
se ha aprovechado para elabo-
rar c6digo malintencionado
como los virus.
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Resumen

En este médulo se hace una introduccién a los conceptos que se trabajan a lo
largo de los moédulos siguientes: la codificacién adecuada de la informacién
para interpretarla y tratarla dentro de los computadores, la tecnologia con la
que se construyen los sistemas digitales en general y la arquitectura basica de
los computadores.

Los computadores actuales se presentan como el resultado de una evolucion
que se ha llevado a cabo a lo largo de los afios, partiendo de la arquitectura
bésica fijada en la primera generacion de computadores, con la incorporacion
del concepto de programa almacenado, y se enumeran los principales cambios
tecnologicos que han permitido mejorar el rendimiento de las méquinas hasta

el momento actual.

Se dedica un apartado a describir con mas detalle la arquitectura basica de los
computadores digitales, indicando la relacién entre los dispositivos de entra-
da, el procesador y los dispositivos de salida. Al mismo tiempo, se muestran
los elementos constitutivos del procesador: la CPU y la memoria.
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Introduccion

Inicialmente, los computadores fueron desarrollados como una herramienta
para agilizar la realizacion repetitiva de operaciones aritméticas y 16gicas basi-
cas, que con el tiempo fueron ganando complejidad, tanto por el nimero de
operaciones como por la complejidad propia de los calculos. Hoy en dia, sin
haber perdido la utilidad original, los computadores se han ido diversificando,
adaptandose a multiples aplicaciones hasta convertirse en un elemento im-
prescindible en todos los campos de la ciencia, de la comunicacion y del ocio.

A pesar de los grandes cambios que han ido sufriendo las maquinas, el procesa-
miento de los datos dentro de un computador contintia basado en la realizacion
de operaciones aritméticas y logicas sencillas sobre datos que se encuentran en
la memoria principal. Alli pueden haber llegado de procedencias diversas, pero
en todos los casos, la informacién ha sufrido una transformacioén: se ha codifi-

cado de manera adecuada para poder ser tratada por un procesador digital.

Las caracteristicas de la tecnologia con la que se construyen los computadores
obligan a trabajar con s6lo dos simbolos diferentes: el 0 y el 1. Toda la infor-
macioén que tenga que procesar un computador se tendra que codificar usando

Unicamente estos dos simbolos.

Dentro de un computador, cualquier informacién (valor numérico, texto, N
ota

audio, video) esta representada como una cadena de 0’s y 1's. Ahora bien, una
Se usan los simbolos 0 y 1, por-

cadena de ceros y unos solo tiene sentido si conocemos el formato de repre- que son los digitos binarios, el

sentacion, es decir, la manera como esta codificada la informacioén, lo cual in- sistema que emplean los com-
putadores. Ademas, también
cluye saber: el tipo de dato (es un ntmero, un texto, una sefial de audio se usan para designar los tér-
. . . . minos verdady falso en las ope-
digitalizada, etc.) y el sistema utilizado para representar este tipo de datos (es raciones légicas.

decir, el sistema de numeracion, si es un namero; la tabla de codificacién de
los caracteres, si se trata de un texto; el algoritmo de codificacion y/o compre-
sién por informacién multimedia; etc.)

{Qué codifica la cadena 10100100? Pues depende. ;De qué tipo de dato se tra-
ta? Si es un texto, y se ha usado el cédigo ASCII ISO-8859-15 se trata del carac-

ter “€”; si es un nimero natural, se trata del valor decimal 164; si es un entero

Nota

Signo y magnitud y comple-
mento a 2 son sistemas de re-

codificado en signo y magnitud, es el valor decimal —36; si es un entero codi- presentacién de niimeros con
signo que se describen en la se-
ficado en el sistema de complemento a 2, es el valor decimal -92; etc. En todos gunda seccion de este médulo.

los casos se trata de la misma cadena, pero en cada caso se esta considerando
que esta cadena es el resultado de codificar la informaciéon de una manera di-

ferente.

La informaci6on que procesa un computador digital esta codificada en cadenas

de ceros y unos, y esto quiere decir que las operaciones que tienen lugar en el
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computador son operaciones sobre cadenas de ceros y unos. De hecho, todo
el procesamiento que se hace en los computadores se reduce a operaciones
aritméticas y logicas sencillas sobre las cadenas que codifican la informacion.

Estos son, pues, los puntos de partida:

e Dentro de un computador toda la informacién se codifica como cadenas
de ceros y unos.

¢ Una cadena de ceros y unos no tiene sentido por ella misma. Hay que co-
nocer la manera como se codifica la informacion, esto es el formato en que
estan codificados los datos.

e El procesamiento que lleva a cabo un computador sobre las cadenas de ce-

ros y unos consiste en operaciones aritméticas y logicas sencillas.

Mayoritariamente, la informacién dentro de los computadores es tratada
como numeros y operada como tal, por lo tanto, conocer la manera en que se
codifican los niimeros es basico para entender el funcionamiento de los com-

putadores.

En este modulo se explican los sistemas basicos de codificacion de la informa-
cion, prestando especial atencion a la representacion de la informacion numeé-
rica, a la que se dedica la mayor parte del modulo. El moédulo se estructura de
la forma siguiente. En primer lugar, se hace un analisis del sistema de nume-
racion con el que estamos habituados a trabajar. A continuacién, se explican
los sistemas de codificacion de nimeros mas usuales en los computadores, y
finalmente, se dan las pautas para la codificacién de datos no numéricos.
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Objetivos

Se enumeran a continuacion los principales objetivos que hay que lograr con
el estudio de este modulo:

1. Comprender como se puede representar cualquier tipo de informaciéon dentro
de los computadores y conocer los principios bésicos de la codificacion.

2. Conocer en profundidad los sistemas ponderados no redundantes de base
fija 2, 10 y 16, ademas de saber representar un mismo valor numérico en

bases diferentes.

3. Comprender y saber utilizar los formatos con que se codifica la informa-
cién numeérica en un computador: el sistema ponderado en binario para los
numeros naturales; signo y magnitud y complemento a 2 para los nameros

enteros, y la representacion de ntimeros fraccionarios en coma fija.

4. Conocer las operaciones aritméticas basicas que lleva a cabo un computa-
dor y saber efectuarlas a mano. Estas operaciones son la suma, la resta y la
multiplicacion y division por potencias de la base de nameros naturales,

enteros y fraccionarios.
5. Comprender los conceptos de rango y precision de un formato de codifica-
cioén de la informacién numérica en un computador, asi como los concep-

tos de desbordamiento y de error de representacion.

6. Entender la manera de empaquetar cadenas de unos y ceros a partir de la
base 16.

7. Conocer la forma de representar caracteres en formato ASCII.
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1. Los nameros y los sistemas de representacion

El objetivo de esta seccion es analizar el sistema de numeracidon que utiliza-
mos, identificando los parametros que lo definen. Para hacerlo, se introducen
los conceptos de raiz o base y de peso asociado a la posiciéon de un digito. Se-
guidamente, se explican las técnicas para encontrar la representacién de un
ntmero en un sistema posicional de raiz fija cuando se cambia la raiz. Final-
mente, se hace un analisis de la operacién mas comn, la suma, y de su ho-
mologa, la resta, asi como de la multiplicacion y de la division de nameros por
potencias de la base de numeracion.

1.1. Sistemas de representacion

La idea de valor numerico es un concepto abstracto que determina una canti-
dad. Los valores numeéricos estan sujetos a un orden de precedencia que se uti-
liza para relacionarlos y llegar a conclusiones. Para trabajar de manera 4gil con
este tipo de informacion, tenemos que poder representar los valores numeéri-
cos de manera eficiente, por lo cual se han desarrollado los llamados sistemas

de numeracion.

Un sistema de numeracidn es una metodologia que permite represen-
tar un conjunto de valores numéricos.

El abanico de sistemas de numeracion es bastante amplio. Entre otros, pode-
mos encontrar los sistemas de raiz o base, los sistemas de digitos firmados, los
sistemas de residuos y los sistemas racionales. De estos, los sistemas basados
en raiz (o base) son los que mas se utilizan por las ventajas que aportan en la
manipulacion aritmética de los valores numéricos, y en ellos centraremos

nuestra atencion. 0

Un sistema de numeracion basado en raiz describe los valores numé-
ricos en funcién de una o varias raices. La raiz o base del sistema de nu-
meracion indica el ntmero de digitos diferentes de que se dispone.

Cuando trabajamos con base 10, disponemos de diez simbolos diferentes, que
denominamos digitos, para la representacién: 0, 1,2, 3,4, 5,6,7,8y9.Sila
base del sistema de numeracion es 2, se dispone de dos digitos, el Oy el 1. En
base 16, hay dieciséis digitos diferentes, que se representan por: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,89,A,B,C,D,EyF.

Terminologia

Alo largo del texto utilizare-
mos indistintamente los térmi-
nos representary codificar para
referirnos a la manera como se
escribe un dato segiin una sin-
taxis y un conjunto de simbo-
los determinado.

Terminologia

Se puede utilizar la designa-
cion de base o raiz de forma
indistinta, a pesar de que es
mas comun el uso de la pala-
bra base: hablamos de sistemas
de numeracién en base n.

Terminologia

Digito: cada uno de los signos
gréficos empleados para repre-
sentar los nimeros en un siste-
ma de numeracién.
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Los sistemas de numeracion que usan sélo una base reciben el nombre de sis-
temas de numeracion de base fija. El sistema de numeracién que usamos en

nuestra aritmética cotidiana es un sistema de numeracion de base fija en que

Los sistemas de
numeracion de base mixta

Son los que usan mas de una

base de numeracién. Un ejem-
plo de este tipo de sistema es el
sistema horario, donde los va-
lores vienen dados en funcion
de las bases 24, 60 y 60 (horas,
minutos y segundos).

la base de numeracion es 10.

Consideremos el nimero 321 en nuestro sistema de numeracién en base 10.

Hemos usado el digito 3, el digito 2 y el digito 1, ordenados de una manera
determinada. Estos mismos digitos ordenados de otro modo (por ejemplo,
213) representan un namero diferente, pese a estar constituido por los mis-
mos digitos. Los sistemas de numeracion en los cuales el orden de los digi-
tos es determinante en la representacién numérica se denominan sistemas

posicionales.

Un sistema de numeracién posicional es aquél en que la representa-
cién de un valor numeérico esta determinada por una secuencia ordena-

da de digitos.

A partir de este punto, los anélisis y los estudios contenidos en el resto de apar-
tados de este médulo hacen referencia a sistemas de numeracién posicionales
de base fija, que son los que tienen mas interés para el estudio de la represen-

tacion de la informacién numérica en los computadores. 0

1.2. Sistemas de numeracion posicionales

Entendemos que el 632 en base 10 representa 6 centenas, 3 decenas y 2 uni-
dades. Es decir, los digitos tienen peso 100, 10 y 1, respectivamente. Un cam-
bio de orden de los digitos (por ejemplo, 326), cambia los pesos asociados a
cada digito y, por lo tanto, el nimero representado. En un sistema de nume-
racion posicional, cada digito tiene asociado un peso que depende de la posi-

cion y de la base de numeracion. 0

Terminologia

Un sistema de numeracion posicional de base fija es aquél en que un
Utilizaremos X para referirnos
al concepto abstracto de valor
numérico. La representacion
del valor numérico X en base b
lo escribiremos de la forma X,
donde b es la base en decimaﬁ.

valor numérico X se representa como una secuencia ordenada de digi-
tos, de la manera siguiente:

Xy Xyp X Xg, X000 X

—m

donde cada x; es un digito tal que 0 < x; <b -1, donde b es la base del
sistema de numeracion y x; es el digito de la posicion i-ésima de la

secuencia.
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Las posiciones con subindice negativo corresponden a la parte fraccio-
naria del niimero, mientras que las posiciones con subindice positivo
corresponden a la parte entera. La frontera entre la parte entera y la
parte fraccionaria se indica con una coma. Los digitos de la parte entera
se consignan a la izquierda de la coma y los de la parte fraccionaria a la
derecha de la coma.

El sistema de numeracién de base 10 con que trabajamos habitualmente reci-
be el nombre de sistema decimal. De manera analoga, se denomina sistema
hexadecimal el sistema de numeracién en base 16, sistema octal el que usa
base 8 y sistema binario, el que usa base 2. Los digitos binarios reciben el nom-
bre de bits. 0

Consideremos, de nuevo, el numero 6321o. Lo podemos escribir en funcion
de los pesos asociados a cada posicién:

632(10 =6-100+3-10+2-1

Segtn la definicion, el 2 ocupa la posicién 0, el 3 la posicién 1 y el 6 la po-
sicion 2. Podemos reescribir la expresion anterior relacionando los pesos con
la base de numeracion y con la posiciéon que ocupa cada digito:

632(19 =6-10% +3-10" +2-10°

El 34,7510 también se puede escribir en funcién de la base y de las posicio-

nes:

34,7549 =3-10' +4-10° +7.107" +5.1072

En general, un sistema de representacién numérica posicional de base fija per-
mite expresar un valor numérico en funciéon de la base de numeracién y de la

posicién de cada digito. 0

La secuencia de digitos que representa un valor numérico en un sistema po-
sicional debe ser ordenada porque cada posicion tiene un peso asociado.
Este peso depende de la posiciéon y de la base de numeracion. El peso aso-
ciado a la posicion p es b?, donde b es la base de numeracion. 0

Terminologia

Evitaremos utilizar la expresion
parte decimal, para designar la
parte fraccionaria de un nime-
ro y eludiremos, asi, la ambi-
gliedad del término nimero
decimal. Un nimero decimal
es un nimero en base 10, no
un nimero con parte fraccio-
naria.

Terminologia

Un digito binario recibe el
nombre de bit, que es un acré-
nimo de la expresién inglesa
binary digit.

Nota

Segun la numeracién de posi-
ciones definida, el 7 ocupa

la posicién -1y el 5 la posicién
-2, mientras que el 3y el 4
(digitos de la parte entera)
ocupan las posiciones 1y 0,
respectivamente.

- 1
Recordemos que x* =K
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Terminologia

El namero X representado por la secuencia de digitos

. Expresar un ndmero en funcién
Xp_1Xn_p *** X1Xg,X_1 - X_; S€ puede expresar en funcion de la base de de la base de numeracién equi-

numeraciéon de la forma: vale a escribirlo de la forma:

Xy bV Xy b2

n-1 5
X=Y b =2, V"t xy bt Xy b
i=—m

donde cada x; es un digito tal que 0 < x; <b -1, donde b es la base del sis-
tema de numeracion y x; el digito de la posicion i-ésima de la secuencia.

Esta expresion se conoce como el teorema fundamental de la nume- * Abreviaremos teorema
fundamental de la numeracion con
racion (TFN).* la sigla TFN.

De este teorema se desprende que, ademds de la secuencia de digitos, en un
sistema posicional de raiz fija hay que conocer la base de numeracién para de-

terminar el valor numérico representado. 0

La secuencia de digitos 235 es valida en todas las bases mas grandes que 5 (porque
el 5 no es un digito valido en bases inferiores a 6). Ahora bien, en bases diferentes
representa numeros diferentes. Por lo tanto, 235 # 235(10 # 23516 La tabla si-

guiente muestra la correspondencia entre las representaciones de algunos valores:

Base 2 Base 4 Base 8 Base 10 Base 16 Elementos de la tabla
0 0 0 0 0 En cada columna se represen-
tan los valores numéricos des-
1 1 1 1 1 de el 0 hasta el 181 en la base
indicada en la casilla superior
10 2 2 2 2 de la columna. En cada fila dis-
ponemos de la representacion
11 3 3 3 3 del mismo valor numérico en
diferentes bases.
100 10 4 4 4
101 11 5 5 5
110 12 6 6 6
111 13 7 7 7
1000 20 10 8 8
1001 21 11 9 9
1010 22 12 10 A
1011 23 13 11 B
1100 30 14 12 C
1101 31 15 13 D
1110 32 16 14 E
1111 33 17 15 F
10000 100 20 16 10
10001 101 21 17 11
10010 110 22 18 12
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1.3. Cambios de base

La secuencia ordenada de digitos que representa un valor numérico cambia se-
gan la base del sistema de numeracién, pero hay una relacion entre las secuen-

cias de digitos.

Uso de los cambios
Los métodos de cambio de base permiten encontrar la secuencia orde- de base

nada de digitos que representa un valor numérico X en el sistema de nu- Utilizaremos los cambios de
base para convertir la repre-
sentaciéon de un nimero entre
numeracion en base b, es decir: las bases 2, 10y 16.

meracién en base b’, a partir de la representacién en el sistema de

canvi_a_base _b' (X(b) = X(b.

En los apartados siguientes, se exponen dos técnicas de cambio de base.

1.3.1. Método basado en el TEN
Si aplicamos el TFN al 3241 lo podemos escribir como:

324(10=3-10% +2-10" +4-10°

Haciendo las operaciones de la derecha en base 10, se obtiene la representaciéon
en base 10, que es la que tenemos a la izquierda de la igualdad. Ahora bien, si ha-
cemos las operaciones en base 7, tendremos la representacion en base 7. En gene-

ral, si hacemos las operaciones en base b obtenemos la representaciéon en base b.

Como la dificultad es operar en una base que no sea base 10 (porque no esta-

. Lo Valores Digitos
mos acostumbrados), el método sera til para pasar a base 10. 0 decimales Hexadgeclmales

0 0
Cambio de base basado en el TFN x ]
Para cambiar a base 10 el 4627 2 5
1) Expresamos el namero en funcién de la base (base 7) segn el TFN: 3 3
4627;=4-7+6-71+2.7° 4 4
2) Hacemos las operaciones en la base de llegada (base 10): 5 5
4-7246-7'4+2.79=4.49+6-7+2-1=240. 6 6
Las secuencias de digitos 4627 y 240(;¢ representan el mismo valor numérico, pero en 7 7
bases diferentes: base 7 la primera y base 10 la segunda. 8 8
9 9
Para hallar la representacion de X, en base 10 tenemos que: 10 A
1) Expresar X, en funcion de la base b, siguiendo el TFN; " B
2) Hacer las operaciones en base 10. 12 C
13 D

Cuando b > 10 los digitos de la base b se tienen que cambiar a base 10 ]
4 E

antes de hacer las operaciones.

15 F
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El método es véalido tanto para nameros enteros como para nameros con parte
fraccionaria. 0

Cambios de base basados en el TEN
Para pasar a base 10 el nimero 101100,01:
1) Expresamos el namero en funcién de la base (base 2):
101100,01p=1-2+ 0-2%+ 123+ 1-22+ 0-2'+ 0-2%+ 0-271+1.272
2) Hacemos las operaciones en base 10:

1:2540-2%41-2341-2240-2140-204+0.271+1.22=
1-32+40-16+1-8+1-4+0-2+0-1+0-0,5+1-0,25=44,254,

E1 101100,01(, en base 10 es el 44,25 4.

Para pasar a base 10 el nimero AF2C,2¢:

1) Expresamos el nimero en funcién de la base (base 16):
AF2C,216=A-163+F-16%+2- 16"+ C-16°+2- 167!

2) Hacemos las operaciones en base 10. En este caso, tenemos que cambiar a base 10 los
digitos hexadecimales antes de hacer las operaciones:

A-163+F-16%2+2-161+C-16°+2-1671 =
10-163+15-16%+2 - 161+ 12- 160+ 2 - 167! = 44844,125 4

El AF2C,2 (14 en base 10 es el 44844,125 .

1.3.2. Método basado en el teorema de la division entera

Este método de cambio de base consiste en hacer divisiones enteras por la nue-
va base de numeracion de manera iterativa. Los residuos de las divisiones en-
teras son los digitos de la representacion en la nueva base.

Para cambiar a base 7 el nimero 31710, hacemos divisiones enteras por 7:

317 =45-7+2
45 = 6-7+3
6=10-7+6

31710 = 632(7

La secuencia de residuos en orden inverso nos da la representacion en la nue-

va base. El numero 3171y en base 7 es el 632;.

Como las operaciones se hacen en la base inicial, este método es especialmen-
te Gtil para pasar de base 10 a otra. 0

Para el cambio de base de niimeros fraccionarios con este método tenemos que
tratar por separado la parte entera y la parte fraccionaria. 9
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Ejemplo

Para hallar la representacion de X ;¢ a base b:
Un nGmero con parte fraccio-
. L naria finita no periédica en una
1) Parte entera: sucesivamente, hacer en base 10 la division entera por base puede tener una parte
fraccionaria infinita periédica

la nueva base b. Paramos la sucesién de divisiones cuando obtenemos en otra base. Por ejemplo,

un cociente 0. La secuencia de residuos, tomados del altimo al primero, I
0,310 =0,0100110072.

es la secuencia de digitos de izquierda a derecha de la parte entera en la

nueva base. Cuando b > 10, los residuos se tienen que pasar a digitos de
la nueva base.

2) Parte fraccionaria: sucesivamente, se separa la parte fraccionaria y
se multiplica por la nueva base b. Las operaciones se hacen en base 10.
Paramos la sucesion de multiplicaciones cuando encontramos un com-
portamiento periodico o cuando tenemos digitos suficientes. La secuen-
cia de valores enteros obtenidos al hacer las multiplicaciones tomados
del primero al altimo es la secuencia de digitos de izquierda a derecha
en la nueva base de representacién. Cuando b > 10 los enteros obteni-
dos se tienen que pasar a digitos de la nueva base.

Finalmente, hay que unir la parte entera y la parte fraccionaria obte-
nidas.

Cambios de base por el método de la division entera
Cambiar a base 2 el 44,25(1¢:

a) Parte entera: sucesivamente, hacemos divisiones enteras por la nueva base (base 2)
hasta obtener un cociente 0, y tomamos los residuos en orden inverso:

44=22-2+0
22=11-2+0
11= 5-2+1
5= 2-2+1
2=1-2+0
1= 0-2+1

4410 = 101100,
b) Parte fraccionaria: sucesivamente, multiplicamos por la nueva base (base 2):

0,25-2=0,50=0,50 +0
0,50 -2 =1,00 = 0,00 + 1

0,25(10=10,01,

Para completar el cambio de base, unimos la parte entera y la parte fraccionaria que re-
sultan:

44,2519 = 101100, + 0,01, = 101100,01,
El 44,251 en base 2 es el 101100,01,.
Cambiar a base 16 el 44844,12;¢:

a) Parte entera: sucesivamente, hacemos divisiones enteras por 16 hasta obtener un co-
ciente O:

44844 =2802 -16 + 12
2802= 175-16+ 2
175= 10-16+ 15
10 = 0-16+ 10
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Como la nueva base es mayor que 10, tenemos que convertir los residuos a la nueva base
(base 16):

1210 =C16

2(10 = 2(16 44844(10 = AFZC(16
1510 = F(16
1010 =Aq16

b) Parte fraccionaria: sucesivamente, multiplicamos por 16:

0,12-16= 1,92=0,92+ 1
0,92 .16 = 14,72 = 0,72 + 14
0,72 -16 = 11,52 = 0,52 + 11
0,52-16= 8,32=032+ 8
0,32-16= 5,12=0,12+ 5
0,12-16= 1,92=0,92+ 1
0,92-16=14,72=0,72 + 14

La secuencia de enteros que obtenemos se repite (1,14,11,8,5,1,14,...). Por lo tanto, es un
numero peridédico. Ademas, los enteros se tienen que convertir a digitos de base 16:

1a0=1us6
1410=E(6
1110=Bqe
810 =816
510 =516
lao=1us6

0,12(19 = 0,1EB851EB8S1EB...; = 0,1EB85(16

Finalmente, uniremos la parte entera y la parte fraccionaria:
p ylap Potencias de 2

44844,121 = AF2C, TEB855 216 65536
15
F1 44844,12,0 en base 16 es el AF2C, TEB8316 - 2 32768
214 16384
213 8192
. . . . 12
Para cambiar de base b a base b’, donde ni b ni b’ son la base 10, utiliza- 2 4096
q g . a 2 1
mos la base 10 como base intermedia. Asi, usamos el primer método 2 2048
. 10
(basado en el TEN) para pasar de base b a base 10 y, posteriormente, el 2 1024
a P 9
segundo meétodo (basado en el teorema de la division entera) para pasar z 312
8
de base 10 a base b’. - 256
27 128
26 64
5
Cambio entre bases diferentes de la base 10 2 32
24 16
El cambio a base 6 del 232,14 1o tenemos que hacer en dos pasos: 3
2 8
1) Hacemos el cambio a base 10 del 232,14 aplicando el método del TFN: 22 4
1
232,1=2-42+3-41+2.4%4 1.4 = 2 2
=32+12+2+0,25 = 46,2519 20 1
-1
2) Hacemos el cambio a base 6 del 46,25 ;¢: 2 0,5
22 0,25
46=7-6+4 0,25-6=1,50=0,50 + 1 —
7=1-6+1 T 0,50 - 6 = 3,00 = 0,00 + 3 2 0,125
1=0-6+1 24 0,0625
-5
4610 = 114 0,25(0=0,13(4 2 0,03125
26 0,015625
El 46,251 es equivalente al 114,13
(10 € equiv ® 27 0,0078125
Por lo tanto, el 232,14 es el 114,13 en base 6. 28 0,00390625
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1.3.3. Cambio de base entre b y b"

El cambio de base b a base b" es directo, porque...

...un digito en base b" se corresponde con n digitos en base b.

Esta circunstancia se da entre base 2 y base 16 (porque 16 = 2%) o entre base 16
y base 4 (porque 16 = 42, pero no entre base 8 y base 16, porque 16 no es po-
tencia de 8.

Cambio de base b a base b"

En el cambio a base 16 del 10010110,01101101,, tendremos en cuenta que
16 es potencia de 2: 16 = 2%, Esta relacion indica que cada digito de base 16 se

corresponde con cuatro digitos de base 2.

El cambio de base se consigue si hacemos agrupaciones de cuatro digitos binarios,

Ved la correspondencia entre binario
y hexadecimal en la tabla

y convertimos cada agrupacién en un digito hexadecimal. Las agrupaciones se ha- del subapartado 1.2

cen siempre partiendo de la coma fraccionaria, y tienen que ser completas. Si fal-

tan digitos para completar una agrupacién, afiadiremos ceros. 0

1001 0110 , 0110 1101
9 6 , 6 D (16

E1 10010110,01101101, es en base 16 el 96,6D 1.

En el cambio a base 16 del 101110,101101, tenemos que completar las agru-
paciones afladiendo ceros (en este caso, tanto en la parte entera como la frac-

cionaria):
0010 1110 , 1011 0100 @
2 E , B 4 6
101110,101101, = 2E,B4 6
Cambio de base b" a base b

Cuando el cambio es de base b" a b, el procedimiento es andlogo pero en sen-

tido inverso: cada digito en base b" se transforma en » digitos en base b.

Para cambiar a base 2 el 7632,13g, tendremos en cuenta que 8 = 23. Por con-
siguiente, cada digito en base 8 dara lugar a tres digitos binarios:

7 6 3 2, 1 3 @
111 110 011 010 , 001 011

7632,13(g=111110011010,001011,
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Debemos prestar atencion al hecho de que hay que obtener exactamente n di-
gitos en base b por cada digito en base b" (en este caso, tres digitos binarios por
cada digito octal), afladiendo para cada digito los ceros necesarios. Veamos c6-
mo en el cambio a base 2 del E1B2,4F ;¢ cada digito hexadecimal da lugar a

cuatro digitos binarios.

E 1 B 2, 4 F e
1110 0001 1011 0010 , 0100 1111

E1B2,4F 16 = 1110000110110010,01001111,
Errores frecuentes
A menudo se cometen dos errores en estos tipos de cambio de base:

1) Cuando hacemos un cambio de base b" a base b, cada digito de base b" tiene

que dar lugar, exactamente, a n digitos en base b. Hay que evitar el error siguiente:

donde el digito A ha dado lugar a los bits 1010 y el digito 3 a los bits 11. En

realidad, ha de ser:
A3(16=10100011,

donde se han afladido dos ceros para completar el conjunto de cuatro digitos

que debe generar el digito hexadecimal 3.

2) Cuando hacemos un cambio de base b a base b", son necesarios n digitos de

base b para obtener un digito en base b". Hay que evitar el error siguiente:
1100,11, =C,3(16

donde los bits 1100 dan lugar al digito hexadecimal C y los bits 11 al 3. En

realidad, ha de ser:
1100,1100; = C,C(y6
donde se han afladido 2 ceros a la derecha con objeto de constituir un grupo
de cuatro digitos binarios que dan lugar al digito hexadecimal C.
1.4. Empaquetamiento de la informacion

Con los cambios a base 2 tenemos un camino abierto para procesar los nimeros

dentro de los computadores. De hecho, dentro de los computadores, toda la in-
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formaciéon (no sélo la numérica) se codifica utilizando Gnicamente el simbolo
1 y el simbolo 0. Por lo tanto, toda la informacioén que procesa un computador

estd codificada en cadenas de unos y de ceros, es decir, en cadenas de bits.

Ahora bien, disponer s6lo de dos simbolos nos lleva a representaciones con un
gran namero de digitos, a cadenas de bits largas, que para nosotros (no para

los computadores) son dificiles de recordar y de manipular.

Pues bien, podemos aprovechar la técnica de hacer agrupaciones de cuatro bits
(en vista de los cambios de base 2 a base 16) para convertir las cadenas de bits
en digitos hexadecimales y compactarlas, asi, en cadenas mucho mas cortas y
manejables. Este proceso recibe el nombre de empaquetamiento hexadeci-

mal. El proceso inverso se denomina desempaquetamiento.

El empaquetamiento hexadecimal consiste en compactar informa-
cion binaria en cadenas de digitos hexadecimales.

Habitualmente se coloca el simbolo ‘h’ al final de la cadena de digitos, para

indicar que son hexadecimales. 0

Empaquetamiento de una cadena de bits

Para empaquetar la cadena de bits 110100100011, procedemos de la forma siguiente:

1) Dividimos la cadena 110100100011 de derecha a izquierda en grupos de 4 bits:
1101 - 0010 - 0011

2) Codificamos cada grupo de 4 bits como un digito hexadecimal:

1101- 0010 - 0011
D-2-3

Por lo tanto, si hacemos el empaquetamiento hexadecimal de la cadena de bits
110100100011, se obtiene D23h.

El empaquetamiento hexadecimal es ampliamente utilizado en diferentes
ambitos relacionados con los computadores para facilitar el trabajo con nt-
meros, instrucciones y direcciones de memoria. Este tipo de empaqueta-
miento se emplea sobre cadenas de bits, con independencia del sentido que
tengan los bits de la cadena. 0

El proceso inverso, el desempaquetamiento, permite recuperar la cadena de
bits original. En este caso, cada digito hexadecimal da lugar a 4 bits. Asi, el di-
gito hexadecimal 4 daria lugar al grupo de 4 bits 0100 y no al 100. 0

Desempaquetamiento

Para desempaquetar la cadena D23h, convertimos los digitos hexadecimales a base 2
usando 4 bits para cada uno:

D-2-3
1101- 0010 - 0011
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Por lo tanto, si desempaquetamos la cadena de digitos hexadecimales D23h, se obtiene
la cadena de bits 110100100011.

Es importante diferenciar el concepto de empaquetamiento hexadecimal de ca-
denas de bits del concepto del cambio de base 2 a base 16. Cuando hagamos un
cambio de base 2 a base 16 de un ntimero, debemos tener presente la posicion
de la coma fraccionaria, porque buscamos la representacién del mismo niimero
pero en base 16. Por lo tanto, las agrupaciones de 4 bits se hacen a partir de la
coma fraccionaria: hacia la izquierda de la coma, para obtener los digitos hexa-
decimales enteros y hacia la derecha para conseguir los digitos hexadecimales
fraccionarios. En cambio, en el empaquetamiento hexadecimal no se tiene en
cuenta el sentido de la informacién codificada y los bits se agrupan de 4 en 4 de
derecha a izquierda independientemente de su sentido. En este caso, 1o que ob-
tenemos finalmente no es la representacion del nimero en base 16, sino una

cadena de digitos hexadecimales que codifican una cadena de bits. 0

Veamos esta diferencia segin hagamos el cambio a base 16 del namero
111010,11, o el empaquetamiento hexadecimal. Si queremos hacer el cambio
a base 16, tenemos que hacer agrupaciones a partir de la coma fraccionaria,
afladiendo los ceros necesarios para completar las agrupaciones tanto por la
derecha como por la izquierda:

0011 1010 , 1100
3 A, C e

En este caso, el resultado que se obtiene indica que el namero 111010,11, en
base 16 es el 3A,Cq6.

En cambio, si queremos hacer un empaquetamiento hexadecimal, las agrupa-
ciones se hacen de derecha a izquierda, sin tener en cuenta la posicion de la
coma. Se trata como una tira de unos y ceros. El resultado final no guarda in-

formacion sobre la coma fraccionaria:

1110 10,11,
E B

En este segundo caso, el resultado que se obtiene indica que el empaqueta-
miento hexadecimal de la cadena de bits 11101011 es EBh. Podemos compro-
bar que la secuencia de digitos hexadecimales que se obtiene en uno y otro

caso puede ser diferente.

Actividades

1. Convertid a base 10 los valores siguientes:

a) 10011101,
b) 3AD 14
C) 333(4
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d) 3338

e) B2’3(16

f) 3245

8) AC3Cy5

h) 1010,11g

i) 110011,114

j) 10011001,1101,
k) 1110100,01101,

2. Convertid a base 2 los valores siguientes:
a) 425(10

b) 34419

C) 31,125(10

d) 4365,149

3. Convertid a hexadecimal los niimeros siguientes:
a) 111010011,1110100111,

b) 0,1101101,

d) 4536719

¢) 111011,1010010101,

4. Convertid los nimeros hexadecimales siguientes a base 2, base 4 y base 8:
a) ABCD(16

b) 45,4516

C) 96FF,FF(16

5. Rellenad la tabla siguiente:

Binario Octal Hexadecimal Decimal

1101100,110

362,23

A1,03

74,3

En cada fila veréis un valor numérico expresado en la base que indica la casilla superior
de la columna donde se encuentra. Consignad en el resto de casillas la representacion co-
rrespondiente segiin la base indicada en la parte superior.

6. Empaquetad en hexadecimal la cadena de bits 10110001.

7. Empaquetad en hexadecimal el nimero 0100000111,111010, que estd en un formato
de coma fija de 16 bits, de los cuales 6 son fraccionarios.

8. Desempaquetad la cadena de bits A83h 'y,

a) Encontrad el valor decimal si se trata de un ntimero natural.

b) Encontrad el valor decimal si se trata de un nimero en coma fija sin signo de 12 bits,
donde 4 son fraccionarios.

9. Consideremos el namero 1010,101(2.
a) Haced el cambio a base 16.
b) Haced el empaquetamiento hexadecimal.

1.5. Numeros con signo

Cuando representamos magnitudes, a menudo les asignamos un signo (+/-)
que precede a la magnitud y que indica si la magnitud es positiva o negativa.
El simbolo — identifica las magnitudes negativas y el simbolo + las positivas:

+23(10 _456(8
—34,5(7 +AF,34(16

Signo (+/-)

A veces, cuando se trabaja con
ndmeros con signo, el signo
positivo (+) no se escribe y s6lo
aparece el signo cuando se tra-
ta de un nimero negativo.
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Designaremos los nimeros que llevan la informacién de signo como nameros
con signo, en contraposicion a los nameros sin signo, que solo nos dan infor-
macién sobre la magnitud del valor numérico.

1.6. Suma en los sistemas posicionales

El algoritmo de suma de dos ntimeros decimales que estamos habituados a uti-
lizar progresa de derecha a izquierda, sumando en cada etapa los digitos del
mismo peso (los que ocupan la misma posicién). Si la suma de estos digitos
llega al valor de la base (10 en este caso), genera un acarreo (lo que nos “lle-
vamos”) que se sumara con los digitos de la etapa siguiente:

1 1 < digito de acarreo*
8341 (o
+ 2463 (10

10804 o < resultado

En hexadecimal, se siguen las mismas pautas de suma, pero teniendo en cuen-
ta que hay 16 digitos diferentes:

[

< acarreo

5 8 2 6

3
+ A F 1 8 (16
E 4 9 A (45 < resultado

El proceso de suma en base 2 es analogo:

1 1 1 1 1 1 < acarreo
60 1.1 1 0 1 0 0 g
+ 10 1 0 1 1 0 1 g

1 0 0 1. 0 0 0 0 1 ( <resultado

Cuando se produce un acarreo en la Gltima etapa de suma, el resultado tiene
un digito mas que los sumandos. 0

1.7. Resta en los sistemas posicionales

La operacion de resta también se lleva a cabo de derecha a izquierda, operando
los digitos de igual peso, y considerando el acarreo* de la etapa precedente. La

* El digito de acarreo recibe en
inglés el nombre de carry. Este
término es de uso habitual en el
entorno de los computadores.

Tabla de suma en base 2
acarreo / bit de suma

+ 0 | 1
[
0 o0 o
1 on I
|

* En inglés el acarreo
en el caso de la resta recibe
el nombre de borrow .
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particularidad en esta operacién es que el nimero de menor magnitud (sus-

traendo) es el que hay que restar del nimero de mayor magnitud (minuendo):

8 3 4 1 (10 < minuendo

1 1 1 < acarreo

- 2 4 6 3 (o < sustraendo
S 8 7 8 (o <€ resultado

El procedimiento en otras bases es idéntico. S6lo hay que adecuarse a la nueva

base y poner atencién en restar la magnitud pequeria de la grande:

AF 18 (6 10101101,
1 & acarreo 111 < acarreo
- 3582 (6 - 01110100
9 9 6 (16 € resultado 00111001 (p <resultado

En el caso de la operacién de resta no se puede producir ningtn acarreo en la
altima etapa. Por este motivo, el resultado de una resta de nimeros necesita,

como maximo, los mismos digitos que el minuendo. 0

1.8. Multiplicacion y division por potencias de la base

de numeracion

En un sistema posicional de base fija cada digito tiene un peso b’ donde b es
la base de numeracion y p la posicién que ocupa el digito. Los pesos asociados
a los digitos de los nameros decimales son potencias de 10. Por lo tanto, mul-
tiplicar por 10 se traduce en aumentar en una unidad la potencia de 10 aso-
ciada a cada digito y dividir por 10 es equivalente a disminuir en una unidad

la potencia de 10 asociada a cada digito.

Segtn el TFN, el ntmero 56,3419 = 510 + 6:10° + 3-107! + 4.1072. Si multi-

plicamos por 10 tenemos:

56,34(10- 10=(5-10' +6-10°+3 1071 +4.107) - 10 =
=5-10%+6-10' +3:10°+ 4 -107" = 563,41.

El efecto que se obtiene es el desplazamiento de la coma fraccionaria. Multi-
plicar por 10 un namero en base 10 es equivalente a desplazar la coma fraccio-
naria una posicion a la derecha, mientras que dividirlo por 10 es equivalente
a desplazar la coma una posicion a la izquierda. El proceso se puede exten-
der a la multiplicacion y division por una potencia de 10: multiplicar por 10k
un nimero en base 10 equivale a desplazar la coma fraccionaria k posiciones
a la derecha, y dividirlo por 10% equivale a desplazar la coma fraccionaria k po-

siciones a la izquierda.

Tabla de resta en base 2
acarreo / bit de resta

minuendo

0 [ 1
o |
° 0 0/0 0/1
c |
e L _ . _
5 ™
3 1 11 | 0/0

1

Consultad los sistemas de numeracién
posicionales del subapartado 1.2 de este
médulo.
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Este proceso de multiplicacién y divisién por potencias de la base de numera-

ci6on es valido en todos los sistemas posicionales de base fija b. 0

Multiplicar por bX un ntimero en un sistema posicional de base fija b
equivale a desplazar la coma fraccionaria k posiciones a la derecha.

Dividir por b un niimero en un sistema posicional de base fija b equi-
vale a desplazar la coma fraccionaria k posiciones a la izquierda.

Multiplicacién por una potencia de 2 en binario

El resultado de multiplicar el 11010, por 2% se consigue si desplazamos la coma fraccio-
naria 4 posiciones a la derecha:

11010, - 2* = 110100000,

Este resultado que obtenemos de forma directa se puede justificar con los célculos si-
guientes:

11010 - 24=(1-24+1-23+0-22+1.214+0.29 . 2=
=(1-2%+1-27+40-25+1.2%+0-2%=110100000.,

Por lo tanto, 11010, - 2* = 110100000,
Division por una potencia de 2 en binario

El resultado de dividir el 11100, por 22 se consigue si desplazamos la coma fraccionaria
2 posiciones a la izquierda:

11100, / 2% = 111,

Este resultado que obtenemos de forma directa se puede justificar con los célculos si-
guientes:

11100, /2%=(1-2*+1-23+1.22+0.2'+0.2% /2%=
=(1-22+1-2'+1.2%40-271+ 0.2 =111,

Por lo tanto, 11100, / 2% = 111,.

La divisioén por una potencia de la base de numeracién de un namero sin
parte fraccionaria puede dar como resultado un ntimero con parte fraccio-
naria: 11100, / 24=1,1 1(». Ahora bien, podemos dar el resultado en forma
de dos nimeros enteros que reciben el nombre de cociente y resto, donde
el cociente tiene relacion directa con la parte entera del resultado y el resto
con la parte fraccionaria. En este caso, la operacion recibe el nombre de di-
vision entera, mientras que, por oposicion, la primera recibe el nombre de

division real.

El cociente y el resto de la division entera de 11100, por 24 se pueden ob-
tener a partir del resultado de la division real 11100, / 24 = 1,11, identi-
ficando el cociente con la parte entera (en este caso, el cociente es 1(3) y el
resto con la parte fraccionaria multiplicada por el divisor (en este caso, el resto
es 0,115 - 2* =1100y).

Numeros sin parte
fraccionaria

En un ndmero sin parte fraccio-
naria desplazar la coma k posi-
ciones a la derecha equivale

a afadir k ceros a la derecha,
dado que la parte fraccionaria
es cero.
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El cociente y el resto de una division entera de un ntimero entero por
una potencia de la base de numeracién se pueden obtener a partir del
resultado de division real, identificando el cociente con la parte entera
y el resto con la parte fraccionaria multiplicada por el divisor.

Actividades

10. Calculad las operaciones siguientes en la base especificada:
a) 111011010, +100110100,

C) A23F(16 + 54A3(16

d) 111011010, ~ 100110100,

e) 2345(8 - 321(8

f) A23F(16 - 54A3(16

11. Calculad las operaciones siguientes en la base especificada:
a) 62,48(16 + 35,DF(16

b) 111101101,11011, + 100110100,111,

C) 62,48(16 - 35,DF(16

d) 111101101,11011, - 100110100,111,

12. Calculad las multiplicaciones siguientes:
a) 128,710 - 10*

b) AFD 6 - 162

©) 1101,01, - 22

13. Hallad el cociente y el residuo de las divisiones enteras siguientes:
a) 52978 / 10

b) 345614 / 16>

) 100101001001, / 28
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2. Representacion de los nameros en un computador

En esta segunda seccién se describen sistemas para representar nimeros que

se usan para codificar informacién numeérica dentro de los computadores.

2.1. Condicionantes fisicos

A pesar de las continuas mejoras tecnologicas, la capacidad de almacenamien-
to de los computadores es finita. Esto condiciona la representacién numérica
dentro de los computadores, sobre todo en nameros con una parte fracciona-
ria infinita, como por ejemplo los casos muy conocidos de los nameros = o e

y, en general, en la representaciéon de ntimeros irracionales como /2 .

Estas limitaciones son parecidas a las que encontramos cuando trabajamos
con lapiz y papel. En los calculos hechos a mano usamos el 3,14(19 o el
3,1416(19 como aproximacion a n. Dentro de los computadores también se tra-
baja con aproximaciones de los nimeros que no se pueden representar de ma-

nera exacta.

Cuando un namero no se puede representar de manera exacta dentro
de un computador, se comete un error de representacion. Este error es
la distancia entre el namero que queremos representar y el nimero re-
presentado realmente.

Si representamos el numero n por el valor 3,141, estamos cometiendo un
error igual a |n— 3,1410 | =0,00159..., mientras que si trabajamos con el valor
3,1416(1¢ el error es | n - 3,141610| = 7,3464102...-107C.

Cuando escribimos nameros lo hacemos de la forma mads préactica y adecuada
en cada caso. Podemos escribir 03, 3,00, 3,000 o simplemente 3. En cambio,
dentro de los computadores hay que seguir una pauta mas rigida, un formato
que especifique y fije el nimero de digitos enteros y fraccionarios con que se
trabaja. Si suponemos un formato de representacion de la forma x,x;xo,X_1X_p,
donde cada x; es un digito binario, el namero 31 se tiene que representar

como 011,00,.

Un formato de representaciéon numeérica es la manera especifica en
que se tienen que representar los valores numéricos con que se trabaja.
El formato fija el conjunto de nameros que se pueden representar.

Terminologia

Alo largo del texto, utilizare-
mos indistintamente repre-
sentacion y codificacion para
referirnos a la secuencia de di-
gitos asociada a un valor nu-
mérico en un sistema de
representacién numérica.

Numeros representables

Los nimeros que se pueden re-
presentar de forma exacta reci-
ben el nombre de nidmeros
representables.
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En los subapartados siguientes se describen los parametros que nos ayudan a
medir la eficiencia de un formato de representacién numeérica: el rango de re-
presentacion, la precision y el error de representacion.

2.1.1. Rango de representacion

Fijado el formato x;xg,x_1x_ en la base 10, s6lo podemos representar niimeros p—
encion

entre el 00,00 (el nimero mas pequerio representable en este formato) y el
En un formato sélo se pueden
representar un conjunto de nu-
meros. En un formato con ran-
go [0, 99,99] el nimero

99,9910 (el nimero mas grande representable en este formato). El namero 9351
no se puede representar en este formato puesto que no esta dentro del intervalo

de representacion. Los nameros que se pueden representar en un formato estan 34,7891¢ N0 se puede repre-
s . . sentar de forma exacta, por-
delimitados dentro de un intervalo que recibe el nombre de rango. que tiene 3 digitos

fraccionarios.

El rango de un formato de representacion numérica es el intervalo mas
pequerio que contiene todos los nameros representables. Los limites del
intervalo son determinados por el niimero mas grande y el namero mas
pequerfio que se pueden representar.

La notacion que se usa para definir un rango es [a, b] donde a y b son
los limites del intervalo en decimal, y forman parte de él.

Ndmero mas Numero
pequefio Rango de la mas grande
representacion

I_A_I

t } --- Recta real

Ndimeros no Ndmeros no
representables representables

Los nameros que estan fuera del rango de representacién de un formato no
son representables en ese formato. 0

Hay una limitacion inherente al namero de bits disponibles en un formato de
representacion: con n digitos en base b, disponemos de b" codigos o combina-
ciones de digitos. Cada una de estas combinaciones puede representar un va-
lor numeérico. Por lo tanto, con n digitos en base b podremos representar un
maximo de b" nimeros diferentes. 0

Con 5 bits disponemos de 2° = 32 combinaciones diferentes. Podremos repre-
sentar 32 nimeros. La codificacién que se use determinard cuales son estos
nameros. En base 10 y 4 digitos disponemos de 10* codigos diferentes (com-
binaciones de los 4 digitos decimales). Si empleamos estos codigos para repre-
sentar nameros naturales, podremos representar desde el 0000 (0), hasta el
9999 (10% - 1).
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2.1.2. Precision

Estamos habituados a trabajar de manera dindmica con la precision y la ajusta-
mos automaticamente a nuestras necesidades. Para medir la longitud de una
mesa en metros, por ejemplo, trabajamos con dos digitos fraccionarios. Un for-
mato de estas caracteristicas nos permitira distinguir 1,52 m de 1,53 m, pero no
de 1,5234 m. Decimos que la precisién de este formato es de 0,01 m, que es la dis-

tancia entre dos valores consecutivos representables en este formato.

La precision de un formato de representaciéon numeérica es la distancia

entre dos niimeros representables consecutivos.

Rango de la
representacion

l—%

- et e e e O —O—————— --- Recta real
v

Precision

© Ndmero representable

2.1.3. Error de representacion

En un formato de 4 digitos decimales, de los cuales 2 son fraccionarios, los na-
meros son de la forma x;xq,x_1x_p, donde x; es un digito decimal. Podemos re-
presentar el 12,341 o el 45,20(;9 de manera exacta, pero no el 15,0261¢. Si
tenemos que trabajar con este nimero tendremos que usar una aproxima-
cion. Podemos aproximarlo por un ntmero representable cercano como el
15,03 ;0. Trabajar con una aproximacion comporta cometer un error. En este

caso, el error que se comete es 15,0319 — 15,0269 = 0,004 1.

El error de representacion ¢ es la distancia entre el nimero X que que-
remos representar y el namero representable X con el que lo aproxi-
mamos. Es decir, ¢ =‘X _X‘ .

Los niimeros que no estan dentro del rango de representacién del formato no
son representables ni aproximables. 0
2.1.4. Aproximaciones: truncamiento y redondeo

En el formato xqxg,x_jx_» en base 10, tanto el 23,4519 como el 23,46(;¢ son

aproximaciones validas del 23,457 1o. Tenemos que elegir una de las dos po-

Nota

En la mayoria de formatos de
representacién la distancia en-
tre dos ndmeros representa-
bles consecutivos cualesquiera
es la misma.

Rangos de representacion

En el formato xyxp,X_1x_ en
base 10, el rango de represen-
tacion es [0, 99,99]. Un ndme-
ro como el 12810, que esta
fuera del rango de representa-
cién, no es representable. No
se considera que 99,99(1¢ sea
una aproximacién vélida para
este nimero en este formato.
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sibilidades, por lo cual estableceremos un criterio de eleccion. Este proceso de
eleccion se denomina aproximacién o cuantificacion. Los criterios de elec-
cién mas habituales son el truncamiento y el redondeo.

1) Truncamiento

El truncamiento es el criterio de cuantificacion més directo y sencillo de apli-
car, puesto que no comporta ningtn tipo de calculo y consiste en ignorar los
digitos que sobran. En el formato x;xq,x_1x_, en base 10 este criterio aproxima
el namero 23,4571 por el 23,454, fruto de ignorar el altimo digito, que no

cabe en el formato.

La cuantificacion o aproximacion por truncamiento consiste en des-
preciar los digitos fraccionarios que no caben en el formato. El proceso

de truncamiento no comporta ningtn tipo de célculo.

Por truncamiento en el formato x1xp,x_1x_ en base 10, tanto el 23,4514, el
23,4561 como el 23,459 1 se aproximan por el 23,451¢. Ahora bien, el error
cometido en cada caso es diferente. El error es 0,001 para el 23,451 (puesto
que |23,451(10 - 23,45(10| = 0,001), 0,006 para el 23,4561¢ y 0,009 para el
23,459(10- En todos los casos el error de representacion es inferior a la preci-
sién, que es 0,01.

En una aproximaciéon por truncamiento el error maximo de represen-

tacion es igual a la precision del formato de representacion.

2) Redondeo

El 23,459 1¢ en el formato x;xp,x_1x_» en base 10, se aproxima por trunca-
miento por el 23,45(1g y el error es 0,009. Ahora bien, si aproximaramos el
23,4591 por el 23,46y, el error seria 0,001 (|23,46(;0 - 23,4591/ =0,001),
es decir, un error mas pequeno. El 23,461 esta mas cerca y seria mas exacto
trabajar con él. Esta aproximacioén recibe el nombre de redondeo o aproxima-

cion al mas proximo.

La cuantificacion o aproximacion por redondeo consiste en escoger el
numero representable mas cercano al niimero que queremos represen-

tar. El proceso de redondeo comporta operaciones aritméticas.

Si aplicamos el criterio de redondeo en el formato x;xq,x_1x_, en base 10, el
23,451 1¢ se aproxima por el 23,4510, mientras que el 23,4561 0 el 23,459 ¢
se aproximan por el 23,46(1o que les es mas cercano. El error es 0,001 para el

Truncamiento

La gran ventaja del trunca-

miento es que no comporta
ningln tipo de calculo arit-
mético.

Nota

El ndmero que se obtiene por
truncamiento coincide con el
que se obtiene por redondeo,
siempre que el nimero resul-
tante por truncamiento sea el
ndmero representable mas cer-
cano al nimero que queremos
representar.
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23,451 (10, 0,004 para el 23,4561 y 0,001 para el 23,459 1. El error cometido

es inferior a la mitad de la precision, es decir, inferior a 0,005 en este caso.

En una aproximacién por redondeo el error maximo de representacion

es igual a la mitad de la precision del formato de representacion.

Una manera sencilla de aplicar el redondeo al namero 23,459y en el formato
X1Xq,X_1X_p en base 10 es sumarle la mitad de la precision (es decir, 0,005) y a con-
tinuacion hacer el truncamiento del resultado: 23,459(10 + 0,005(10 = 23,464(10,

que truncado a dos digitos fraccionarios es el 23,461.

Para aproximar un nimero por redondeo tenemos que:

1) Sumar la mitad de la precision del formato de representacion al nimero
que se quiere aproximar.
2) Truncar el resultado de la suma segin el namero de digitos fraccio-

narios disponibles en el formato de representacion.

Aproximacion por redondeo

Para aproximar por redondeo el nimero 1,5262461g en el formato x;xgx_;X_sx_3x_4 en
base 10 procederemos de la forma siguiente:

1) Sumar la mitad de la precisién del formato de representacion al nimero que se quiere
aproximar:

1,52626419 + 0,00005 10 = 1,526314 19

2) Truncar el resultado de la suma segin el namero de digitos fraccionarios disponibles
en el formato de representacion:

Por lo tanto, el nimero 1,526264;( se aproxima por redondeo en este formato por el
1,5263 1.
’ (10

El inconveniente del redondeo es que, a diferencia del truncamiento, compor-

ta operaciones aritmeéticas. 0

2.1.5. Desbordamiento

Al hacer operaciones aritméticas con ntimeros en un formato determinado,
nos podemos encontrar con que el resultado esté fuera del rango de represen-

tacion. Es lo que se conoce como desbordamiento.

El desbordamiento aparece cuando el resultado de una operaciéon su-
pera el rango de representacion.

Terminologia

En inglés, el término desborda-
miento recibe el nombre de
overflow .
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En un formato de 6 bits, la operacion de suma siguiente produce desborda-
miento, porque el resultado no cabe en 6 bits:

1 ; 1 1 < acarreo
T 0 1 1 1 0 ¢
+ : 10 0 1 0 1 g
110 1.0 0 1 1 ( < resultado
A
|
desbordamiento

El desbordamiento puede aparecer en todos los sistemas de representacion nu-
merica, pero se manifiesta de maneras diferentes. 0

Hay un tipo especial de desbordamiento que recibe el nombre de desborda-
miento a cero y que aparece cuando un namero de magnitud menor que la
precision del formato, pero diferente de cero, finalmente se acaba representan-
do, debido al error de representaciéon, como cero. Esta situacion es relevante
porque operaciones como la division que, a priori, no tendrian que presentar

ninguna dificultad pueden volverse irresolubles.

Actividades

14. Determinad el rango y la precision de los formatos de coma fija sin signo xxg,x_1x_px_3
Y X5X1X0,X_1X_p donde x; es un digito decimal.

15. Determinad si el nimero 925,4 se puede representar en los formatos indicados en la
actividad 14.

16. Representad en el formato de coma fija y sin signo x;xp,x_1x_,, donde x; es un digito
decimal, los nameros siguientes:

a) 10(10

b) 10,02(10

C) 03,1(10

d) 03,219

17. Determinad la cantidad de ntmeros que se pueden representar en el formato
XpX1X0,X_1X_pX_3, donde x; es un digito decimal.

18. Calculad el error de representaciéon que se comete cuando representamos en el for-
mato x,XqXo,X_1X_p, donde x; es un digito decimal, los niimeros siguientes:

a) 223,45(10

b) 45,8919

C) 55,6356(10

d) 23,5619

19. Escoged el formato hexadecimal que use el minimo ntimero de digitos y que permita re-
presentar el nimero 16,25(;¢ de manera exacta. ;/Cudl es el rango y la precision del formato?

20. ;Cual es el numero mas pequefo que hay que sumar a 83411 para que se produzca
desbordamiento en una representacién decimal (base 10) de cuatro digitos?

2.2. Numeros naturales

Los niimeros naturales son los niimeros sin parte fraccionaria y sin signo. Es

decir, son los miembros de la sucesién: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6...

Terminologia

En inglés, el desbordamiento
a cero recibe el nombre de
underflow .
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Dentro de los computadores los nimeros naturales se representan en base 2,
la precision es 1 (puesto que no hay bits fraccionarios) y el rango depende del
numero de bits disponibles en el formato.

El rango de representacion de los niimeros naturales en un formato de

n bits es, en decimal, [0,2" — 1] y su precision es 1.

El rango de representacion se puede ampliar si aumentamos el niimero de bits
de la representacion. La ampliacion del nimero de bits de un formato de re-
presentacion recibe el nombre de extension.

La extensién de los niimeros naturales representados en un formato
de n bits a un formato de m bits, con m >n, se consigue afiadiendo, a la
izquierda de la codificacion, los ceros necesarios hasta completar los m
bits del formato nuevo.

La representacion del namero natural 101 en un formato de 5 bits es 01010,,.
La extension de esta codificacion a un formato de 8 bits se consigue afiadiendo
ceros a la izquierda hasta completar los 8 bits del formato nuevo, con lo cual
la nueva codificacion sera 00001010,.

Las operaciones de suma y de resta siguen las pautas expuestas anterior-
mente. Si se produce un acarreo en la Gltima etapa de suma, hay desborda-
miento:

11 < acarreo

111010

|
+ 010101

110 0 1 1 1 1 (p <« resultado
0
|

desbordamiento

La suma de dos nameros naturales de n bits da lugar a un resultado que como
maximo requiere 1 + 1 bits para su representacion. 0

El desbordamiento en la suma de dos nimeros naturales se produce
cuando tenemos un acarreo en la Gltima etapa de suma. La operacion

de resta de nameros naturales no puede dar lugar a desbordamiento.

Cambio de base del
nimero 10(;¢ a base 2

Siguiendo el método basado
en el teorema de la division
entera:
10=5-2+0

5=2.2+1

2=1-2+0

1=0-2+1

10(]0 S 1010(2

Consultad la suma y la resta en los
sistemas posicionales en los
subapartados 1.6y 1.7.

Atencién

La resta de dos naturales

no puede producir desborda-
miento porque restamos la
magnitud pequefia de la gran-
de. Restar la magnitud grande
de la pequefia no es una ope-
racion vélida dentro de los
naturales, porque el resultado
seria un nimero con signo.
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Las operaciones de multiplicacién y division entera por potencias de la base

de numeracién se ajustan a los procedimientos ya descritos.

La division entera por una potencia de la base no produce desbordamiento,
porque el resultado son dos nimeros naturales (cociente y resto) mas peque-
fios que el dividendo. En la multiplicaciéon hay desbordamiento si el resultado

supera el rango del formato. 0

2.3. Numeros enteros

Los enteros son los niimeros con signo y sin parte fraccionaria, incluyendo el
cero: ...-3,-2,-1,0, +1, +2, +3 ... Se diferencian de los naturales por la presen-
cia de un signo que indica si la magnitud es positiva o negativa. Este signo se
puede incorporar a la codificacion de los niimeros dentro de los computadores
de varias maneras. En los apartados siguientes describimos las més utilizadas

en los computadores: signo y magnitud, y complemento a 2.

2.3.1. Representacion de enteros en signo y magnitud en base 2

Signo y magnitud es, probablemente, la forma mas intuitiva de representar
numeros con signo. En signo y magnitud, el bit més significativo (MSB) al-
macena el signo y el resto codifica la magnitud. Un 1 en el digito mas signifi-

cativo indica signo negativo, mientras que un 0 indica signo positivo.

Asi, si la cadena de bits 101001 es un namero en signo y magnitud, sabremos
que es un namero negativo, porque el bit mas significativo es 1; y que la mag-

nitud es 01001, que en base 10 es el 9(1¢. Esta cadena de bits codifica el -9 4.

Un ntmero codificado en signo y magnitud con # bits viene dado por la
cadena de bits x,,_1x,_5 ---x; Xy, donde x,, ; codifica el signoy x,_,---x;xq,
la magnitud. El signo es positivo si x,,_; es 0, y negativo si es 1.

Alo largo del texto usaremos la notacion Xy, en identificar un namero co-

dificado en signo y magnitud en base 2. 0

La codificaciéon en signo y magnitud también se usa para ntimeros fracciona-

rios con signo, tal y como se explica mas adelante. 0

Representacion en signo y magnitud

Para representar el 121 en signo y magnitud, 6 digitos y base 2, tenemos que pasar la
magnitud 1219 a base 2 (1219 = 11002) y poner el bit mas significativo de la represen-
tacion (el bit de mas a la izquierda) a 1. La representacion con 6 bits es, pues, 101100syy2.

El +12(1 se representa en el mismo formato como 001100ys,. SO6lo cambia el bit mas
significativo, porque la magnitud es la misma.

Consultad multiplicacién y divisién por
potencias de la base en el subapartado
1.8.

La division de dos
naturales

La operacién de divisién sobre
ndmeros naturales debe ser la
divisién entera dado que los
ndmeros naturales no tienen
parte fraccionaria.

MSB y LSB

MSB es la abreviacién de most
significant bit, es decir, el bit
maés significativo de la repre-
sentacién, que se corresponde
con el digito del extremo iz-
quierdo. LSB es la abreviacion
de least significant bit, es decir,
el bit menos significativo de la
representacion, que se corres-
ponde con el digito del extre-
mo derecho.

Cambio de base del
nimero 12,9 a base 2

Aplicando la divisién entera:
12=6-2+0

6=3-2+0

3=1-2+1

1=0-2+1

12(1(): 1100(2
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Rango de representacion en signo y magnitud y base 2

El formato de signo y magnitud es simétrico, es decir, se pueden representar
tantos valores positivos como negativos. Con 4 bits y signo y magnitud ten-
dremos 1 bit (el més significativo) para el signo y 3 para la magnitud:

¢ Valores posibles de signo: Ventajas del f .
entajas del Tormato

de signo y magnitud

0 -+ El formato de signo y magni-
1 _ tud tiene ventajas a la hora

de hacer multiplicaciones:

se operan por separado las
magnitudes y los signos y, pos-
e Valores posibles para la magnitud: teriormente, se juntan los re-
sultados obtenidos de manera
independiente.

000, = 010 1002 = 410
001, = 19 101, = 510
0104, = 219 1102 = 610
0112 = 310 1115 =700

Combinando signo y magnitud podemos representar los valores enteros entre
-7y +7. Por lo tanto, el rango de representacion es [ -7, +7].

En general, en signo y magnitud en base 2, el rango de enteros repre-
sentable con 7 bits es, en decimal,

[-@2"1-1), 271 - 1]

Si aplicamos esta expresion al caso de 4 bits, tenemos:
FeH -1, 24 1) = (20 - 1), 2° - 1] = [-7, +7]
que es el rango al que habiamos llegado de manera experimental.

La precision en la codificacién de enteros en signo y magnitud es 1, porque se

pueden codificar todos los enteros del rango de representacion. 0

Si fuera necesario ampliar el rango de representacién tendriamos que hacer

una extensién del formato de signo y magnitud.

La extension de n a m bits, con m > n, de los nimeros en signo y mag-
nitud se consigue afiadiendo, a la izquierda de la magnitud, los ceros
necesarios para completar los m bits, manteniendo el bit del extremo iz-
quierdo para la codificacién del signo.
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Por consiguiente, el entero negativo 11010y, codificado en signo y magni-
tud y 5 bits se puede extender a un formato de 8 bits afladiendo ceros a la de-
recha del signo, de forma que la codificaciéon de este mismo namero en el
nuevo formato seria 10001010g)s2. La extension de nameros positivos se hace
del mismo modo. La extensi6n a 8 bits de la codificacién en signo y magnitud
del entero positivo 0101052 nos lleva al 00001010y

2.3.2. Suma y resta en signo y magnitud

La suma de dos ntimeros positivos o dos negativos en signo y magnitud es sen-
cilla. Tenemos que hacer la suma de las magnitudes y dar al resultado el signo

de los operandos. La suma de las magnitudes puede producir desbordamiento.

La suma de los nameros 101000s)s, y 1010105y codificados en signo y mag-
nitud y 6 bits, es la siguiente:

1
_________ Suma de 01 000(2
i1:i01 000! losmédulos . 401 0,
1101010 !  EE—
________ 10010
Gestion de la —r
informacion
del signo

1110010,

La suma de un positivo y un negativo es mas compleja: hay que analizar las
magnitudes para saber cudl es la mayor, restar la magnitud pequefia de la gran-
de y aplicar al resultado el signo de la magnitud mayor. El procedimiento de
suma de los numeros 001000y y 1010105\, codificados en signo y magni-

tud y 6 bits, es el siguiente:

_________ Restamoselmédulo o101 0
| |
0',01000 ' menor del mayor @
| |
i l———— -01000 ,

111101010 !

La magnitud 01010, es

mayor que la 01000,.
El resultado tendra signo negativo

00010(2

La suma de dos nameros de mismo signo y la resta de nimeros de signo con-

trario puede producir desbordamiento.
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En signo y magnitud, hay desbordamiento en la suma de dos ntimeros del
mismo signo o en la resta de nimeros de signo contrario cuando aparece
un acarreo en la Gltima etapa de suma o resta de las magnitudes.

Ni la suma de un positivo y un negativo, ni la resta de ntimeros del mis-
mo signo pueden producir desbordamiento.

En la suma de 10101052 y €l 111010(s5)s2, €n signo y magnitud y 6 bits, exa-
minamos, en primer lugar, los signos. Son dos nameros negativos, puesto que
el bit de mayor peso de ambos es 1. Por lo tanto, procederemos a la suma de
las magnitudes:

1;1 1 < acarreo
+ !1 1010,

1,00 100 ¢ < resultado
ol
|

desbordamiento

La suma de las magnitudes produce desbordamiento, puesto que tenemos un
acarreo en la altima etapa. Por lo tanto, el resultado no cabe en el formato de-
finido y no se puede representar.

Los inconvenientes principales del sistema de signo y magnitud son la com-
plejidad de las operaciones de suma y resta y la existencia de dos representa-
ciones para el 0: un “0 positivo”, cuando la magnitud es O y el signo también;
y un “0 negativo”, cuando la magnitud es O y el signo 1.

2.3.3. Representacion en complemento a 2

El complemento a 2, abreviado habitualmente por Ca2 o C2, es un sistema
de representacién de niimeros con signo en base 2. Actualmente, el Ca2 es el
sistema mas empleado para codificar niimeros enteros en los computadores
porque presenta dos ventajas: una codificacién Ginica para el cero, y simplici-
dad en las operaciones de suma y resta.

Los niimeros positivos en Ca2 se codifican de la misma forma que en
signo y magnitud: el bit del extremo izquierdo es 0, para indicar signo
positivo, y el resto contiene la magnitud.

La codificacién de un nimero negativo —X en Ca2 es el resultado en
binario de la operacion P — | X | , donde !X | es el valor absoluto de X.

Inconvenientes
del formato de Ca2

Sin que afecte a la eficiencia
de los computadores, los valo-
res de las magnitudes negati-
vas codificadas en Ca2 son mas
dificiles de reconocer para no-
sotros.
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A lo largo del texto utilizaremos la notacion X ¢, para identificar un namero
codificado en complemento a 2. 0

Codificacion de niimeros negativos en Ca2

Para hallar la codificacion en Ca2 y 6 bits del valor -11010,, hacemos la operacion si-
guiente:

26 -| x| =1000000(, ~11010 = 100110(c,,

1 0 00 0 0 0 g
1 1 1 1 1

- 1 1.0 1 0 g
01 0 0 1T 1 0 (am

Asi pues, la codificacion en Ca2 y 6 bits del valor ~11010(, es 100110(c;p.
La codificacion del valor +11010, en Ca2 coincide con la codificacion en signo y mag-
nitud. Tendremos un O para el signo y a continuacioén 5 bits con la magnitud: el valor

+11010(, se codifica en Ca2 como 011010ca2-

Para hallar la codificacion en Ca2 y 8 bits del valor —~11010,, hacemos la operacion si-
guiente:

28 - X[ = 100000000, - 11010, = 11100110c,,

1 0 0 0 0 0 0 0 0 g
1 1 1 1 1 1 1

- 1 1 0 1 0 g
0/1 1 1 0 0 1 1 0 (o

Asi pues, la codificacion en Ca2 y 8 bits del valor -11010, es 11100110c,2-

También se puede obtener la codificaciéon en Ca2 de una magnitud negativa,
haciendo un cambio de signo en la codificacién de la magnitud positiva. Con-
sultad, mas adelante, el subapartado 2.3.4. 0

Rango de representacion en Ca2

La tabla siguiente muestra los enteros representables con 4 bits en signo y
magnitud y en complemento a 2 y su correspondencia:

Decimal Signo y magnitud Ca2 Tabla
+7 0111 0111 En la tabla vemos que los posi-
tivos se codifican igual en Ca2
+6 0110 0110 y signo y magnitud. El rango
de los positivos es el mismo en
+5 0101 0101 los dos sistemas. En cambio,

en Ca2 tenemos un negativo

+4 0100 0100 mas que en signo y magnitud.
Esto es debido a que en Ca2
+3 0011 0011 hay una representacién Unica
+2 0010 0010 del cero, mientras que en signo
y magnitud tiene dos.
+1 0001 0001
0000
0 0000
1000

-1 1001 1111

-2 1010 1110
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Decimal Signo y magnitud Ca2
-3 1011 1101
—4 1100 1100
-5 1101 1011
-6 1110 1010
-7 1111 1001
-8 no es representable 1000

En CaZ2y 4 bits se puede representar desde el -8(;9 hasta el +7 1.

En general, el rango de enteros representables con #n bits en Ca2 es, en
decimal:

[—Zn_l, 2n—1 _ 1]

Con 4 bits, el rango es: [-2471, 241 - 1] = [-23, 23— 1] = [-8, + 7]

En Ca2, para aumentar el namero de bits con que se codifica un entero posi-
tivo se puede seguir el mismo procedimiento que en signo y magnitud. En
cambio, la extension para los enteros negativos es diferente. El1 -10(;o en Ca2
y S bits es el 10110(c,2, mientras que con 8 bits se codifica como
11110110cyp. La diferencia entre las codificaciones es que en la segunda se
han afiadido tres 1 a la izquierda.

Fijémonos que en los dos casos los bits que se afiaden coinciden con el valor
del bit de mayor peso: ceros para los positivos y unos para los negativos. 0

En Ca2, para extender un formato de n bits a m bits, con m > n, se copia
a la izquierda el bit de mas peso las veces necesarias para completar los
m bits. Este proceso recibe el nombre de extensién del signo.

2.3.4. Cambio de signo en complemento 2

Haremos un cambio de signo de un ntmero en Ca2, si seguimos los pasos si-
guientes:

1) Hacer el complemento bit a bit de la codificacién en Ca2.
2) Sumar 1 al bit menos significativo de la codificacion.

En base 2, el complementario delOesel 1 yeldel 1 eselO. 0

Ejemplo

En Ca2, el =10y se codifica
con 5 bits, por el 10110:
25-[-10¢10] =32(19-10¢10 =
=22(70=10110(ca

En Ca2, el =10;¢ se codifica
con 8 bits, porel 11110110:
2810010 =256(19-10(10=
= 246(10 = 111101 10(Ca2

En Ca2 el bit de mayor
peso indica el signo

En Ca2, un 1 en el bit de mayor
peso indica que el nimero es
negativo, mientras que un 0 in-
dica que es positivo.

Complemento bit a bit

Se entiende por complemento
bit a bit, la sustitucién de cada
bit por su complementario.
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Cambio de signo en complemento a 2

Para hacer el cambio de signo del valor numeérico 11000110, (que si seguimos el proce-
dimiento explicado en el apartado siguiente veriamos que se trata del -58¢), que esta
codificado en complemento a 2 y 8 digitos, hacemos la operacion siguiente:
11000110 (cap ¢« valornumeérico inicial
1 < acarreo
0011100 1 (g <« complemento bita bitde laexpresion inicial

+ 1 « sumamos 1 al bit menos significativo del formato

00111010

De esta operacion resulta el 00111010 c,2, que codifica la misma magnitud, pero con sig-
no positivo.

El cambio de signo de un ntmero en Ca2 también se puede conseguir si exa-

minamos los bits de derecha a izquierda y:

1) Mantenemos los mismos bits hasta encontrar el primer 1 (incluyéndolo).
2) Hacemos el complemento bit a bit del resto.

Cambio de signo en complemento a 2

Para hacer el cambio de signo del 11000110 que esta en Ca2 y 8 bits, lo examinamos de
derecha a izquierda, haciendo el complementando bit a bit después del primer 1:

11000110
~ se mantienen los bits hasta aqui (primer 1 que encontramos incluido)
10
~ se complementan los bits a partir de este punto
001110

De esta operacion resulta el 00111010, que codifica la misma magnitud pero con signo
positivo.

El cambio de signo del 00011110, que estd en Ca2 y 8 bits, se obtiene siguiendo el mismo
procedimiento:

00011110
A se mantienen los bits hasta aqui (primer 1 que encontramos incluido)
10
" se complementan los bits a partir de este punto
111000

El resultado es 11100010, que codifica la misma magnitud pero con signo negativo.

El cambio de signo se puede usar como alternativa a la operacion 2" —| X | para

encontrar la codificacion en Ca2 de una magnitud negativa.

La codificacion en Ca2 de una magnitud negativa se puede obtener apli-
cando un cambio de signo a la codificacién en Ca2 de la magnitud po-

sitiva.

La operacioén es reversible. Si aplicamos un cambio de signo a la codifica-
cion en Ca2 de una magnitud negativa, encontraremos la codificacion de

la positiva.
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2.3.5. Magnitud de los niameros en complemento a 2

Como en signo y magnitud, la magnitud decimal de un namero positivo co-
dificado en CaZ2 se puede conocer aplicando el TFN:

0101,=0-2%+1-22+0-2"+1-20=45,,
En Ca2, la cadena de bits 0101 codifica el valor +5(1.

Para encontrar la magnitud decimal de un namero negativo en Ca2, dispone-
mos de dos alternativas:

1) Aplicando el TEN, como en el caso de los positivos, pero considerando que
el bit de mayor peso es negativo.

Magnitud decimal de un valor negativo codificado en Ca2 aplicando el TFN

Aplicamos el TFN para encontrar la magnitud decimal que codifica la cadena de bits
10001010 en Ca2, considerando que el primer bit es negativo:

10001010(cap =-1-27+0-2040-2°+0-2*+1-2°+0-22+1-.2'+0-20=
=-128 +10 =118

E1 10001010 en Ca2 codifica el valor decimal —118.

2) Aplicar un cambio de signo a la representacion en Ca2 del valor negativo
y encontrar la magnitud positiva.

Magnitud decimal de un valor negativo en Ca2 por cambio de signo
Para conocer la magnitud decimal que codifica el 10001010 en Ca2:

1) Aplicamos un cambio de signo:

10001010 p <« Valornumérico inicial
1 <« Acarreo
01110101 a2 <« Complemento bita bitde laexpresion inicial
+ 1 « Sumamos 1 al bit menos significativo del formato

01110110 ca

2) Aplicamos el TEN al resultado:
01110110(cup=0-2"+1-2641-25+1-24+0-23+1-.22+1-21+0-2° =+118

Por lo tanto, la cadena de bits 10001010 codifica en Ca2 el entero decimal —-118.

2.3.6. Suma en complemento a 2

El mecanismo de suma en CaZ2 es el mismo que el utilizado en cualquier otro
sistema posicional. Tenemos que saber reconocer, sin embargo, cudndo se pro-

duce desbordamiento.

Consultad la suma y la resta en los
sistemas posicionales en los
subapartados 1.6y 1.7.
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Suma de dos valores positivos en Ca2

Consideremos la suma de dos nameros positivos en Ca2 y 6 bits siguiente:

0O 01 0 1 0 (Ca2 - +10 (10
+ 0 0 01 0 1 (Ca2 - + +5 (10
0 0 1 1 1 1 (Ca2 - +15 (10

(resultado correcto)

Sabemos que el resultado es correcto porque hemos hecho la suma de dos po-

sitivos y obtenemos una magnitud positiva. Cuando el resultado supera el ran-

go de representacion, la suma de dos positivos genera una magnitud negativa,

como en el caso siguiente:

1 1 1 1 <— acarreo
0 0 1 1 O (Ca2 - +22 (10
+ 0 O 1 1 1 1 (Ca2 —> + +15 (10
1 0 1 0 1 (Ca2 —> -27 (10
(desbordamiento)

En Ca2 y 6 bits, el rango es [-26-1 +26-1_ 1] = [-32, +31]. El resultado de
esta suma tendria que ser +371¢ (22(19+15(10 = +37(10), que queda fuera del

rango.

Hay desbordamiento en la suma de dos niimeros positivos codificados

en Ca2 cuando el resultado es negativo.

Suma de dos valores negativos en Ca2

De manera anéloga, el resultado de la suma de dos negativos en Ca2 es correc-

to cuando se obtiene una magnitud negativa, y errébneo cuando se obtiene una

positiva.

Consideremos la suma de dos nimeros negativos en Ca2 y 6 bits siguiente:

i < acarreo
: 1 0 1 0 (a - -6 o
+ | 0 1 0 1 (ca - + -11 (10
1 0 1 1 1 1 - -17 (o
|

(resultado correcto)

Podemos encontrar la correspondencia
entre los nimeros en Ca2 y los valores
decimales, aplicando cualquiera de los
dos métodos expuestos en el apartado
2.3.5.

Podemos encontrar la correspondencia
entre los nimeros en Ca2 y los valores
decimales aplicando cualquiera

de los dos métodos expuestos

en el apartado 2.3.5.
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El resultado es correcto, aunque haya un acarreo en la Gltima etapa de suma,
porque se obtiene una magnitud negativa en la suma de dos negativos. En

cambio, el resultado de la suma siguiente es erroneo:

1 i 1 1 <« acarreo
1.0 0 1 1 0 (a N 26 o
+ : 1 0 1 1 1 1 (Ca2 - + -17 (o0
110 1.0 1 0 1 (Ca2 - +21 (10
! (desbordamiento)

Como en el caso anterior, el acarreo en la Gltima etapa se tiene que despreciar,
pero sumando dos negativos hemos obtenido un positivo. Por lo tanto, hay
desbordamiento.

Hay desbordamiento en la suma de dos nameros negativos codificados en
Ca2 cuando el resultado es positivo. El acarreo de la Giltima etapa no indica
desbordamiento y se tiene que despreciar en todos los casos.

Suma de un valor positivo y un valor negativo en Ca2

El resultado de la suma de un positivo y un negativo en Ca2 siempre es correcto.

Podemos encontrar la correspondencia
entre los nimeros en Ca2 y los valores
| decimales, aplicando cualquiera de los

dos métodos expuestos en el apartado
11 <« acarreo 3.5.

| 111010 (Ca2 - -6 (10 100110 (Ca2 —> -26 (10

+ | 010101 (Ca2 -+ +21 (10 + 010001 (Ca2 -+ +17 (10
|

1; 001111 (Ca2 - +15 (10 110111 (Ca2 - -9 (10

| (resultado correcto) (resultado correcto)

La aparicion de un acarreo en la tltima etapa, como la operacion de la izquier-

da, no indica desbordamiento y se tiene que despreciar.

La suma de un ntimero positivo y un namero negativo codificados en
Ca2 no puede producir desbordamiento. El acarreo que se puede produ-
cir en la altima etapa no indica desbordamiento y se tiene que despre-
ciar en todos los casos.

2.3.7. Resta en complemento a 2

El procedimiento que se sigue para hacer la resta en Ca2 es aplicar un cambio de
signo al sustraendo (operando que queremos restar) y hacer una operacion de su-

ma. Sumamos el minuendo con el sustraendo al cual hemos cambiado el signo.
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La operacion de resta en Ca2 se reduce a una operacion de suma una vez
se ha cambiado el signo del sustraendo.

La resta 011010(c,2 — 001011y (2619 — 11(10) nos servira de ejemplo para
ilustrar el procedimiento:

1) Aplicamos un cambio de signo al sustraendo:

a) Hacemos el complemento bit a bit de 001011, con el que se obtiene 110100.

b) Sumamos 1 al bit menos significativo:

110100

+ 1 (caz
110101 ¢

2) Hacemos la operacién de suma:

|
1 1 <— acarreo

|
|01 1010 (Ca2 e d +26(10

+ 1110101 (p - + -11¢9

1 001111(Ca2 —> +15(10

(resultado correcto)

El resultado es correcto. El acarreo de la altima etapa se tiene que despreciar y
no se produce desbordamiento. Recordamos que la suma de un namero posi-
tivo y un namero negativo no puede dar lugar a desbordamiento.

2.3.8. Multiplicacién por 2X de niimeros en complemento a 2
Como hemos visto, multiplicar por 2K en sistemas de numeracién posicionales

de base 2 equivale a desplazar la coma fraccionaria k posiciones a la derecha.
En el caso de los enteros, este efecto se consigue afiadiendo a la derecha k ceros:

0001012 - 22 = 010100(c,2  (en decimal, +5(1¢ - 22 = +20(10)
El procedimiento también es vélido para nameros negativos en Ca2:

111011,y - 22 =101100(c,,  (en decimal, -84 - 2% = -3239)

El resultado de multiplicar por 2X un niimero en Ca2 se consigue afia-
diendo k ceros a la derecha.

Podemos encontrar la correspondencia
entre los nimeros en Ca2 y los valores
decimales, aplicando cualquiera

de los dos métodos expuestos

en el apartado 2.3.5.

Ved la multiplicacién y la division
por potencias de la base de numeracion
en el subapartado 1.8 de este médulo.

Por aplicacion del TFN

000101, =2% +2%=5(,
0101000, = 2% + 2% = 2019
111011 =-25+2%+ 23 +
+2! +2°=—5(10

101100 p=-2%+ 23+ 22 =
=*20(-|0
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Una vez hemos fijado un formato de n bits, afiadir k ceros a la derecha nos
obliga a perder k bits de la izquierda, lo cual puede producir desborda-
miento. En Ca2 y 6 bits, las operaciones siguientes producen desborda-

miento:

000101(Ca2 . 24 = OlOOOO(CaZ (en decimal, +5(10 . 24 = +16(10)
111000y - 2* = 000000c,,  (en decimal, —8 10 - 2% =010 )

Se produce desbordamiento al multiplicar un nimero en Ca2 por 8
cuando cambia el bit de signo o bien si se pierde uno o mas bits signifi-
cativos. Los bits significativos son, para los positivos los 1 y para los ne-
gativos los 0.

Actividades

21. Convertid los valores decimales siguientes a binarios en los sistemas de representa-
cion de signo y magnitud y complemento a 2, con un formato entero de 8 bits:

a) 53

b) -25

c) 93

d) -1

e) -127

f) -64

22. Si tenemos los nimeros binarios 00110110, 11011010, 01110110, 11111111 y
11100100, jcudles son los equivalentes decimales considerando que son valores binarios
representados en signo y magnitud?

23. Repetid el ejercicio anterior considerando que las cadenas de bits son niimeros en com-
plemento a 2.

24. Si tenemos las cadenas de bits siguientes A = 1100100111, B=1000011101y C =
0101011011, haced las operaciones que proponemos a continuaciéon considerando que
son nimeros binarios en formato de signo y magnitud: A+B,A-B,A+C,A-C,B-C,
B+C.

25. Repetid la actividad anterior considerando que las cadenas representan nameros en
complemento a 2.

26. Si tenemos la cadena de bits 10110101, haced las conversiones siguientes:

a) Considerando que representa un nuimero en Ca2, representad el mismo nimero en
signo y magnitud y 16 bits.

b) Considerando que representa un niimero en signo y magnitud, representad el mismo
namero en Ca2 y 16 bits.

2.4. Numeros fraccionarios

Los nameros fraccionarios son los que tienen una parte mas pequefia que la
unidad, como por ejemplo el 0,031 0 €l 15,27 1. La representacion de los nu-
meros fraccionarios dentro de los computadores se suele hacer destinando un

numero fijo de bits, del total de bits del formato, a la representacion de la parte

Numero decimal

Usamos la expresién ndmero
decimal para designar un nu-
mero en base 10, no un ndme-
ro con parte fraccionaria.
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fraccionaria. Este tipo de representacion recibe el nombre genérico de repre-
sentacion de coma fija. 0

Representacion binaria de coma fija

Las representaciones de coma fija no almacenan la posicién de la coma de ma-
nera explicita. Es en la definicioén del formato donde se especifica la posicion

de la coma, y se asume que siempre es la misma.

En un formato de representacion de coma fija de n bits (n = p + m),
donde m bits son fraccionarios, los nameros representados son de la
forma:

p bits enteros m bits fraccionarios

I I 1

‘qulxp-z Xp-:s‘ ‘ X3 ‘ X2 ‘ X ‘Xn ‘X—l ‘X—z‘ |X—m

1 I
n=p+m bits

La magnitud decimal del ntmero fraccionario representado es

(10 =

m
Xao = Z x, - 2", donde x; es el bit de la posicion i-ésima.
i=p-1

Signo y magnitud en coma fija

Las magnitudes fraccionarias también pueden llevar asociado un signo. En
coma fija, lo mas habitual es trabajar con una representacion de signo y mag-
nitud.

En un formato de coma fija de n bits (n = p + m), donde m bits son frac-

cionarios, y en signo y magnitud, los nameros son de la forma:

p — 1 bits enteros m bits fraccionarios

[ I 1

‘qulxp-z Xp-:s‘ ‘ X3 ‘ X2 ‘ X ‘Xn ‘X—l ‘X—z‘ |X—m

1 I
n=p+m bits

donde x;, 1 es el bit de signo y el resto de los bits codifican la magnitud.

Otras maneras de
representar nimeros

Hay otras maneras de repre-
sentar nimeros fraccionarios
con signo. Por ejemplo, se po-
dria emplear la representacién
de complemento a la base
(Ca2 en binario), pero no es
habitual.
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Para conocer en decimal el valor numérico representado por la codificacion
010111101 que esta en signo y magnitud en un formato de 9 bits (n = 9), de

los cuales 4 son fraccionarios (m = 4), tenemos que aplicar el TFN:

I
I
Lo (1-2340-2241-2141-2041-27141-2240-234+1- 279
|
I

—»La posicion de la coma se obtiene a partir de la definicion del formato de representacion

Por lo tanto, el numero codificado es +1011,1101; = 11,8125 4.

Magnitud decimal de un niimero codificado en coma fija y signo y magnitud

Para encontrar la magnitud decimal que representa la codificacién 10010010 que esté en
un formato de 8 bits, 4 de los cuales son fraccionarios y en signo y magnitud, haremos
las operaciones siguientes:

1) Separamos el bit de signo que es 1 (bit del extremo izquierdo) y que indica signo ne-
gativo. Fl resto de bits 0010010 codifica la magnitud.

2) El valor decimal de la magnitud lo podemos conocer aplicando el TFN:
0-2240-21+1:2°40-27140-22+41-23+0-2%=2+0,125=1,125(
Por lo tanto, el nimero representado en decimal es -1,125;.

Codificacion de un valor decimal en coma fija y signo y magnitud

Para codificar el nimero -14,75;¢, en un formato de coma fija de 8 bits donde 3 son frac-
cionarios y signo y magnitud haremos las operaciones siguientes:

1) Cambiar a base 2 el nimero 14,751, siguiendo el método basado en el teorema de la
divisién entera.

a) Codificar en binario la parte entera (14(10) en 4 bits (puesto que de los 8 bits, 3 son
fraccionarios y 1 codifica el signo; restan 4 por la parte entera), aplicando el algoritmo de
divisiones sucesivas:

1 -2+0
-2+1
-2+1
-2+1

[
Il
O = W N

Con el que obtenemos que 1419 = 1110,.
b) Codificar en binario la parte fraccionaria en 3 bits:

0,75-2 =1,50=1+0,5
0,50-2 =1,0 =1+0,0

Con el que obtenemos que 0,75(19 = 0,110,

c) Juntar las partes entera y fraccionaria en el formato de 7 bits, 3 de los cuales son frac-
cionarios:

14,75(10 = 1110,110(2

2) Afadir el bit de signo a la magnitud. El bit de signo es 1 puesto que el signo es nega-
tivo. La representacién en un formato de coma fija de 8 bits donde 3 son fraccionarios y
signo y magnitud del -14,75(;¢ es el siguiente:

14,7510 = 11110,110(5p12

Formato en coma fija

Esta forma de representar los
ndmeros fraccionarios es una
extensién directa de la repre-
sentacién en signo y magnitud
de ndmeros enteros. Por lo
tanto, presenta las mismas
ventajas e inconvenientes. Asi,
por ejemplo, el cero tiene dos
representaciones, una con sig-
no negativo y otra con signo
positivo.

Ved el método basado en el teorema de
la division entera en el subapartado
1.3.2 de este médulo.
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Recordamos que la coma no se almacena, sino que una vez especificado el formato se co-
noce su posicion. En realidad, un computador almacenaria el c6digo 11110110 sin coma
ni especificacion de base, que estan fijados en la definicién del formato.
Cuando la parte fraccionaria excede el namero de bits fraccionarios disponi-
bles en el formato en signo y magnitud definido, el nimero no se podra repre-
sentar de manera exacta. Habrd que aplicar uno de los métodos de

aproximacion explicados: el truncamiento o el redondeo. 9

A modo de ejemplo, intentemos representar el namero +8,94531251¢ en un
formato de coma fija y signo y magnitud, con 8 bits de los cuales 3 son frac-
cionarios. Si hacemos el cambio de base, encontramos que 8,9453125(1g =
1000,1111001 3. Tendremos que usar uno de los métodos de aproximacion,

puesto que la parte fraccionaria no cabe en los 3 bits disponibles en el formato:

e Por truncamiento: Se trata, sencillamente, de despreciar los bits que no
tienen cabida. EI 1000,1111001, se aproximara por el 1000,111,. Afiadi-
mos el bit de signo y la codificacion final sera 01000111. El error de repre-

sentacién que se comete en este caso es:
11000,1 1110013 - 1000,111, | = 0,0001001, = 0,0703125;1¢
e Por redondeo: Se suma la mitad de la precision:
1000,1111001, + 0,0001(, = 1001,0000001,

A continuacién truncamos a 3 bits fraccionarios, de forma que el
1000,1111001 5 se aproximara por el 1001,000,. Afiadimos el bit de signo
y la codificacién final sera 01001000. En este caso, el error de representa-

cién que se comete es menor:
1000,1111001(, — 1001,000, | = 0,0000111, = 0,0546875 10
Rango y precisiéon en coma fija

La magnitud binaria mas grande que podemos representar en un formato de
coma fija es la que se obtiene poniendo todos los bits que representan la mag-
nitud a 1. Si el bit de signo lo ponemos a cero, tendremos la representacion de
la mayor magnitud positiva que se puede representar. Si el bit de signo es 1, se
tratara de la mayor magnitud negativa que se puede representar. Estos niime-
ros, el mayor y el menor, delimitan el intervalo que contiene los nimeros que

se pueden representar, es decir, el rango.
El nimero mayor representable en signo y magnitud y un formato de coma fija
de 9 bits con 3 fraccionarios, es el 011111,111, = +31,875(1¢; el menor es el

111111,111(p = -31,875(;. Por lo tanto, el rango en decimal de este formato es:

[—31,875(10, + 31,875(10]

Ved las aproximaciones por
truncamiento y redondeo en el
subapartado 2.1.4 de este médulo.

Ejemplo

Cambio de base 10 a base 2
del ndmero 8,9453125(;:
1. Parte entera:

8=4-2+0

4=2.2+0

2=1-2+0

1=0-2+1

2. Parte fraccionaria:

0,9453125 - 2=0,890625 +1
0,890625 - 2=0,781250 +1
0,781250-2=0,5625 + 1

0,5625-2=0,125+1
0,125-2=0,25+0
0,25-2=0,5+0
05-2=0+1

8,9453125(19=1000,1111001,

La precision

La precisién es la distancia en-
tre dos nimeros representa-
bles consecutivos (ved el
subapartado 2.1.2). Facilmen-
te, se puede comprobar que la
precisiéon con 3 bits fracciona-
rios es 0,001, (distancia entre
el 0,000 y el 0,001).

La mitad de este valor lo conse-
guimos desplazando la coma
una posicion a la izquierda
(que equivale a dividir por 2 en
base 2). Por lo tanto, la mitad
de la precisién es 0,0001 ;.
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En general, el nGmero mayor que se puede representar con 7 bits de los cuales
m son fraccionarios se puede calcular suponiendo que todos los bits valen 1y
aplicando el TFN:

1.omm=2 qp.pnm3 1 1.20 41,274 41.2mopnml_o-m

donde hemos aplicado la propiedad siguiente:

k k50 ok _
111-.-11:2k—1+2’<—2+---21+z°=%=2 : 1ok g,

El rango de una representacion en signo y magnitud y un formato en
coma fija de n bits, donde m son fraccionarios, es

|:_2n—m—1 42 e z—m} .

Del mismo modo, el rango de una representacion de ntimeros fraccio-
narios sin signo en un formato de coma fija de »n bits, donde m son frac-

cionarios, es el siguiente:

[0, 4 omm_ z—m} .

Ampliacion del niimero de bits de un formato de coma fija

La ampliacién de un formato en coma fija ha tener en cuenta los posibles cambios
en la posicion de la coma. De hecho, tan s6lo hay que conocer cudntos bits se des-
tinan a la ampliacion de la parte fraccionaria y cuantos a la ampliacién de la parte
entera. Una ampliacion de k bits de la parte fraccionaria comporta afiadir k ceros
a la derecha de la magnitud. Una ampliacion de p bits de la parte entera se consi-
gue si afladimos p ceros a la izquierda de la magnitud. Si trabajamos en signo y
magnitud, tendremos que separar el signo de la magnitud para hacer los cambios

y después afladirlo de nuevo al extremo izquierdo.

La extension o ampliacién de k bits por la parte fraccionaria y p bits por
la parte entera de un formato de coma fija, tanto en signo y magnitud
como sin signo, se consigue si aftadimos k ceros a la derecha de la mag-
nitud y p ceros a la izquierda de la magnitud.

Precision de un formato de coma fija

La precisién es la distancia més pequefia entre dos nimeros representables
consecutivos. Si trabajamos con una representacion en coma fija de 3 bits

donde 1 es fraccionario y signo y magnitud, los nimeros que se pueden repre-

Ejemplo

Para ampliar en 3 bits la parte
fraccionaria y en 2 bits la parte
entera del nimero

111,001 (52 que esté en coma
fija y signo y magnitud, afadi-
remos 3 ceros a la derecha de
la magnitud y 2 ceros a la iz-
quierda de la magnitud. La
nueva codificacién en el caso
de signo y magnitud es
10011,001000s)4,, donde se
marcan en negro los digitos
afiadidos.

Esta ampliacion, en caso de
que el nmero 111,001, fuera
una magnitud sin signo, daria
lugar a la codificacion
00111,001000,.
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sentar son: -1,1(3, -1,0(2, -0,1(3, 0,012, +0,1(3, +1,0(2 y +1,1(2. Como podemos
observar, todos ellos estan separados por una distancia de 0,1,. Por este mo-
tivo la precision es 0,1,.

En las representaciones de coma fija, la precisiéon viene dada por el bit menos

significativo de la representacion. 0

La precisidon de una representacién en coma fija de n bits, donde m son
fraccionarios, es 27,
Suma y resta en coma fija

Las operaciones de suma y de resta en coma fija se hacen a partir del algoritmo
habitual descrito en el apartado 1.6, como podemos ver en los ejemplos si-

guientes:
11 00 € acarreo 1,101
1,101 0 00 < acarreo
+ 0,100 g - 0,100
10,001  ¢<resultado 1 0 01 p < resultado

Fijémonos en que un namero fraccionario, como por ejemplo el 1,101, se
puede escribir de la forma 1101, - 273, Mediante este procedimiento pode-
mos asociar un namero entero, el 1101, en este caso, a un numero fraccio-

nario.

Si aplicamos esta transformacion a los nameros 1,101, y 0,100, de la suma
anterior, obtenemos: 1,101, = 1101, - 273y 0,100 = 0100, - 273, La suma se
puede hacer de la forma:

11015 272 + 01000 - 273 = (11015 + 0100p) - 273 = 10001 - 273

Observemos que mediante este procedimiento hemos transformado una suma
de ntimeros fraccionarios en una suma de nameros enteros. 0

Con la transformaciéon anterior, las operaciones entre nameros fraccio-
narios se pueden llevar a cabo a través de operaciones entre nameros

enteros.

Fijémonos también en el hecho de que en la representaciéon no aparece la
ubicacién de la coma, pero, dado que todos los nimeros con los que traba-
jaremos tendrdn la coma en la misma posicién, no hay que saber la posi-
cién para operar.
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Es decir, las operaciones para sumar los nimeros 11,01, y 00,01, o los nume-

ros 1,101, y 0,001, son idénticas. La primera es:

11,015 + 00,015 = 1101, - 272+ 00015 - 272 = (1101 + 0001 p) - 272
y la segunda:

1,101+ 0,001 (2 = 1101(5 - 273+ 0001 (5 - 272 = (11015 + 0001 5) - 27

En ambos casos la operacion realizada finalmente es la suma de los dos ntime-

ros enteros 1101, y 0001 5.

A continuacion sumamos los nameros 11,111, y 01,1115, que estan en un

formato de coma fija de 5 bits, donde 3 son fraccionarios:

|
1 |1 1 1 1 <— acarreo

11111

s o1

|
101 110 (o <« resultado

Para representar el resultado nos hace falta un digito mas de los que tenemos
disponibles en el formato definido. Por eso, el resultado no es representable
en el formato especificado. Se ha producido desbordamiento, que podemos re-

conocer de la misma forma que en la suma de nameros naturales.

El desbordamiento en la suma de naimeros sin signo en coma fija se
puede detectar de la misma forma que en el caso de la suma de nameros
naturales. Recordamos que la resta no puede dar lugar a desbordamiento.

El desbordamiento en la suma y la resta de niimeros en coma fija y sig-
no y magnitud se puede detectar de la misma forma que en el caso de la
suma y la resta de nimeros enteros representados en signo y magnitud.

Multiplicaciéon y divisién por 2K en coma fija binaria

Cuando la base de numeracién es 2 en un sistema posicional de base fija, los
pesos asociados a los digitos son potencias de 2. Por consiguiente, multiplicar
por 2 se traduce en aumentar en una unidad la potencia de 2 asociada a cada
bit y dividir por 2 es equivalente a disminuir en una unidad la potencia de 2
asociada a cada bit.

Aplicando el TFN, podemos escribir el namero 0011,01, de la forma:

0011,01=0-2%+ 0-2%+ 1-2'+ 1.204+ 0. 271+ 1.272

La resta de numeros
sin signo

La resta de nimeros sin signo
no puede dar lugar a desbor-
damiento porque tenemos que
restar la magnitud pequefia de
la grande. Restar la magnitud
grande de la magnitud peque-
fia no es una operacion valida
para ndmeros sin signo, por-
que el resultado tendria que
ser un ndmero con signo.

Ved la multiplicacién y la division
por potencias de la base de numeracion
en el subapartado 1.8 de este médulo.
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Si multiplicamos por 2, se obtiene:

0011,015-2=(0-2%+ 0-2%+ 1-2'+ 1.2+ 0-271+1.2%).2=
=0-2%+0-2°+1-22+ 1-2'+ 0-2°+1.271=00110,1,

En un formato de coma fija, la posicion de la coma siempre es la misma y, por
lo tanto, para multiplicar o dividir por la base desplazamos los bits a izquierda
o derecha, afladiendo los ceros necesarios.

Multiplicar por 2K un ntmero en coma fija sin signo equivale a despla-
zar los bits k posiciones a la izquierda, completando los 7 bits del for-
mato con la adicion a la derecha de k ceros.

Dividir por 2K un namero en coma fija sin signo equivale a desplazar
los bits k posiciones a la derecha, completando los n bits del formato
con la adicion a la izquierda de k ceros.

En coma fija y 6 bits, donde 2 son fraccionarios, el resultado de multiplicar
0011,01, por 22 se obtiene desplazando los bits 2 posiciones a la izquierda y
afiadiendo 2 ceros a la derecha:

0011,01(, - 2=1101,00.,

Si el resultado no cabe en el formato, se produce desbordamiento. Esto se da
cuando se pierden bits significativos (en coma fija sin signo, bits a 1).

Se produce desbordamiento al multiplicar un ntmero sin signo en coma
fija por 2X cuando se pierden uno o mas bits significativos (bits a 1) al
desplazar los bits k posiciones.

La division por 2% no produce desbordamiento, pero el cociente puede necesi-
' El simbol
SIMDboIo =

tar mas bits fraccionarios que los disponibles en el formato:
El simbolo ~ indica que se trata
de una aproximacién, no de
una igualdad.

0101,00, / 2* ~ 0000,01, (en decimal, + 519 / 2* ~ + 0,25(10)

La pérdida de bits por la derecha equivale a una aproximacién por trunca-

miento. 0

En coma fija y signo y magnitud, las operaciones de multiplicacién y divisiéon
por 2K tienen las mismas caracteristicas que las descritas mas arriba para coma
fija sin signo si separamos el bit de signo. El bit de signo se afiade al término
de la operacion. 0
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Actividades

27. Determinad qué valor decimal codifica la cadena de bits 1010010 en los supuestos
siguientes:

a) Si se trata de un nimero en coma fija sin signo de 7 bits donde 4 son fraccionarios.
b) Si se trata de un niimero en coma fija sin signo de 7 bits donde 1 es fraccionario.

28. Codificad los numeros +12,85(1g, +0,7578125(19 y 11,025(;¢ en una representacion
fraccionaria binaria en signo y magnitud de 8 bits donde 3 son fraccionarios. Utilizad una
aproximacion por redondeo en caso de que sea necesario.

29. Si tenemos una representacion en coma fija binaria en signo y magnitud de 8 bits
donde 3 bits son fraccionarios, determinad los nameros codificados por las cadenas de
bits 01001111, 11001111, 01010100, 00000000 y 10000000.

30. Si las cadenas de bits 00101010, 11010010y 10100010 representan ntimeros en coma
fija sin signo de 8 bits donde 3 son fraccionarios, representadlos en un formato de coma
fija sin signo de 12 bits donde 4 son fraccionarios.

31. Repetid la actividad anterior considerando que se trata de nimeros en signo y mag-
nitud.

32. Determinad el rango de representacion y la precision en los formatos siguientes:
a) Coma fija en signo y magnitud con 8 bits donde 3 son fraccionarios.

b) Coma fija en signo y magnitud con 8 bits donde 4 son fraccionarios.

c) Coma fija sin signo con 8 bits donde 3 son fraccionarios.

d) Coma fija sin signo con 8 bits donde 4 son fraccionarios.

33. Determinad la precision necesaria para poder representar el namero +0,1875.;( de
forma exacta (sin error de representacion) con un formato de coma fija en base 2.

34. Determinad las caracteristicas de rango y precision, asi como el ntimero de digitos
enteros y fraccionarios necesarios en un formato de coma fija en signo y magnitud, para
poder representar de forma exacta los nimeros +31,875(19 y 16,21875(19

35. Calculad la suma y la resta de los pares de ntimeros siguientes, asumiendo que estan
en coma fija en signo y magnitud con 8 bits donde 3 son fraccionarios. Verificad si el
resultado es correcto:

a) 00111000, y 10100000,

b) 10111010, y 11101100,
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3. Otros tipos de representaciones

El funcionamiento de los computadores actuales se basa en la electrénica digital,
cuya caracteristica distintiva es que toda la informacion con la que trabaja se co-
difica en base a dos Gnicos valores, que representamos simboélicamente con el 1y
el 0. Por lo tanto, todos los datos que procesa un computador digital tienen que
estar representados exclusivamente por cadenas de unos y de ceros, es decir, por
cadenas de bits. Entonces, el procesamiento de los datos consiste en aplicar ope-

raciones aritméticas o légicas a cadenas de bits.

En la seccién precedente hemos expuesto las limitaciones inherentes a la tec-
nologia empleada en los computadores digitales actuales y las formas mas
usuales en las que se codifican los valores numeéricos. No ha sido una descrip-
cion exhaustiva de las formas de codificacién de la informacién numérica,
pero si una muestra representativa de la manera como la informacién numé-

rica se codifica para ser procesada dentro de los computadores digitales.

En los apartados siguientes se muestra, por un lado, como codificar informa-
cién que inicialmente no es numérica, usando en altimo término los simbo-
los 1y 0; y, por otro, algunos sistemas de numeracion alternativos que tienen

especial interés en determinadas circunstancias.

3.1. Representacion de informaciéon alfanumeérica

Se denomina informacién alfanumérica a la informacién no numérica consti-
tuida, basicamente, por el conjunto de letras, cifras y simbolos que se utilizan

en las descripciones textuales y que reciben el nombre genérico de caracteres.

El ntimero de caracteres empleado en los textos es relativamente grande: letras
mayusculas, letras minasculas, vocales acentuadas, simbolos de puntuacion,

simbolos matematicos, etc.

La representacion de los caracteres se lleva a cabo asignando una cadena de bits
Gnica y especifica para cada caracter, es decir, asignando a cada caricter un co-
digo binario. La asignacién de c6digos podria ser arbitraria, pero en la practica
es conveniente seguir unos criterios que faciliten el procesamiento de la infor-
macion codificada. Por ejemplo, una asignacion de coédigos ascendente a las le-
tras del alfabeto facilita la ordenacion alfabética: el resultado de una sencilla

operacion de resta entre los cédigos permitira establecer el orden alfabético.

Siguiendo criterios que faciliten el tratamiento de los datos y con la intenciéon

de compatibilizar la informacion procesada por sistemas diferentes, se han es-
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tandarizado unas pocas codificaciones, de entre las cuales, la codificacién AS-
CII es la mas extendida.

La codificacion ASCII tiene una version basica de 128 simbolos que forma el
estandar de facto que usan la mayoria de los computadores, y una versiéon ex-
tendida, no tan estandarizada, que incluye 128 simbolos mas. En la version
extendida se usan 8 bits para codificar los 256 simbolos que incluye, mientras
que en la basica se usan 7.

En la tabla siguiente se puede ver la asignacion de cédigos ASCII*. La represen-
tacibn numeérica asociada a cada simbolo se obtiene a partir de sus coordena-
das. El indice de columna es el digito decimal menos significativo, y el de fila,
el mas significativo. Por ejemplo, el caracter alfanumérico “3”, se representa

por el valor decimal 51 (Su, d1), que en binario es el 00110011 ;.

* ASCll son las siglas de la expresion
inglesa American standard code for
information interchange.

d " do d1 d2 d3 d4 d5 dé d7 ds8 d9
Ou NULL | SOH | STX ETX EOT ENQ | ACK BEL BS HT
Tu LF VT FF CR Ne | DLE DC1 DC2 | DC3
2u DC4 NAK | SYN ETB CAN EM SUB ESC FS GS
3u RS us SP ! “ # $ % & !
4u ( ) * + , - . / 0 1
5u 2 3 4 5 6 7 8 9 ;
6u < = > ? @ A B C D E
7u F G H I J K L M N (0]
8u P Q R S T u \ W X Y
9u z [ \ ] n _ a b C
10u d e f g h i j k | m
11u n o p q r s t u v w
12u X y z { | } ~ DEL

Los primeros 31 c6digos y el altimo no corresponden a simbolos del lenguaje
o caracteres visibles (el caracter 32 —identificado como SP- representa el espa-
cio en blanco). Estos c6digos son caracteres de control utilizados para dar for-
mato al texto o como comandos para los dispositivos periféricos (terminales

alfanuméricos o gréaficos, impresoras, etc.).

Cada vez es mas habitual que en los computadores se codifique texto en mas
de una lengua. Por este motivo, se ha ido popularizando la extensién de la co-
dificacién ASCII de los caracteres alfanumeéricos a 2 bytes (16 bits), que utiliza
el estindar llamado Unicode y que incluye los caracteres de las grafias mas im-

portantes.

Nota

Es habitual usar las comillas
para distinguir los naGmeros
(3, 25, 234) de los caracteres
o cadenas de caracteres
("3, 25" "234").

Caracteres de control
no visualitzables

Algunos caracteres de control
no visualizables son: DEL (bo-
rrar), ESC (escapada), HT (ta-
bulador horizontal), LF (final
de linea), CR (regreso a prime-
ra columna), FF (final de pagi-
na), STX (inicio de texto) o ETX
(final de texto).
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Los codigos ASCII de 8 bits de los caracteres visibles (no asi los correspondien-
tes a caracteres de control) se pueden convertir a Unicode afladiendo 8 ceros

a la izquierda para completar los 16 bits del estdndar Unicode.

Ejemplo de procesamiento de cédigos ASCII

Analizamos los c6digos ASCII para averiguar como transformar el cédigo de una letra ma-
yuscula en su equivalente en minuscula. Los c6digos consecutivos a partir del codigo 65
siguen el orden de las letras del alfabeto inglés tanto para las maytsculas como, a partir
del cédigo 97, para las minasculas. Por lo tanto, la distancia entre simbolos de mayuscu-
las y mintsculas es constante.

En concreto, el caracter “A” tiene el cddigo 65, mientras que el caracter “a” tiene el 97.
La diferencia entre los codigos es 32(10. Por lo tanto, para transformar el codigo ASCII de
una letra maytscula al codigo ASCII de la misma letra en mintscula, tenemos que sumar
3210, al cédigo ASCII en binario.

3.2. Codificacion de sefiales analdgicas

A veces, los datos que tiene que procesar un computador provienen de dispo-
sitivos que recogen informacién del entorno. Un micréfono, por ejemplo,
capta las ondas sonoras que llegan hasta €l. Los sensores de estos dispositivos
son analogicos, es decir, generan una sefial eléctrica de salida que se ajusta de
manera continua a la variaciéon del estimulo que reciben. El resultado es una
sefial eléctrica, cuya variacion en el tiempo refleja la variacion del estimulo

que ha ido llegando al sensor del dispositivo.

Una sefial eléctrica analdgica es la que codifica la informacion mediante
una variacion continua de un pardmetro eléctrico (tension, frecuencia,
intensidad) que se ajusta de manera proporcional al estimulo original.

La figura 1 muestra una sefial analodgica, en la que la amplitud varia de forma

continua en el tiempo:

Figura 1
Amplitud 4

250 —

200 —

150 —

100 —

50 —

0 >
Tiempo

El estandar Unicode

El Unicode esta estandarizado
por la ISO/IEC (International
Organization for Standardization
/ International Electrotechnical
Commission) con el identifica-
dor 10646.

Formato Unicode

La codificacién de textos en
formato Unicode esta presente
en muchos de los procesadores
de textos actuales, como por
ejemplo, el Wordpad de Win-
dows.
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Los procesadores digitales no pueden tratar directamente las sefiales analogi-
cas 'y, como en el caso de los nameros o de los caracteres alfanuméricos, se tie-
nen que codificar utilizando nicamente los simbolos 1 y 0. El proceso que
permite esta transformacioén es la digitalizacion.

La digitalizacion consiste en convertir una representacioén analégica a
una representacion digital binaria, es decir, a una secuencia ordenada

de ntmeros binarios.

El proceso de digitalizacién consta de tres etapas, que son el muestreo, la cuan-
tificacion y la codificacion binaria:

1) El muestreo (o discretitzacion) consiste en tomar muestras de la sefial
analodgica a intervalos de tiempos regulares.

Figura 2
Muestreo de una senal
Amplitud 4 analégica
250 - Un muestreo de la sefial dibu-
jada en la figura 1 a intervalos
de periodo T daria el resultado
200 — que se ve a la figura 2.
150
100
50 -
P [ S S S SO S U I S N ~
T Tiempo

2) La cuantificacion consiste en asignar un valor, de entre un conjunto fini-

to, a la amplitud de la sefial en cada intervalo de muestreo.

Figura 3
Cuantificacion
Amplitud & de una senal
250 — Si admitimos Gnicamente valo-
res mltiples de 10, la cuantifi-
cacién del muestreo de la
figura 2 da lugar a la secuencia
200 — de valores numéricos: 140,
170, 190, 140, 100, etc. que
representa una aproximacion
150 - “escalonada” a la sefial conti-
nua original, como se muestra
en la figura 3.
100 —
50
0 >

Tiempo
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Cuanto mas pequefios sean los intervalos de tiempo del muestreo (hasta un
cierto limite mas alla del cual ya no ganamos nada), y cuanto mayor sea el
conjunto de valores admitidos en la cuantificacién, méas cercana serd la infor-

macion digitalizada a la informacién analogica original.

3) La codificacion binaria consiste en traducir los valores de las muestras a

un sistema binario, es decir, expresar los valores mediante ceros y unos.

Ejemplo de codificacién binaria

Los valores de las amplitudes que aparecen en la figura 3 van desde el 90 hasta el 230.
Podemos codificar este rango de valores decimales en binario usando 8 bits (puesto que
27 <230 < 28). La tabla siguiente muestra la codificacién en binario de los valores deci-
males de la cuantificacién de la figura 3:

Amplitud Codificacion binaria
90 01011010
100 01100100
140 10001100
150 10010110
170 10101010
190 10111110
210 11010010
220 11011100
230 11100110

De hecho, conviene tener en cuenta que en la cuantificacién sélo se han permitido mal-
tiplos de 10. Asi, en los valores de amplitud podemos despreciar el cero de la derecha y
considerar el rango de valores [9, 23]. Para codificar en binario los nameros dentro de este
rango son suficientes 5 bits (puesto que 2% < 23 < 25):

Amplitud Codificacion binaria
90 01001
100 01010
140 01110
150 01111
170 10001
190 10011
210 10101
220 10110
230 10111

Esta codificacion es mas eficiente, porque utiliza un menor ntimero de bits. Usando esta
codificacién, la informacién que en la figura 3 se expresaba mediante una linea curva
ahora se expresa por la secuencia de c6digos binarios siguiente:

01110
10001
10011

Ventajas
de la digitalizacion

La digitalizacién es la técnica
que se usa, por ejemplo, para
grabar musica en un CD. El soni-
do se muestrea, se codifica en
binario y se graba en el CD ha-
ciendo muescas: un 1 se traduce
en hacer una muesca, un 0 se
traduce en no hacer muesca.

La tecnologia actual permite
hacer el muestreo y la cuantifi-
cacién suficientemente acota-
dos para que la distancia entre
los escalones provocados por
la digitalizacién no sean per-
ceptibles por el oido humano.
Por otro lado, la digitalizacion
evita los ruidos y distorsiones
que se introducen con medios
analdgicos, cosa que permite
que el sonido digital sea de
maés calidad que el analégico.
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01110
01010
01001
01111
10101
10111
10110
10101
10011

Esta secuencia de valores binarios constituye una aproximacién escalonada a la curva
continua de la figura 1.

La digitalizacién permite transformar en nameros cualquier sefial analdgica

de nuestro entorno y conseguir, asi, que se pueda procesar dentro de un com-

putador digital.

3.3. Otras representaciones numeéricas

La seccién 2 esta dedicada a la descripcion de las codificaciones mas usuales
de ntimeros enteros y fraccionarios tanto con signo como sin signo. Alli se han
descrito las codificaciones més utilizadas para representar informacién numé-
rica dentro de los computadores, sin embargo, hay algunas representaciones

mas que conviene conocer y que se describen en los apartados siguientes.

3.3.1. Representacion en exceso a M

El exceso a M es un tipo de representacién de nameros enteros, donde la es-
trategia que se sigue es transformar el conjunto de valores numeéricos enteros
que se quiere representar en un conjunto de niimeros naturales, donde el va-
lor méas negativo esté codificado por el cero. El resto de valores se codifican a

partir del cero en orden ascendente. 0

La figura siguiente muestra graficamente esta estrategia:

+ —— b-a
— b
Ndmeros
naturales
() S —1 0
-a
-t a
Nimeros
— | enteros
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Consideremos el intervalo [-5, +5]. Para desplazar este rango de valores ente-
ros a un conjunto de valores naturales, s6lo tenemos que sumar 5 a cada na-
mero entero del intervalo. De esta forma, los nameros pasan a estar en el
intervalo [0, 10]. Con este desplazamiento, el valor entero -5 da lugar al va-
lor natural O, puesto que -5 — (=5) = -5 +5 = 0; el valor +2 da lugar al valor

natural 7, puesto que +2 — (-5) = +2 +5 = 7; etc.

El intervalo [a , b] de ntimeros enteros se puede desplazar al intervalo de
numeros naturales [0, b — a | restando a a cada entero del intervalo [a , b].

Este tipo de estrategia se denomina representacion en exceso a M, donde
M es el desplazamiento que se aplica al intervalo de enteros que se quiere

codificar.

La representacion en exceso a M de un namero entero X se obtiene
sumando el desplazamiento M al valor numérico X. Por consiguien-
te, encontraremos el valor de un ntmero codificado en exceso a M,
restando M a la codificacion.

A modo de ejemplo, podemos decir que en una representacion en exceso a
10, el namero entero —4 se representa mediante el namero natural 6 (pues-
to que -4 + 10 = 6), y que el O se representa mediante el namero 10 (puesto
que 0 + 10 = 10).

Dado que dentro del computador la informacién se codifica en binario, los
ntmeros naturales empleados en la representacién en exceso a M se codifican
en binario. 0

Representacion en exceso a M
Para representar el valor -61 en exceso a 7'y 4 bits procederemos de la forma siguiente:

1) Sumamos el desplazamiento para encontrar la codificacion en decimal -6(19 + 7(19 = 110
2) Codificamos en binario y 4 bits el nimero obtenido 1(19 = 0001,.

El valor -61( se codifica en exceso a 7 y 4 bits como 0001.

Para saber qué valor representa la cadena de bits 1100 que esté4 codificada en exceso a 7
y 4 bits,procederemos de la forma siguiente:

1) Hacemos un cambio de base para encontrar la codificacion en decimal 1100, = 12(1.
2) Restamos el desplazamiento para encontrar el valor codificado 1219~ 719 = +5(10-

El valor que representa la cadena de bits 1101 codificada en exceso a 7'y 4 bits es el +5o.

El exceso a M es un tipo de representacion de nimeros enteros empleado para

codificar el valor del exponente cuando se trabaja en coma flotante.
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3.3.2. Representacion en coma flotante

A menudo se tienen que representar nadmeros muy grandes (como por ejem-
plo la velocidad de transmisiéon de la luz en el vacio ¢=299792500 m/s) o
bien nameros muy pequefios (como la masa de un electrton m, =
0,00000000000000000000000000000091095 kg), y quizas de forma simul-
tanea. Para evitar el uso de un gran nimero de digitos en la representacion

de estos numeros, se emplea el formato de coma flotante.

Los niumeros en coma flotante toman la forma:

+R-b°

donde + o — indica el signo de la magnitud representada, R es un name-
ro fraccionario que recibe el nombre de mantisa , b es la base de nume-
racion y e es un nimero entero que recibe el nombre de exponente.

La mantisa contiene los digitos significativos de la magnitud y viene precedida
por el signo de esta magnitud. El exponente indica el nimero de posiciones a
la derecha (exponente positivo) o a la izquierda (exponente negativo) que te-
nemos que desplazar la coma fraccionaria de la mantisa para obtener el valor
numerico representado. El namero +32,74(19 102 es equivalente al +3274,
mientras que +32,74 19 107! es equivalente a +3,27410. El valor del exponen-
te indica la posicién relativa de la coma fraccionaria. 0

En el trabajo manual adaptamos dindmicamente el nimero de digitos em-
pleados en la mantisa y el exponente de la representacién en coma flotante.
Podemos utilizar +2,995 - 108 0 +0,02995 - 10 1° segin convenga a nuestras ne-
cesidades. Dentro de los computadores tenemos que ceder esta flexibilidad y
adoptar restricciones que simplifiquen el procesamiento de datos. Por eso, se
asume que la base de numeracion es 2 y que el nimero de bits destinados a la
mantisa y al exponente se fija en la especificaciéon del formato.

Para la representacion en coma flotante dentro de los computadores se
asume que la base de numeracion es 2, y que la definicién del formato
fija el nimero de bits de la mantisa y el namero de bits del exponente.

Por otro lado, la representacion de un valor numérico en coma flotante no es
Unica. Por ejemplo, algunas representaciones en coma flotante del namero
2630010 son: 2,63 (10-10% 0,263 10 -10°, 2631 -10%, 26301 -10', 263001 -10°
026300019 -107L. De nuevo, simplificamos el tratamiento de estos nimeros,
si se restringe esta flexibilidad, fijando el formato de la mantisa. Por ejemplo,
el formato puede determinar que la coma esta a la derecha del primer digito
no nulo. Con esta limitacion, el 26300, tiene una representacion unica que
es 2,63-10%

Coma flotante

La ventaja de la coma flotante
es la capacidad de representar
con pocos digitos nimeros
que en otros formatos necesi-
tan muchos digitos para ser re-
presentados.

Terminologia

La coma flotante también re-
cibe el nombre de notacién
cientifica.

Atencion

A lo largo del texto usaremos
las letras S, ey R para referir-
nos, respectivamente, al signo,
el exponente y la mantisa.

Simbolo +

El simbolo + no suele aparecer
delante del exponente o de la
mantisa cuando son positivos.

Nota

En coma flotante, la represen-
tacion de un valor numérico no
es Unica.

Nota

Fijando la posicién de la coma
de la mantisa se facilita la com-
paracién de nimeros.
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Para evitar la multiplicidad de representaciones de un valor numeérico,
propia de la representacion en coma flotante, en la definicion del for-
mato se fija la posicion de la coma fraccionaria respecto al primer
digito no nulo de la mantisa.

Cuando la mantisa tiene fijada la posicion de la coma fraccionaria, re-

cibe el calificativo de mantisa normalizada.

Las posiciones mas habituales en las que se fija la coma de la mantisa son la

izquierda del primer digito no nulo y, especialmente, la derecha del primer di-
gito no nulo. 0

Los valores numéricos representados en coma flotante con mantisa nor-

malizada y coma a la derecha del primer bit no nulo son de la forma:
+1,X X g X g - 2°

donde x; son digitos binarios (bits), 2 es la base de numeracion en deci-
mal y e es el exponente.

La codificacion en coma flotante tiene que incorporar la informacién de signo
(habitualmente O para los positivos y 1 para los negativos), el valor de la man-
tisa y el del exponente. En cambio, no se guarda la base de numeracién dado
que se asume que siempre es 2. La figura siguiente muestra el orden en el que
usualmente se disponen estos valores:

(v e
:t'llr X3 Xog e Xoppaq Xy I 2

]

‘ 1, X 1 X g X1 Xy ‘

]

En coma flotante, el exponente suele estar restringido a los enteros. Para codi-
ficarlo, lo mas habitual es usar exceso a M, donde M toma frecuentemente los

valores 297! 0 2971 — 1, donde g es el nimero de bits del exponente.

En coma flotante de 8 bits, mantisa normalizada de 4 bits y exponente en ex-
ceso a M, donde M toma el valor 29! y g es el nimero de bits disponibles para
la representacion del exponente, la codificacion del namero —10,11(2-22 es la
que se muestra a la figura siguiente:

Codificamos en
_ exceso a =4
-1,011, - 2°
Signo|“———
'

NoDOnonE

4+3=7-5111,

. -
'

Mantisa

Coma flotante con
mantisa normalizada

En las representaciones en
coma flotante con la coma de
la mantisa fijada a la izquierda
del primer digito no nulo, los
ndmeros son de la forma:

+0,1X_p+ Xy - 2€

El bit de signo

Como norma, el bit de signo
es 0 para nimeros positivos
y 1 para nimeros negativos.

Signo-exponente-mantisa

El orden de precedencia signo-
exponente-mantisa no es el
Gnico posible, pero si el mas
ampliamente utilizado.

Representacion
del exponente

Por el exponente, el mas ex-
tendido es el uso de exceso

a M, pero se podria usar otro
tipo de codificacién, como por
ejemplo Ca2.

Nota

De los 8 bits, 4 son por la man-
tisay 1 por el signo. Restan 3
para el exponente. Si M es
29T M=231=22=-4,

El exponente se codifica en ex-
ceso a 4.
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La tabla siguiente muestra algunos niimeros representados en este formato:

Ndameros S e R
-1,101,:27" 10 1 1 1 1 0 1
1,101,:27 o 0 1 1 1 1 0 1

1,027 0,0 o0 1|1 o0 0 O
-1,10-2" 11 0 1 1 1 0 0

En la tabla precedente, podemos observar que el primer bit de la mantisa (co-
lumna R) siempre es 1, porque se codifican de la forma 1,x_;x_,---. Tienen
una parte fija (1,) y una parte variable (x_;x_, ---). Para optimizar recursos, po-
demos almacenar sélo la parte variable, puesto que la parte fija es conocida y
comun a todos los niimeros. Esto permitird almacenar 1 bit mas para la man-
tisa, aumentando asi su precision, o bien utilizar un bit menos en la represen-
tacion. Las mantisas almacenadas aplicando esta técnica reciben el nombre de

mantisas con bit implicito.

La técnica del bit implicito consiste en almacenar sélo la parte variable
de las mantisas normalizadas y asumir la parte fija como conocida y de-
finida en el formato de la representacion.

El uso del bit implicito permite almacenar mantisas 1 bit mas grandes o reducir

en 1 bit el nmero de bits necesarios para la representacion de la mantisa. 0

Codificacion de un niimero decimal en coma flotante normalizada y binaria

Para codificar el nimero +104 ;o en un formato de coma flotante normalizada de 8 bits,
de los cuales 3 bits se destinan a la mantisa con bit implicito y exponente en exceso a M,

seguiremos el proceso siguiente:

1) Codificar el namero +104;( en base 2.

Si aplicamos el método de cambio de base basado en divisiones sucesivas, obtenemos que

10410 = 1101000,.
2) Normalizar la mantisa de la forma 1,x_yx_»x_3...: 1101000, = 1,101 - 26
3) Identificar el signo, el exponente y la mantisa.

a) El nimero es positivo; por lo tanto, el bit de signo sera 0: § = 0.

b) La mantisa de este namero es 1,101. El formato indica que trabajamos con una mantisa
de 3 bits y bit implicito. Por lo tanto, guardaremos los 3 bits a la derecha de la coma: 101.

c) El exponente toma el valor 6.

4) Codificar en exceso a M el exponente. De los 8 bits del formato, 3 se usan para la
mantisa y 1 para el signo. Restan 4 para el exponente. Por lo tanto, el valor del exceso
es 24 1=23-8.El 610 codificado en exceso a 8 es 6(1g + 8(10 = 14(jo- Si aplicamos otra
vez el método de cambio de base basado en divisiones sucesivas, encontramos que el

1410 en base 2 es el 1110,. Por lo tanto, e = 1110.

5) Unir las codificaciones de signo, exponente y mantisa en la orden de precedencia co-

rrecto (S - e — R) para obtener la representacion final:

S | Exponente Mantisa

0/j1 1 1 0|1 O 1

Cambio de base

Para cambiar a base 2 el 10419
hacemos divisiones sucesivas:

104 = 52-2+0
52 = 26-2+0
26 = 13-2+0
13 = 6-2+1
6= 3-2+0
3= 1-2+1
1= 0-2+1

104(;0 = 1101000,

Cambio de base

Para cambiar a base 2 el 141
hacemos divisiones sucesivas:

14=7-2+0
7=3-2+1
3=1-2+1
1=0-2+1

14(1():1110(2
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Por lo tanto, la codificacion del nimero +104;¢ en el formato binario de coma flotante

. * El subrayado destaca la posicion
especificado es 01110101*. del exponente dentro de una

cadena de bits que codifica un
Descodificacion de un niimero en coma flotante normalizada binaria nimero en coma flotante.

Para hallar el valor decimal del nimero 01010101, que estd en un formato de coma flo-
tante normalizada de 8 bits con 4 bits de mantisa con bit implicito y exponente en exce-
s0, seguiremos el proceso siguiente:

1) Identificar el signo.

Si asumimos que el formato mantiene signo, exponente y mantisa en este orden, el bit
del extremo izquierdo codifica el signo. En el 01010101 el primer bit es O; por lo tanto,
el signo es positivo.

2) Identificar la mantisa.

Dado que la mantisa ocupa las 4 posiciones mas bajas, se trata de los bits 0101. Ahora
bien, el formato indica la existencia de bit implicito. Por lo tanto, la mantisa es en reali-
dad 1,0101(2

3) Identificar el exponente.
El exponente esta determinado por los 3 bits que quedan:

S | Exponente Mantisa

0/1 o0 1/0 1 0 1

M toma el valor 29-1, por lo cual M = 2371 = 22 = 4. Asi, el exponente codificado es
101(2 - 4(10 = 5(10 - 4(10 = 1(10. El exponente e= 1(10.

4) Unir signo, exponente y mantisa.
Signo positivo, mantisa 1,0101, y exponente 1;¢: el nimero representado es el +1,0101 - 21,

5) Hacer un cambio de base con objeto de hallar el valor decimal.
Si aplicamos el TEN, tenemos que:

+1,01015:2" = (1:2°+ 0271 + 122 + 023 + 1274 - 21 = 21 4+ 27221+ 27021 = 42,6254

Por lo tanto, el nimero 01010101, codifica en el formato de coma flotante especificado
el valor decimal +2,6251¢.

Para hallar el valor decimal del nimero 10010001 ,, que esta en un formato de coma flo-
tante normalizada de 8 bits con 5 bits de mantisa con bit implicito y exponente en exce-
so, seguiremos el proceso siguiente:

1) Identificar el signo.

Si asumimos que el formato mantiene signo, exponente y mantisa en este orden, el bit
del extremo izquierdo codifica el signo. En el 10010001 el primer bit es 1; por lo tanto,
el signo es negativo.

2) Identificar la mantisa.

Dado que la mantisa ocupa las 5 posiciones mas bajas, se trata de los bits 10001. El for-
mato indica la existencia de bit implicito. Por lo tanto, la mantisa es, en realidad,
1,10001 5.

3) Identificar el exponente.
El exponente esta determinado por los 2 bits que quedan:

S e Mantisa

10 0/j1 0 0 O 1

M toma el valor 29°1, por 1o cual M = 2271 = 21 = 2. Asi, el exponente codificado es
00(2 = 2(10 = 0(10 = 2(10 = *2(10 . El eXpOnente e= *2(10.

4) Unir signo, exponente y mantisa.
Signo negativo, mantisa 1,10001, y exponente -21o: el numero representado es el

-1,10001 5 - 272,

5) Hacer un cambio de base para encontrar el valor decimal.
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Si aplicamos el TEN, tenemos que:

-1,1000122=~(1-2241-21+0-22+0-23+0.27%+1.27).22%=
= -22+2712%+ 275272 =-0,3828125;9

Por lo tanto, el namero 10010001, codifica en el formato de coma flotante especificado

el valor decimal -0,3828125 1.

3.3.3. Representacion BCD

Una estrategia alternativa para la representacion de ntimeros es la codificacion

directa de los digitos decimales, sin hacer un cambio de base. Como en el caso

de la codificacién de la informacién alfanumérica, tenemos que asignar un co6-

digo binario a cada digito decimal. La tabla siguiente muestra la codificacién

binaria de los digitos decimales en BCD:

Digito decimal

Codificacion binaria

0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

Los cédigos BCD de los digitos decimales son de 4 bits. La figura siguiente

muestra la forma en que podemos representar un niimero decimal si codifica-

mos cada digito individualmente, lo que se denomina representacién BCD:

i—i—c

La representacion BCD (binary coded decimal) consiste en codificar los

numeros decimales digito a digito. Cada digito decimal se sustituye por

4 bits que corresponden a la codificacion en binario del digito decimal.

La codificacion binaria digito a digito de los nameros decimales aprovecha

parcialmente la capacidad de representacion. El cédigo 1100, por ejemplo, no

BCD

BCD son las siglas de binary
coded decimal, es decir, deci-
mal codificado en binario.
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se usa. De las 16 combinaciones posibles que se pueden hacer con 4 bits, s6lo se
usan 10. Por consiguiente, la representaciéon de un namero en BCD necesita
mas bits que en binario.

Este tipo de representacion es habitual en dispositivos de salida para visualizar

datos. g

Que los digitos estén codificados en binario individualmente no cambia el he-
cho de que se trata de niimeros decimales. Las operaciones de suma y resta se
desarrollardn como en el caso de base 10. De hecho, lo tnico que se est4 ha-
ciendo en esta forma de representacion es cambiar el simbolo que utilizamos
para designar un digito decimal por un cédigo binario que tiene la misma fun-
cion. Se puede entender como un cambio de la simbologia para representar los

digitos. 0

Actividades

36. Codificad en BCD el namero 125 .

37. Codificad en BCD el numero 637 ;.

38. Indicad qué namero codifica la representacién BCD siguiente 00010011100.

39. Codificad el numero 42719 en BCD y en binario. Comparad el numero de bits nece-
sario en los dos casos.

40. Hallad el valor decimal que codifican las cadenas de bits siguientes, interpretando
que se trata de nimeros en un formato de coma flotante de 8 bits con mantisa normali-
zada de la forma 1,X y con bit implicito:

a) 11110010, donde la mantisa es de 4 bits.

b) 01010011, donde la mantisa es de 3 bits.

41. Haced las codificaciones siguientes:

a) El nimero -1,335; en coma flotante de 8 bits, mantisa de 3 bits normalizada de la
forma 1,X y con bit implicito empleando una aproximacién por truncamiento.

b) Repetid el apartado anterior, pero con una aproximacién por redondeo.

¢) El nmero 10,0327 en coma flotante de 9 bits, mantisa de 3 bits normalizada de la
forma 1,X y con bit implicito empleando una aproximacién por truncamiento.

42. Determinad si el nimero 2,89 ¢ - 1010 es representable en un formato de coma flo-
tante de 16 bits, con mantisa normalizada de la forma 1,X, bit implicito y 5 bits para el
exponente.

43. Determinad si el nimero -12561¢ - 1072 es representable en un formato de coma flo-
tante de 10 bits, con mantisa normalizada de la forma 1,X, bit implicito y 6 bits para el
exponente.
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Resumen

En este mo6dulo se presenta un andlisis de los sistemas de numeracion posicio-
nales y se exponen las formas de representar valores numéricos que es habitual
utilizar dentro de los computadores. Los puntos principales que se tratan en
este modulo son:

e El TEN y el algoritmo de divisiones sucesivas que permiten cambiar entre

bases diferentes la representacién de un valor numérico.

e La representacion de niimeros naturales mediante representaciones posi-
cionales empleando base 2 (binario), base 16 (hexadecimal) y base 10 (de-

cimal), asi como las operaciones de suma y resta de niimeros naturales.

e Las limitaciones derivadas de los condicionamientos fisicos de los compu-
tadores y las caracteristicas que presentan los diferentes formatos de repre-
sentacién (rango y precision), asi como el fenémeno del desbordamiento

y las técnicas de aproximacion.

e La codificacién de los nimeros enteros empleando las representaciones en
complemento a 2 y signo y magnitud, y las operaciones de suma y resta
en cada una de estas codificaciones.

e La codificacion de nameros fraccionarios con y sin signo en coma fija.

e El empaquetamiento de informacion en hexadecimal y la codificacién
en BCD.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Codificad en complemento a 2 y signo y magnitud el namero -10(; empleando 8 bits.

2. Determinad el valor decimal que codifica la cadena de bits 00100100 en los supuestos si-
guientes:

a) Si se trata de un ntimero codificado en complemento a 2.

b) Si se trata de un ntmero codificado en signo y magnitud.

3. Sumad en binario los nimeros 111010101100, y 11100010010(,. Analizad el resultado
obtenido.

4. Codificad en un formato de coma fija de 8 bits donde 3 son fraccionarios y en signo y mag-
nitud, el ntmero +12,346(1. Emplead una aproximacion por truncamiento en caso de que
sea necesario.

5. Codificad en un formato de 8 bits y complemento a 2 el nimero —45;.

6. Determinad el nimero minimo de bits enteros y fraccionarios necesarios en coma fija y
signo y magnitud para codificar el namero -35,25;¢.

7. Codificad los nimeros +12,25(19 y €l +32,5(19 en un formato de coma fija y signo y mag-
nitud de 9 bits donde 2 son fraccionarios y sumadlos.

8. Codificad en la representacion BCD el namero 178;¢.

9. Codificad en un formato de coma flotante de 8 bits con mantisa de 3 bits normalizada de
la forma 1,X con bit implicito, y exponente en exceso a M con M = 29-! (donde g es el ni-
mero de bits del exponente), el namero +12,346(;o. Emplead una aproximacion por trunca-
miento en caso de que sea necesario.

10. Determinad el valor decimal que representa el c6digo 37816, sabiendo que se trata de un
namero en coma flotante de 12 bits con mantisa de 4 bits normalizada de la forma 1,X y bit
implicito, exponente en exceso a M con M = 29-! (donde g es el niimero de bits del exponen-
te) y empaquetado en hexadecimal.
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Solucionario

Actividades
1. Convertid a base 10 los valores siguientes:

) 10011101, =1-27+0-26+0-2%+1-24+1-23+1.22+0-21+1.20=
=128+16+8+4+1=1573¢

b)3AD(16=3-16>+A-16'+D-16°=3-16%+ 10 16! + 13- 16° = 9414
Correspondencia del digito A en base 10 Digito D en base 10

€)3334=3-4°+3-41+3.49=48+12+3=639

d)3335=3-82+3-81+3.89=192+24+3=219

€) B2316 =B-16'+2-16%+3-161=11-161+2-162+3 - 167! =
=176 +2+0,1875 = 178,1875 1

f) 32455=3-8%+2-82+4-81+5.80=1536+128 +32+5=1701 (30

8 AC3Cs =A-163+C-16%2+3-16'+C-16°=10-16>+12-16*+3 - 16" +12- 16" =

=40960 + 3072 + 48 + 12 = 440921

h)1010,11g =1-8%+0-82+1-8'+0-8°+1.871+1.872=
=512 +8+0,125 + 0,015625 = 520,1406251¢

i) 110011,11(4=1-4+1-4*+0-43+0-4%+1-41+1.4%+1.471+1.472=
=1024 +256 + 4 +1+0,25 +0,0625 = 1285,3125 19

j) 10011001,1101p =1-27+0-26+0-25+1-2*+1.2%+0.22+0-21 +
+1-2941.27141.2240-23+1.27%=
=128 +16+8 +1+0,5+0,25 +0,0625 = 153,8125

K) 1110100,01101, =1-26+1-25+1-2%+0-2%+1-224+0.21+0-204+0.271+1.22+

+1-234+0-2%+1.2°=
=64+32+16+4+0,25+0,125 +0,03125 = 116,406251¢

2. Convertid a base 2 los valores siguientes:

a) 425(10

Dividimos 425 por 2 sucesivamente, y registramos los restos de las divisiones enteras. Estos

restos son los digitos binarios:
425
212
106
53
26
13

- O = O = O ©O =

Por lo tanto: 4251 = 110101001,

b) 344(10
344
172

N
w
o - O = = 0O O ©

Por lo tanto: 344(;o = 101011000,
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C) 31,125(10

e Parte fraccionaria

0,125-2 = 025 = | 0
025-2 = 050 = 0
050-2 = 1,00 = |1

Por lo tanto, si 0,125 (10 = 0,001(2 i 31(10 = 11111(2, entonces 31,125(10 = 11111,001(2

d) 4365, 14(10

e Parte fraccionaria

014-2 = 028 = |0
028-2 = 0,56 = |0
056-2 = 1,12 = |1
012-2 = 024 = |0
024-2 = 048 = |0
048.2 = 0,96 = |0
096-2 = 1,92 = |1
092-2 = 1,84 = |1
084.-2 = 1,68 = |1
068-2 = 1,36 = |1
036-2 = 0,72 = |0
072-2 = 1,44 = |1

Por lo tanto, si 0,14 (19 = 0,001000111101...(5 i 4365(19 = 1000100001101 5, entonces

+0,25
+0,50
+ 0,00

+0,28
+0,56
+0,12
+0,24
+0,48
+0,96
+0,92
+0,84
+0,68
+0,36
+0,72
+ 0,44

¢ Parte entera

_ m a .

e Parte entera

4365
2182
1091
545
272
136
68
34

1

- N h» 00 N

O 0O O 0000 —=—= 0 —

4365,14(19 = 436510 + 0,141 = 1000100001101, + 0,001000111101....; =
=1000100001101,001000111101...(,

3. Convertid a hexadecimal los nimeros siguientes:

a) 111010011,1110100111,

Base 2 0001 1101 0011, 1110 1001 1100
Base 16 1 D 3, E 9 C
Por lo tanto: 111010011,1110100111, = 1D3,E9C 14
b) 0,1101101,
Base 2 0, 1101 1010
Base 16 0, D A

Por lo tanto: 0,1101 101(2 = 0,DA(16

C) 45367(10

Dividiremos el valor numérico 45367 por 16 sucesivamente, y registraremos los restos de las
divisiones enteras realizadas. Estos restos constituyen los digitos hexadecimales:

Por lo tanto: 4536719 = B137(1¢

45367
2835
177
11

7
3
1
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d) 111011,1010010101,

Base 2

0011

1011,

1010

0101

0100

Base 16

B,

Por lo tanto: 111011, 1010010101 (» = 3B,AS54 ;4

4. Convertid los nimeros hexadecimales siguientes a base 2, base 4 y base 8:

Podemos aprovechar la propiedad 16 = 2% y 16 = 42 para tratar el paso de base 16 a base
2y a base 4 digito a digito. Esto es, cada digito hexadecimal se transformara en un conjunto
de cuatro digitos binarios, mientras que cada digito hexadecimal se puede transformar en dos

digitos en base 4.

El paso a base 8 no se puede hacer directamente desde base 16, dado que 16 no es poten-
cia de 8. Aprovecharemos la base 2 como base intermedia. 8 es potencia de 2 (8 = 23) y, por lo
tanto, tenemos una correspondencia directa: cada agrupacion de tres digitos binarios se co-

rresponderd con un digito octal.

a) ABCD(16

Base 16 A B C D
Base 2 1010 1011 1100 1101
Base 4 22 23 30 31
Base 2 001 010 101 111 001 101
Base 8 1 2 5 7 1 5

Por lo tanto: ABCD (4 =1010101111001101, = 222330314 = 125715

b) 45,4516

Base 16 4 5, 4 5
Base 2 0100 | 0101, 0100 0101
Base 4 10 11, 10 11
Base 2 001 000 | 101, 010 001 010
Base 8 1 0 5, 2 1 2

Por lo tanto: 45,4536 = 1000101,01000101, = 1011,1011 4 = 105,212

€) 96FF,FF (16

Base 16 9 6 F F, F F
Base 2 1001 0110 1111 1111, 1111 1111
Base 4 21 12 33 33, 33 33
Base 2 001 001 011 011 111 111, 111 111 110
Base 8 1 1 3 3 7 7, 7 7 6

Por lo tanto: 96FF,FF(;5=1001011011111111,11111111, =21123333,3333(4, = 113377,7763

5. Rellenad la tabla siguiente:

Como se puede ver, el valor numérico que en base 10 se representa por 74,3, con una repre-
sentacion en base 2, 8 y 16 tiene un namero infinito de digitos fraccionarios. En todos estos

casos obtenemos una parte fraccionaria periddica.

Binario

Octal

Hexadecimal

Decimal

1101100,110

154,6

6C,C

108,75
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Binario Octal Hexadecimal Decimal
11110010,010011 362,23 F2,4C 242,296875
10100001,00000011 241,006 A1,03 161,01171875
1001010,0100110011... 112,2314631463... 4A,4CCCCC... 74,3

6. Empaquetad en hexadecimal la cadena de bits 10110001.

Para empaquetar s6lo hay que agrupar los bits de 4 en 4 y hacer el cambio de base a hexade-
cimal. En este caso tenemos los grupos 1011 | 0001:

10112 = Bas
00012 =106

Ahora, agrupamos todos estos digitos en una tnica cadena y obtenemos 10110001 — B1h.

7. Empaquetad en hexadecimal el numero 0100000111,111010,, que esta en un formato de
coma fija de 16 bits, de los cuales 6 son fraccionarios.

Se agrupan los bits de 4 en 4: 0100 1 0001 | 1111 | 1010 y se hace el cambio de base de cada
grupo:

01002 = 4a6

00012 = 1as6

11112 =Fae

10102 = Aqas

Por lo tanto, la cadena 0100000111111010 se empaqueta en hexadecimal por 41FAh.

Observad que no hemos hecho un cambio de base del ntimero fraccionario representado por la
cadena de bits original, sino que hemos empaquetado los bits sin tener en cuenta su sentido.

8. Desempaquetad la cadena de bits A83h.

Obtenemos la codificacion binaria de cada digito:

Aas=1010¢
816 = 10002
316=0011¢

Teniendo en cuenta esta correspondencia, A83h codifica la cadena de bits 101010000011.
a) Encontrad el valor decimal si se trata de un ntmero natural.

Interpretado asi, se trata del nimero binario 101010000011 ,. Encontraremos el valor deci-
mal aplicando el TFN:

101010000011 = 211 + 29 + 27 + 21+ 20=2048 + 512 + 128 + 2 + 1 = 2691 0.

b) Encontrad el valor decimal si se trata de un nimero en coma fija sin signo de 12 bits, don-
de 4 son fraccionarios.

Con esta interpretacion, se trata del namero binario 10101000,0011,. Encontraremos el va-
lor decimal aplicando el TFN:

10101000,0011 =27 + 25 + 23 + 273+ 274= 128 + 32 + 8 + 0,125 + 0,06125 = 168,1865(10.
9. Consideremos el namero 1010,101,.
a) Haced el cambio a base 16.

Para hacer el cambio a base 16 tenemos que hacer agrupaciones de 4 bits a partir de la coma
fraccionaria:

Base 2 1010, 1010

Base 16 A, A

Por lo tanto, el nimero 1010,101, en hexadecimal es A,A (16.
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b) Haced el empaquetamiento hexadecimal.

Para hacer el empaquetamiento, no tenemos que tener en cuenta la posiciéon de la coma frac-
cionaria:

Por lo tanto, el nimero 1010,101, se empaqueta en hexadecimal como 55h.

10. Calculad las operaciones siguientes en la base especificada:

11. Calculad las operaciones siguientes en la base especificada:
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C d.
6 2, 4 8 (6 1 1 1 1T 0 1 1T 0 1, 1T 0 1 1 @
101 1 101 1 1
= 3 5 D F (s = 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 @
2 .C 6 9 (6 0o 1 0 1 1 1 0 0 o T 111

12. Calculad las multiplicaciones siguientes:

La multiplicacién de un namero por b¥, donde b es la base de numeracion, equivale a des-
plazar la coma fraccionaria k posiciones a la derecha.

a) 128,7(10 . 104 = 128,7(10 N 10000(10 = 1287000(10
b) AFD(j6 - 162 = AFD 3 - 1006 = AFDOO, ;4
©) 1101,01, - 22 = 1101,01(, - 100, = 110101,

13. Calculad el cociente y el resto de las divisiones enteras siguientes:

La division de un namero por b X donde b es la base de numeracién, equivale a desplazar la
coma fraccionaria k posiciones a la izquierda.

a) 5297819 / 103 = 5297819 / 100019 = 52,9781

El cociente de la division entera es 52;¢. El resto es 978 1q.

b) 345616 / 16 = 345615 / 10016 = 34,56(16.

El cociente de la division entera es 34(;¢. El resto es 56(16.

¢) 100101001001, / 28 = 100101001001, / 100000000, = 1001,01001001,
El cociente de la division entera es 1001,. El resto es 01001001 ;.

14. Determinad el rango y la precisién de los formatos de coma fija sin signo x;xg,x_1x_px_3
Y, XoX1X0,X_1X_p donde x; es un digito decimal.

Dado que la base de numeracién es 10, el rango de la representaciéon del formato x1xg,x_1X_yX_3
es [0,99,9991¢l- La precision de este formato es 0,001 porque esta es la distancia entre dos nt-
meros consecutivos representables en este formato, como por ejemplo el 12,121 1oy el 12,122,

De forma similar, el rango de representacion del formato xxxo,x_1x_5 €s [0, 999,991¢], y su
precision es 0,014, la distancia entre dos nimeros consecutivos representables en el forma-
to, como por ejemplo el 45,7719 y el 45,781¢.

15. Determinad si el nimero 925,4 se puede representar en los formatos indicados en la ac-
tividad 14.

El namero 925,410 no se puede representar en el formato x;xp,x_1X_pX_3, puesto que este na-
mero esta fuera del rango de representacion. En cambio, se puede representar en el formato
XpX1X0,X_1X_p, dado que se encuentra dentro del rango [0, 999,99 ;0] Ademas, se puede repre-
sentar de manera exacta, porque en el formato hay disponibles digitos fraccionarios suficientes.

16. Representad en el formato de coma fija y sin signo x;xg,x_1x_,, donde x; es un digito de-
cimal, los nameros siguientes:

Para escribir estos nameros en el formato indicado hay que escribirlos con dos digitos enteros
y dos digitos fraccionarios:

a) 10(19 se escribe 10,00
b) 10,02(10 se escribe 10,02
) 03,110 se escribe 03,10
d) 03,29 se escribe 03,20

17. Determinad la cantidad de nimeros que se pueden representar en el formato
XpX1X0,X_1X_2X_3, donde x; es un digito decimal.
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La maxima cantidad de niimeros que se pueden representar en un formato es b¥, donde k es el
namero de digitos disponibles en el formato y b la base de numeracion. Dado que se trata de un
formato decimal, cada digito puede tomar 10 valores diferentes (0 - 9), y como el formato dispo-
ne de 6 digitos para la representacién, podemos representar un total de 10° ntimeros. Fijémonos
que la cantidad de ntimeros que se pueden representar no depende de la posicion de la coma.

18. Calculad el error de representacién que se comete cuando representamos en el formato
XpX1X0,X_1X_p, donde x; es un digito decimal, los nameros siguientes:

a) 223,45(10
El namero 223,45y esta directamente representado en el formato x,x;xg,x_1x_p. Por lo tan-
to, se trata de un namero representable y el error cometido es cero.

b) 45,8919
El ntimero 45,891, es representable directamente en el formato x,x;xp,x_1x_,. La represen-
tacion es 045,891 y es exacta. Por lo tanto, el error de representacion es cero.

C) 55,6356(10

El namero 55,6356(;9 no se puede representar directamente en el formato x;x;xg,X_1X_,
dado que tiene 4 digitos fraccionarios. Tendremos que hacer una aproximacién, lo que com-
porta un cierto error de aproximacion.

Con una aproximacion por truncamiento, la representacion serd 55,635 1. El error de repre-
sentacién que se comete es | 55,6356(10 - 55,635(10| = 0,0006(1¢.

Para encontrar la representacién una aproximacién por redondeo, tenemos que sumar la mitad
de la precision y truncar el resultado a 3 digitos fraccionarios: 55,63561 + 0,001(19=55,636619
que con el truncamiento a 3 digitos fraccionarios queda 55,636 0. El error de representacion co-
metido es, en este caso, | 55,6356(19 — 55,636(19 | = 0,0004 ;0.

d) 23,5619
El ntimero 23,56y, es representable directamente en el formato x,x;xg,x_1x_,. La represen-
tacion es 023,561 y es exacta. Por lo tanto, el error de representacion es cero.

19. Escoged el formato hexadecimal que use el minimo namero de digitos y que permita re-
presentar el numero 16,25;¢ de manera exacta. ;Cual es el rango y la precision del formato?

Para representar este namero en hexadecimal, primero lo pasaremos a binario. La represen-
tacion binaria de 16,2519 es 10000,01 ;.

Para la representacion hexadecimal de este namero hay que afiadir ceros a los extremos hasta
disponer de grupos de 4 bits completos a ambos lados de la coma decimal. Entonces tenemos:

00010000,0100; = 10,4(¢.

¢ Elrango de esta representacion es:[0 (00,0(16 ), 255,9375(19 (FF,Fq6)]-
e Su precisi(’)n es: 0,0625(10 = 0011(16 - 00/0(16'

20. ;Cual es el nimero més pequefio que hay que sumar a 83411 para que se produzca des-
bordamiento en una representacion decimal (base 10) de cuatro digitos?

Para que en una representacion decimal de 4 digitos sin signo se produzca desbordamiento,
tenemos que sobrepasar el nimero 9999 ;; por lo tanto, tendremos desbordamiento cuando
la suma de dos nameros sea 10000(;o. Entonces, el nimero mds pequefio que tenemos que
sumar a 8341(10 es 10000(10 - 8341(10 = 1659(10

21. Convertid los valores decimales siguientes a binarios en los sistemas de representacion
de signo y magnitud y complemento a 2, con un formato entero de 8 bits:

Pasamos los valores numéricos a binario:

a) 53 b) -25 ) 93
53 | 1 25 | 1 93 | 1
26 | 0 1210 46 | 0
13 |1 60 23 |1
6 |0 31 1 |1
3 1 1 501
1 20

1

+53(10 =+1 10101(2 —25(10 =-1 1001(2 +93(10 = +1011101(2
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d)-1 €) -127 f) —64
111 127 | 1 64 | 0
0 63 | 1 320
31 | 1 16 | 0
15 | 1 8|0
701 4.0
301 2|0
1 1
“1ao=-1¢ ~127(39=-1111111;, ~64(10 =—~1000000,

Para obtener la representaciéon en signo y magnitud, tan s6lo tenemos que poner el bit de
signo y afladir la magnitud expresada en 7 bits:

Base 10 Base 2 Signo y magnitud
+53(10 +110107, 00110107 (spp
-25(10 -11001, 10011001 (spm12
+9310 +1011101, 01011107 (sm2
~Tao -1 100000071 (sp17
-12710 -1111111, LRRR R AR R PEIVP)
—64(19 -1000000., 110000005012

La representacion en Ca2 de las magnitudes positivas coincide con la representacion en sig-

no y magnitud. La representaciéon en Ca2 de las magnitudes negativas se puede obtener de

varias maneras:

e Se puede hacer la operacion 28 — |X| en base 10, y pasar posteriormente el resultado a
binario.

e Podemos hacer la operaciéon 28 _ |X| directamente en base 2.

e Se aplica un cambio de signo a la magnitud positiva en Ca2.

a) E1 +5319 = +110101; se representa por 00110101,z en Ca2.
b) Podemos obtener la representacion en Ca2 del -25(;¢ de la manera siguiente:

. 28 -25= 256(10 - 25(10 = 231(10 = 11100111(Ca2/ o bien,

e 28_25- 100000000, — 11001, = 11100111y, 0 bien,

® +25(19=+11001(, — Representacion de la magnitud positiva — 00011001 c,, —
— Cambio de signo — 11100111,

) E1 49319 = +1011101; se representa por 01011101 c,, en Ca2.
d) Obtenemos la representacion en Ca2 del —1y:

o 28 -1= 256(10 - 1(10 = 255(10 = 11111111((132' o bien,

L4 28 -1= 100000000(2 - 1(2 = 11111111(Ca2' (6] bien,

® +1(10=+12 — Representacion de la magnitud positiva — 00000001 ¢, —
— Cambio de signo — 11111111 c,p

e) La representacion en Ca2 del —127;, se puede obtener:

L4 28 -127 = 256(10 - 127(10 = 129(10 = 10000001(Ca2r [¢] bien,

28 _127-= 1000000003 ~ 1111111, = 10000001 (c,», 0 bien,

+127(10=+1111111, — Representacion de la magnitud positiva — 01111111 ca2 >
— Cambio de signo — 10000001,

f) La representacion en Ca2 del -64;( se obtiene:

28 -64= 256(10 - 64(10 = 192(10 = 11000000(C32/ o bien,

28 _64= 100000000, — 1000000, = 11000000(c,2, 0 bien,

+64(19 = +1000000,  — Representacion de la magnitud positiva — 01000000,z —
— Cambio de signo — 11000000(c,»
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Decimal Binario Complemento a 2 Signo y magnitud
+33(10 +110101; 00110107 52 0011010151,
-2510 -11001, 11100111 a2 10011001 (sp12
+93(10 +1011101, 01011107 a2 01011101 (52

-Tao -1 LARRR R R PSS 10000001 (sp12
-12710 11111117, 10000001 ¢, 111111 (sm2
—64(10 -1000000, 11000000¢,, 11000000 5p2

22. Si tenemos los nimeros binarios 00110110, 11011010, 01110110, 11111111y 11100100,
;cudles son los equivalentes decimales considerando que son valores binarios representados
en signo y magnitud?

Si consideramos que son valores en signo y magnitud, tenemos:

001101 1O(SM2 = +54(10
1101101051 = ~9010
01110110(5M2 =+1 18(10
11111111, = ~127(59
111001005 = 10030

23. Repetid el ejercicio anterior considerando que las cadenas de bits son nimeros en comple-
mento a 2.

Si consideramos que son valores en complemento a 2:

001101 IO(CaZ = +54(10

1101101057 = ~27+ 9010 = 3810
OlllOllO(CaZ = +118(10
11111111 gy = 27 + 12730 = -1 (10
11100100cy7 = —27 + 10010 = ~2810

24. Si tenemos las cadenas de bits siguientes A =1100100111, B=1000011101y C=0101011011,
haced las operaciones que proponemos a continuacién considerando que son nimeros bi-
narios en formato de signo y magnitud: A+B,A-B,A+C,A-C,B-C,B+C.

Para hacer las operaciones de suma y resta en signo y magnitud, tenemos que tener en cuenta
el signo de las magnitudes, y actuar consecuentemente. Para lograr mas claridad, junto a la
operacién en binario se ha hecho el equivalente en base 10. Los valores A, By C en base 10
corresponden a:

A=1100100111 = -2951¢
B =1000011101 = ~29 5
C=0101011011 = +34739

e SumaA+B

A es negativo y B también. Por lo tanto, haremos la suma de las magnitudes (sin signo) y si
no hay desbordamiento afladiremos un 1 como bit de signo al resultado obtenido, para ob-
tener el resultado en la representacion en signo y magnitud:

Suma A+ B
1 1 1 1 1 1 1 1
100 1 00 1 1 1 @u 2 95 qao
+ 0 0 0 0 1 1 1 0 1 (SM2 + 2 9 10
1.0 1 00 0 1 0 0 @u SN S

A+ B=1101000100., =-324(19
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e RestaA-B

A es negativo y B también. Por lo tanto, restaremos la magnitud pequefia (B) de la magnitud
grande (A) y aplicaremos el signo de la magnitud grande (A) al resultado (no se puede producir
desbordamiento):

e SumaA+C

A es negativo y C es positivo. Por lo tanto, restaremos la magnitud pequefia (A) de la magnitud
grande (C) y aplicaremos el signo de la magnitud grande (C) al resultado (no se puede producir
desbordamiento):

e RestaA-C

A es negativo y C es positivo. Por lo tanto, haremos la suma de las magnitudes (sin signo) y,
si no hay desbordamiento, afladiremos un 1 como bit de signo al resultado obtenido, para ob-
tener el resultado en la representacién en signo y magnitud:
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e RestaB-C

B es negativo y C es positivo. Por lo tanto, haremos la suma de las magnitudes (sin signo) y,
si no hay desbordamiento, afiadiremos un 1 como bit de signo al resultado obtenido, para
obtener el resultado en la representacion en signo y magnitud:

e SumaB+C

B es negativo y C es positivo. Por lo tanto, restaremos la magnitud pequefia (B) de la magni-
tud grande (C) y aplicaremos el signo de la magnitud mds grande (C) al resultado (no se pue-
de producir desbordamiento):

25. Repetid la actividad anterior considerando que las cadenas representan nimeros en com-
plemento a 2.

Para hacer las operaciones de suma en Ca2, operaremos directamente sobre las representaciones.
El resultado serd correcto siempre que no se produzca desbordamiento. Para hacer las operacio-
nes de resta, aplicaremos un cambio de signo al sustraendo y haremos una operacion de suma:

A=1100100111 = -2173¢
B=1000011101 = 4833,
C=0101011011 = +3473¢

e SumaA+B
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Se produce desbordamiento, dado que al sumar dos nimeros negativos obtenemos uno positivo.
El resultado no cabe en el formato de salida. Recordemos que el rango de representacion de en-
teros con 10 bits con el formato de complemento a 2 es [-210-1, 210-1 _ 1] = [-512, 511]

e RestaA-B

Aplicaremos un cambio de signo a B y haremos una operaciéon de suma:

Al aplicar un cambio de signo al 1000011101 obtenemos el 0111100011, que sera el valor
que utilizaremos en la suma:

e SumaA+C

A es negativo y C es positivo. No se puede producir desbordamiento:

e RestaA-C

Aplicaremos un cambio de signo a C y haremos una operacién de suma:
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Al aplicar un cambio de signo al 0101011011 obtenemos el 1010100101, que sera el valor
que utilizaremos en la suma:

Se produce desbordamiento, dado que al sumar dos ntimeros negativos, obtenemos uno positi-
vo. El resultado no cabe en el formato de salida. Recordemos que el rango de representacion de
enteros con 10 bits con el formato de complemento a 2 es [—210‘1, 210-1_ 1] =[-512, 511].

e RestaB-C

Aplicaremos un cambio de signo a C y haremos una operacién de suma. Al aplicar un cambio
de signo al 0101011011 obtenemos el 1010100101, que sera el valor que utilizaremos en la
suma:

Se produce desbordamiento, dado que al sumar dos ntimeros negativos, obtenemos uno po-
sitivo. El resultado no cabe en el formato de salida.

e SumaB+C

B es negativo y C es positivo. No se puede producir desbordamiento:
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26. Si tenemos la cadena de bits 10110101, haced las conversiones siguientes:

a) Considerando que representa un nimero en Ca2, representad el mismo namero en signo
y magnitud y 16 bits:

Sila cadena de bits 10110101 representa un nimero en Ca2, se trata de un niimero negativo,

puesto que el primer bit es 1. Podemos hacer un cambio de signo para obtener la magnitud
positiva:

10110 1 0 1 « Valor numérico inicial

+ 1 <« Sumamos 1 al bit menos significativo del formato

I
|
|
| 01001 0 1 O « Complemento bit a bit de la expresién inicial
|
|
lo1001 0 1 1

I

Para codificar el valor inicial en signo y magnitud, s6lo tenemos que cambiar el bit de signo
del valor conseguido con el cambio de signo. Por lo tanto, la codificacién en signo y magni-
tud del valor 10110101 que estd en Ca2 es 11001011 gpso.

La codificacién en 16 bits la podemos obtener haciendo la extension del formato, que en este
caso se consigue afiadiendo los ceros necesarios a la derecha del signo:

1100101152 = 1000000001001011 (5012

b) Considerando que representa un namero en signo y magnitud, representad el mismo nua-
mero en Ca2y 16 bits:

Si se trata de un ntimero codificado en signo y magnitud, es un ntimero negativo, puesto que
el primer digito corresponde al signo y es 1. El resto de digitos codifican la magnitud en bi-
nario. Podemos obtener la magnitud positiva cambiando el bit de signo: 00110101 ,.

La representacion de los valores positivos coincide en Ca2 y en signo y magnitud. Por lo tan-

to, podemos interpretar que tenemos la magnitud positiva en Ca2 y que podemos conseguir
la magnitud negativa en Ca2 aplicando un cambio de signo:

00110 1 0 1 <« Valornumérico inicial

11001 0 1 0 « Complemento bita bit de la expresion inicial

1 <« Sumamos 1 al bit menos significativo del formato

11001 0 1 1

Por lo tanto, la codificacion en Ca2 del valor 101101015y que estd en signo y magnitud es
11001011 ca2-

La codificacién en 16 bits la podemos obtener haciendo la extension del formato, que en este
caso se consigue copiando el bit de signo a la izquierda de la codificacién tantas veces como
sea necesario:

11001011y = 1111111111001011 52
27. Determinad qué valor decimal codifica la cadena de bits 1010010 en los supuestos siguientes:
a) Si se trata de un nimero en coma fija sin signo de 7 bits donde 4 son fraccionarios.

Con este formato, el nimero binario que representa esta tira de bits es 101,0010(, y, al aplicar
el TFN, se obtiene el niimero decimal que representa:

101,0010, =1-22+0-2'+1.2°40-21+0-22+1.23+0.27*
=22420423
=4+1+0,125
=5,1259
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b) Si se trata de un niimero en coma fija sin signo de 7 bits donde 1 es fraccionario.

En este caso, el nimero binario que representa esta tira de bits es 101001,0, y, al aplicar el
TFN, se obtiene el namero decimal que representa:

1010010, =1-25+0-2%+1-2%+0-22+0-2'+1-204+0.271
=25+23420
=32+8+1
=41(10

28. Codificad los numeros +12,851, +0,757812519 y -11,025(;¢ en una representacion frac-
cionaria binaria en signo y magnitud de 8 bits donde 3 son fraccionarios. Usad una aproxi-
macién por redondeo en caso de que sea necesario.

Codificamos el ntimero +12,851¢ en el formato especificado. Como se trata de un nimero
positivo, el bit de signo es 0. En cuanto a la magnitud 12,8519, primero pasamos a binario
la parte entera y, posteriormente, la parte fraccionaria. Para la parte entera usamos el algorit-
mo de divisiones sucesivas por la base de llegada (2):

12 =

I
S = W
NN NN
+ 4+ + +
==

6
3 =
1 =

Asi pues, 12(19 = 1100,. En cuanto a la parte fraccionaria, hacemos multiplicaciones sucesi-
vas por la base de llegada (2):

085-2 = 1,70 = 1+0,70
070-2 = 1,40 = 1+0,40
040-2 = 080 = 0+0,80
080-2 = 1,60 = 1+0,60
060-2 = 120 = 1+0,20

Como el formato especificado sélo tiene 3 bits para la parte fraccionaria, ya tenemos maés bits
de los necesarios y podemos parar el proceso aqui. Por lo tanto, 0,85(;9 = 0,11011...(,. Para
aproximar el valor con 3 bits y redondeo, procedemos como sigue:

0,11011(3 + 0,0001, = 0,11101(, — truncamos 3 bits — 0,111,

A continuacion, juntamos las partes entera y fraccionaria y obtenemos: 12,8519 = 1100,111 5.
Finalmente, para obtener la representacion en el formato indicado, hay que afiadir el bit de
signo, de forma que la tira de bits que representa este nimero en el formato dado es:
01100,111(,. Hay que recordar que la tira de bits que se almacenaria en un computador no
contiene la coma ni la especificacion de la base: 01100111.

En los otros dos casos, procedemos de manera totalmente analoga:
+0,7578125(102
e El bit de signo es 0, porque el niimero es positivo.

¢ Laparte entera es 0o = 0. Como tenemos 4 bits para la parte entera, escribiremos 0000,.
¢ En cuanto a la parte fraccionaria:

0,7578125- 2 = 1,515625 = 1+0,515625
0,515625 - 2 = 1,03125 = 1+0,03125
0,03125 -2 = 00625 = 0+0,0625
0,0625 2 = 0,125 = 0+0,125
0,1250 2 = 025 = 0+0,25

Asi, 0,7578 125(10 = 0,11000...(2 que, redondeando con 3 bits:
0,11000(2 + 0,0001(2 = 0,11010(2 — truncamos 3 bits — 0,110(2

Finalmente, se juntan todas las partes y obtenemos 0,7578125 ;9 = 00000,110,. Por lo tanto,
la tira de bits que se almacenaria en un computador es 00000110.

-1 1,025(101

¢ El bit de signo es 1 porque el namero es negativo.
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¢ La parte entera es 11(;¢:

1

— N =
1
O =N W
NN NN
+ + + +
—_ O =

Es decirll(lo = 1011(2

e En cuanto a la parte fraccionaria:

0,025-2 = 005 = 0+0,05
005 -2 = 01 = 0+0,1
01 -2 = 02 = 0+02
02 -2 = 04 = 0+04
04 -2 = 08 = 0+08

Asi, 0,025 0 = 0,00000... » que, redondeando con 3 bits:
0,00000 (5 + 0,0001(2 = 0,00010(2 — truncamos 3 bits — 0,000,

Finalmente, se juntan todas las partes y obtenemos 11,0259 = 11011,000(,. Por lo tanto,
la tira de bits que se almacenaria en un computador es 11011000.

29. Si tenemos una representacion en coma fija en signo y magnitud binaria de 8 bits, donde
3 bits son fraccionarios, determinad los nameros codificados por las cadenas de bits
01001111, 11001111, 01010100, 00000000 y 10000000.

Para obtener la representacion decimal de estas cadenas de bits, s6lo hay que aplicar el TFN
considerando que los tres altimos bits constituyen la parte fraccionaria y que el primer bit
representa el signo:

01001111 — +1001,111,

+1001,111, =1-23+0-22+0-2'+1.20+1-271+1.22+1.273
=234+204 27142724273
=8+1+0,5+0,25+0,125
:+9,875(10
11001111 —-1001,111,
-1001,111, -(1-22+0-2240-2141-2041.2141.224+1.29)
=-23+20+21422423)
-(8+1+0,5+0,25+0,125)
=-9,875(10

01010100 — +1010,100,

+1010,100, =122+0-22+1-2'+0-2°+1.21+0.22+0.23
=23+214+ 271
=8+2+0,5
=+10,5(10

00000000 — +0000,000,

+0000,000, =0-22+0-22+0-2'+0-2°+0-271+0.22+0.273
=+0(10

10000000 — -0000,000,

-0000,000p =-(0-22+0-22+0-2'+0-2°+0-271+0-22+0-279)

=-010
30. Si las cadenas de bits 00101010, 11010010 y 10100010 representan nimeros en coma fija
sin signo de 8 bits, donde 3 son fraccionarios, representadlos en un formato de coma fija sin
signo de 12 bits donde 4 son fraccionarios.

Para extender el rango de estas tiras de bits hay que afladir ceros tanto a la izquierda como a
la derecha de la magnitud, dado que se trata de magnitudes sin signo.
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La representacion original tiene 5 bits para la parte entera y la representacion de llegada tiene 8.
Por lo tanto, hay que afiadir 8 - 5 = 3 bits a la izquierda de la magnitud. Del mismo modo,
la representacion original tiene 3 bits para la parte fraccionaria, mientras que la representa-
cién de llegada tiene 4. Asi pues, hay que afiadir 4 — 3 = 1 bits a la derecha de la magnitud:
00101010 — 00101,010 — 00000101,0100 — 000001010100

11010010 — 11010,010 — 00011010,0100 — 000110100100

10100010 — 10100,010 — 00010100,0100 — 000101000100

31. Repetid la actividad anterior considerando que se trata de nimeros en signo y magnitud.
En este caso, hay que considerar que el primer bit representa el signo. La extensién de la parte
entera implica replicar el bit de signo e insertar tantos ceros como se convenga. En este caso
pasamos de 4 a 7 bits para la parte entera, por lo tanto, habrd que afladir 7 - 4 = 3 bits a la
izquierda de la parte entera. En cuanto a la parte fraccionaria, la situacién es idéntica al ejer-
cicio anterior. Asi pues, habré que afiadir 4 - 3 = 1 bit a la derecha de la magnitud:
00101010 — +0101,010 — +0000101,0100 — 000001010100

11010010 - -1010,010 — -0001010,0100 — 100010100100

10100010 — -0100,010 — -0000100,0100 — 100001000100

32. Determinad el rango de representacion y la precision en los formatos siguientes:

a) Coma fija en signo y magnitud con 8 bits, donde 3 son fraccionarios.

El rango de una representacion fraccionaria con signo y magnitud es:

[_Zn—m—l + z—ml +2n—m—1 _ Z—m]

donde n es el nimero de bits empleado en la representaciéon y m el nimero digitos fraccio-
narios. Por lo tanto, el rango en este caso se obtiene haciendo n =8 y m = 3, es decir:

(283714 273, 42831 _ 273 = 2% + 273, 42% - 27 = [-15,875 1, +15,87510]

En cuanto a la precision, ésta viene dada por el bit de menor peso de la magnitud, concreta-
mente es igual a 27" =273 = 0,1254.

b) Coma fija en signo y magnitud con 8 bits, donde 4 son fraccionarios.

En este caso, la situacion es la misma que en el apartado anterior pero con n =8y m = 4. El
rango es el siguiente:

(2841 27 w28l o7t = 23 4 274, 423 - 274 = [-7,9375 40, +7,937510]
Analogamente, la precisién es igual a 27" = 274 = 0,062510.
c) Coma fija sin signo con 8 bits, donde 3 son fraccionarios.
En coma fija sin signo, el rango de representacion viene dado por:
[0, +2" — 27]

donde n es el nimero de bits empleado en la representaciéon y m el nimero digitos fraccio-
narios. Por lo tanto, el rango en este caso se obtiene haciendo n =8 y m = 3, es decir:

[0, +2873 ~273] = [0, +2°5 - 23] = [0, +31,875 4]

La precision es la misma que en los casos anteriores, porque es independiente de si la repre-
sentacion es sin signo o con signo y magnitud. Por lo tanto, la precisién es 27" = 23 = 0,125.

d) Coma fija sin signo con 8 bits, donde 4 son fraccionarios.

En este caso, la situacion es la misma que en el apartado anterior pero con n =8y m = 4. El
rango es el siguiente:

[0, +28-4 — 274 = [0, +2* - 2] = [0, +15,9375 4]
Analogamente, la precisién es 27" = 274 = 0,062510.

33. Determinad la precision necesaria para poder representar el nimero +0,1875;o de forma
exacta (sin error de representacién) con un formato de coma fija en base 2.
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Para determinar la precision necesaria para representar el namero +0,1875 ;o de forma exac-
ta, primero codificaremos en binario este nimero haciendo multiplicaciones sucesivas por la

base de llegada:

0,1875-2 = 0,375
0,375 -2 = 0,75
0,75 -2 = 1,5
05 -2 = 1

0+0,375
0+0,75
1+0,5
1+0

Por lo tanto, 0,1875(19=0,0011,. Asi pues, para poder representar este numero de forma
exacta, es necesario que la representacion disponga, como minimo, de 4 digitos fraccionarios
(m = 4) y, por lo tanto, una precisién de la forma 27" = 24 = 0,0625 ;0.

34. Determinad las caracteristicas de rango y precision, asi como el namero de digitos ente-
ros y fraccionarios necesarios en un formato de coma fija en signo y magnitud, para poder
representar de forma exacta los ntmeros +31,8751¢ y -16,21875(1¢.

En primer lugar, obtendremos la codificacién binaria de estos dos nameros.

Por el +31,875(1¢:

e El bit de signo es 0, porque el niimero es positivo.

¢ La parte entera es 311¢:

31 =15- 2 + 1
15 =72 + 1
7 =3-2 + 1
3 =12 + 1
1 =0-2 + 1

Es decir 31(10 = 11111(2.

e En cuanto a la parte fraccionaria:

0875-2 = 1,75 =
075 -2 =15 =
05 -2 =1 =

Asi pues, 0,875 (19 =0,111,

1+0,75
1+0,5
1+0

¢ Finalmente, se juntan todas las partes y obtenemos +31,875(19=011111,111gy5.

Por el -16,218751¢:

e El bit de signo es 1, porque el nimero es negativo.

¢ La parte entera es 16(;¢:

16 = 8-2 + O
8§ = 4.2 + 0
4 = 2-2 + 0
2 = 1-2 + 0
1 = 0-2 + 1

Es decir 16(10 = 10000(2

e En cuanto a la parte fraccionaria:

0,21875-2 = 0,4375
0,4375 -2 = 0,875
0875 -2 = 1,75
0,75 -2 = 1,5

0,5 2 = 1

Asi pues, 0,21875 (19 = 0,00111,

0+0,4375
0+0,875
1+0,75
1+0,5
1+0

¢ Finalmente, se juntan todas las partes y obtenemos -16,2187519 = 110000,00111 gyy5.

Para representar exactamente los dos niimeros hace falta un formato que tenga:

¢ Un bit de signo.
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* 5 bits para la parte entera (con S bits se pueden representar exactamente tanto 169
como 3119)-

e 5 bits para la parte fraccionaria (con 5 bits se pueden representar exactamente tanto
0,875(10 como 0,21875(10)

Tenemos, pues, un formato de signo y magnitud con n =11 (bit de signo, 5 bits de parte
entera y 5 bits de parte fraccionaria) y m = 5. Con estos datos, el rango es el siguiente:
[_Zn—m—l + me, +2n—m—1 _ me] - [_2117571 + 275’ +2117571 _ 275] - [_25 + 275, +25 _ 275] -
=[-31,9687519, +31,968751¢]. La precision es 27" = 275 = 0,031254.

35. Calculad la suma y la resta de los pares de nameros siguientes, asumiendo que estan en
coma fija en signo y magnitud con 8 bits, donde 3 son fraccionarios. Verificad si el resultado
es correcto:

a) 00111000, y 10100000,

00111000, — +0111,000p=1-2%+1-2'+1-29=4+2+1=47,
10100000, — -0100,000(, = -1 - 22 = ~4(19

Para calcular la suma de estos dos nameros, hace falta, primero, darse cuenta de que se trata
de ntmeros de diferente signo. Por lo tanto, la suma se obtendra restando la magnitud mas
grande (0111,000,,) de la mas pequeria (0100,000,) y copiando el signo de la magnitud mas
grande (positivo):

601 11 , 0 0 0 g
0 0 0 0 o0 < acarreo
- 60100 , 0 0O 0 g
0600 1 1 , 0 0 0O ( <« resultado

Por lo tanto, 00111000, + 10100000, — +0111,000 + (-0100,000,) = +0011,000, —
00011000,. Si convertimos el resultado a base 10, tenemos que +0011,000, = 1 - 2141.20=
2 +1 =310, cosa que demuestra que el resultado es correcto, puesto que +7(19 + (~4(10) = 3(10-

Para calcular la resta habrd que hacer la suma de las magnitudes, porque el namero

10100000, es negativo. El resultado de la resta serd positivo (porque a un ntimero positivo
le restamos uno negativo):

1000 0 0 < acarreo
0111, 000 o

+0100,000(2

1011, 00 0 o <« resultado

Por lo tanto, 00111000, - 10100000, —+0111,000, - (-0100,0003) = +1011,000, —
01011000(,. Nuevamente, podemos comprobar que el resultado obtenido es correcto si
lo convertimos a base 10: +1011,0005 = 23 + 21 + 20 =8 + 2+ 1 = +11(30 = +7(19 - (~4(10)-

b) 10111010, y 11101100,

10111010, > -0111,010p = =2 + 21 + 20+ 272) = —(4 + 2 + 1+ 0,25) =-7,251¢
11101100, — -1101,100, = (2% + 22 + 20+ 271) = -8 + 4 + 1+ 0,5) =~13,5(1

En este caso se trata de dos nimeros negativos, dado que el primer digito, que indica el signo,
es un 1 en ambos casos. Para hacer la suma, habra que hacer la suma de las magnitudes y
copiar el bit signo:

11 1 0 0 0 < acarreo

10100 , 1 1 0 (p <« resultado



CC-BY-SA » PID_00163598 87

Representacion de la informacion

Notad que se ha producido acarreo en el Gltimo bit y, por lo tanto, como estamos sumando
s6lo las magnitudes, hay desbordamiento. Esto quiere decir que el resultado de la suma no
es representable con 8 bits, de los cuales 3 son fraccionarios.

Si dispusiéramos de un bit més para la parte entera (un formato de 9 bits con 3 de ellos frac-
cionarios) el resultado si que seria representable: tendriamos -10100,110; — 110100110,
Efectivamente, comprobamos que

-10100,110 =—(2* + 22+ 271+ 272) =—(16 + 4 + 0,5 + 0,25) =-20,75(10 = ~7,25(10 + (~13,5(10)-

En cuanto a la resta, hay que darse cuenta de que el sustraendo (-1101,100(,) es més grande
en magnitud que el minuendo (-0111,010). Asi pues, haremos la resta de las magnitudes
como 1101,100, - 0111,010, y el resultado tiene que ser positivo:

1101, 100 o
11 0 0 1 0 < acarreo

- 0111, 010 g

060110, 01 0 <« resultado

Por lo tanto, 10111,010, — 11101100, — -0111,010, - (-1101100,) = +0110,010, —
0110010, Nuevamente, podemos comprobar que el resultado obtenido es correcto si lo con-
vertimos a base 10:

+0110,010 =22+ 21 + 272 =4+ 2+ 0,25 = 46,2519 =-7,2510 ~ (-13,5(10) =—7,25(10 + 13,510

36. Codificad en BCD el namero 12519

En primer lugar codificamos en binario con 4 bits cada uno de los digitos del ntimero:
1(10=10001(,

2(10 = 0010(2

S10= 0101,

Y, finalmente, formamos una tGnica tira con todos los bits 000100100101 5.

37. Codificad en BCD el nimero 63719

Como en el apartado anterior, primeramente codificamos en binario con 4 bits cada uno de
los digitos del nimero:

6(10 = 0110,
3(10=0011(,
7(10 = 01 1 1(2
Y, finalmente, formamos una tGnica tira con todos los bits 0110001 10111 5.

38. Indicad qué namero codifica la representacién BCD siguiente 00010011100.

Separamos la tira de bits en grupos de 4 y comprobamos qué ntimero decimal representan.
Tenemos 000100111000, — 0001 1 0011 | 1000, por lo tanto:

0001, = 110
0011, = 310
1000, = 819

Y, finalmente, construimos el nimero decimal juntando los digitos decimales: 138 ;.

39. Codificad el namero 42715 en BCD y en binario. Comparad el namero de bits necesario
en los dos casos.

Para codificar 42719 en BCD, primeramente codificamos en binario con 4 bits cada uno de
los digitos del nimero:

4(10 = 0100(2
2(10 = 0010
7(0= 0111,

Y, finalmente, formamos una unica tira con todos los bits 010000100111,,.
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Para codificar el mismo namero en binario, hay que aplicar el método de las divisiones su-
cesivas por la base de llegada (2):

427 = 213 2 + 1 A
213 = 106 2 + 1
106 = 53 2 + 0
53 = 26 2 + 1
26 = 13 2 + 0
13 = 6 2 + 1
6 = 3 2 + 0
3 = 1 2 + 1
1 = 0 2 + 1

Por lo tanto, 42710 = 110101011 ,.

En el caso de la codificacion BCD, hacen falta 12 bits para representar el namero 4271, en
cambio, la codificacién binaria s6lo necesita 9.

40. Encontrad el valor decimal que codifican las cadenas de bits siguientes, interpretando
que se trata de niimeros en un formato de coma flotante de 8 bits con mantisa normalizada
de la forma 1,X y con bit implicito:

a) 11110010, donde la mantisa es de 4 bits.

En primer lugar hay que identificar los diferentes elementos que componen este formato:

Signo ($) Exponente (e) Mantisa ‘
1 111 0010 ‘

e Bit de signo s = 1, por lo tanto, se trata de un nimero negativo.

* Exponente: como la mantisa es de 4 bits, quedan 3 bits (111,) para el exponente (q = 3).
Por lo tanto, el exceso serd M = 291 =22 = 4(10- Entonces, el exponente vale
e=111p-410=(2%+2'+2% -4=(4+2+1)-4=7-4=3,.

¢ Finalmente, los cuatro bits que quedan forman la mantisa que, como esta normalizada en
la forma 1,X con bit implicito toma el valor R = 1,0010,.

Ahora ya podemos calcular el nimero representado en base 10 aplicando la férmula *R - 2¢
y el TFN:

-1,00100 - 28 =~(2° +273) - 23 = (23 + 29 =~(8 + 1) = -940.
b) 01010011, donde la mantisa es de 3 bits.

En este caso, procedemos de manera totalmente analoga al apartado anterior:

Signo ($) Exponente (e) Mantissa ‘
0 1010 011 ‘

e Bit de signo s = 0, por lo tanto, se trata de un namero positivo.

* Exponente: como la mantisa es de 3 bits, quedan 4 bits (1010(,) para el exponente (q = 4).
Por lo tanto, el exceso sera M = 241 = 23 = 8(10- Entonces, el exponente vale
€=1010 -89 = (23 +2") -8 =(8+2)-8=10-8 =2

¢ Finalmente, los cuatro bits que quedan forman la mantisa que, como estad normalizada en
la forma 1,X con bit implicito toma el valor R = 1,011,.

Ahora ya podemos calcular el nimero representado en base 10 aplicando la férmula *R - 2¢
y el TFN:

+1,011(5- 22 =429+ 272+ 273) . 22 =422+ 20+ 271) = +(4 + 1 + 0,5) = +5,5(10.
41. Haced las codificaciones siguientes:

a) El namero -1,335;¢ en coma flotante de 8 bits, mantisa de 3 bits normalizada de la forma
1,X y con bit implicito empleando una aproximacién por truncamiento.

El formato especificado tiene la forma dada por la tabla siguiente:

Signo (§) Exponente (e) Mantisa ‘

1 bit 4 bits 3 bits ‘
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En primer lugar, codificaremos la magnitud 1,335(;¢ en base 2:

¢ La parte entera es 1(;¢:
1 = 02 + 1

Es decir 1(10 = 1(2

¢ En cuanto a la parte fraccionaria:

0,335 2= 067 = 0+0,67
0,67 2= 134 = 1+034
0,34 2= 068 = 0+0,68
0,68 2= 136 = 1+036
0,36 2= 072 = 0+0,72
0,72 2= 1,44 = 1+0,44

Asipues, 0,355(;0=0,010101...., y paramos porque ya tenemos bastantes mas bits de los que
permite representar este formato.

¢ Ahora, se juntan las dos partes de la magnitud y obtenemos 1,335(19 = 1,010101,.

e A continuaciéon normalizamos la expresién obtenida (afiadiendo la informacion del sig-
no) la forma *R - 2% +1,335(10 = +1,010101 5 - 2°.

¢ Finalmente, obtenemos los diferentes elementos que definen la representacion:
— Signo: se trata de un namero negativo, por lo tanto, el bit de signo serd un 1.
- Exponente: El exponente es 0(;o que hay que codificar en exceso a M = 241, Como dispo-

nemos de 4 bits, el exceso es M = 23 = 8. Por lo tanto hay que representar O(10 + 8(10=8(10
con 4 bits:

[ SN
It
O =N
NN NN
+ o+ + o+
- o000

Es decir e = 8(19 = 1000, (en exceso a 8).

- Mantisa: R = 1,010101,. Como hay bit implicito (1,X), sOlo hay que representar la parte
de la derecha de la coma y disponemos de 3 bits (con truncamiento). Asi pues la mantisa
seran los tres bits a partir de la coma: 010.

— Ahora ya podemos juntar todas las partes:

Signo ($) Exponente (e) | Mantisa

1 1000 010

Es decir, la representacion es 11000010.
b) Repetid el apartado anterior, pero con una aproximacién por redondeo.
La tnica diferencia con el apartado anterior es el cdlculo de la mantisa, porque ahora hay que
redondear en vez de truncar. Tal y como se indica més arriba, tenemos R = 1,010101,, para
redondearlo con tres bits, hay que sumar la mitad de la precisién y truncar el resultado:

1,010101, + 0,0001, = 1,01 1001(2 — truncamos 3 bits — 1,01 1

Por lo tanto, la representacion serd la siguiente:

Signo ($) Exponente (e) | Mantisa

1 1000 011

Es decir, la secuencia de bits de la representaciéon es 11000011.

¢) El ntmero 10,0327(1¢ en coma flotante de 9 bits, mantisa de 3 bits normalizada de la for-
ma 1,X y con bit implicito empleando una aproximacién por truncamiento.
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El formato especificado tiene la forma dada por la tabla siguiente:

Signe ($) Exponente (e) | Mantisa

1 bit 5 bits 3 bits

En primer lugar, codificaremos la magnitud 10,0327, en base 2:

La parte entera es 10(¢:

10 = 52 + O
S = 22 + 1
2 = 12 + O
1 = 0-2 + 1
Es decir 10(10 = 1010(2
¢ En cuanto a la parte fraccionaria:
0,0327 2 = 00654 = 0+0,0654
0,0654 2 = 01308 = 0+0,1308
0,1308 2 = 02616 = 0+0,2616
0,2616 2 = 05232 = 0+0,5232
0,5232 2 = 1,0464 = 1+0,0464
0,0464 2 = 00928 = 0+0,0928

Asi pues, 0,03271¢ = 0,000010..., y paramos porque ya tenemos bastantes mas bits de los
que permite representar este formato.

Ahora, se juntan las dos partes de la magnitud y obtenemos 10,0327 =~ 1010,000010,.

A continuacién normalizamos la expresion obtenida (afiadiendo la informacion del sig-
no) en la forma £R - 2% +10,0327 (1 = +1,010000010(2-23.

Finalmente, obtenemos los diferentes elementos que definen la representacion:
Signo: se trata de un nimero positivo, por lo tanto, el bit de signo serd un 0.
Exponente: El exponente es 3(19 que hay que codificar en exceso a M = 241, Como dispone-

mos de 5 bits el exceso es M = 2* = 16. Por lo tanto hay que representar 310+ 16(10=19(10 con
4 bits:

19 = 9-2 + 1
9 = 4.2 + 1
4 = 2.2 + O
2 = 1.2 + O
1 = 0-2 + 1

Es decir e = 1919 = 10011, (en exceso a 16).

Mantisa: R =1,010000010,. Como hay bit implicito (1,X), s6lo hay que representar la par-
te de la derecha de la coma y disponemos de 3 bits (con truncamiento). Asi pues la mantisa
seran los tres bits a partir de la coma: 010.

Ahora ya podemos juntar todas las partes:

Signo (5) | Exponente (e) Mantisa
0 10011 010

Es decir, la representacion es 010011010.

42. Determinad si el namero 2,89(1O~1010 es representable en un formato de coma flotante
de 16 bits, con mantisa normalizada de la forma 1, X, bit implicito y 5 bits para el exponente.

El formato especificado tiene la forma dada por la tabla siguiente:

Signo (s) Exponente (e) Mantisa

1 bit 5 bits 10 bits
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El namero positivo de magnitud mayor que podemos representar en este formato tiene un
cero en el bit de signo y un 1 en el resto de bits: 0111111111111111.

Buscamos el nimero decimal que representa:

e Bit de signo s= 0, por lo tanto, se trata de un nimero positivo.

* Exponente: 11111, , es decir g = 5. Por tanto, el exceso serd M = 201 =242 16(10. Enton-
ces, el exponente vale e= 11111, - 1619 = 31 - 16 = 1510.

¢ Finalmente, los bits que quedan forman la mantisa, que, como estd normalizada en la for-
ma 1,X con bit implicito, toma el valor R=1,111111111 1o

Ahora ya podemos calcular el nimero representado en base 10 aplicando la formula +R-2¢ y
el TFN:

+1,1111111111 2215 = +111111111115-25 = + 2047- 25 = +65504 1.
Como el niimero 2,8910-101°
formato.

es mayor que el 65504(;0, no se puede representar en este

43. Determinad si el namero -1256(10-10'2 es representable en un formato de coma flotante
de 10 bits, con mantisa normalizada de la forma 1,X, bit implicito y 6 bits para el exponente.

El formato especificado tiene la forma dada por la tabla siguiente:

Signo (s) Exponente (e) Mantisa

1 bit 6 bits 3 bits

El nimero negativo de magnitud mayor que podemos representar en este formato tiene to-
dos los bitsa 1: 1111111111.

Buscamos el nimero decimal que representa:

e Bit de signo s = 1, por lo tanto, se trata de un ntimero negativo.

¢ Exponente: 111111, , es decir q = 6. Por tanto, el exceso serda M = 201 =25 = 3210 Enton-
ces, el exponente vale e= 111111, - 3219 = 63 - 32 = 31 (1.

¢ Finalmente, los bits que quedan forman la mantisa, que, como estd normalizada en la for-
ma 1,.X con bit implicito, toma el valor R=1,11 1.

Ahora ya podemos calcular el nimero representado en base 10 aplicando la féormula +R-2° y
el TFN:
~1,1115-231 = -1111,-2%8 = -15. 228 4.

Como la magnitud del ntmero —1256(10-10‘2 (0 lo que es lo mismo, del ~12,56;¢) es mas
pequena que —15- 228(10, se puede representar en este formato.

Ejercicios de autoevaluacion

1. Podemos obtener la codificacion en Ca2 y 8 bits del numero -10;¢ de las siguientes for-
mas :

« 28_10-= 256(10 — 1010 = 246(19 = 111101105, , 0 bien,

e 28_10= 100000000, - 1010, = 1111011052 , 0 bien,

* +10(0 = +1010(, — Representacion de la magnitud positiva — 00001010,z —
— Cambio de signo — 11110110,z

Para codificar el niimero en signo y magnitud, hemos de afiadir a la representacién de la
magnitud en base 2 la informacién del signo. Como es un ntimero negativo, el bit de signo
serd 1. Por lo tanto, la codificacion sera 10001010 sy

2.

a) Si se trata de un nimero codificado en complemento a 2.

En este caso se trata de un ntimero positivo porque el bit del extremo izquierdo es 0. Por lo
tanto, el resto de los bits codifican la magnitud como en el caso de signo y magnitud. Si apli-
camos el TFN a la magnitud, obtenemos:

0100100=0-26+1-2%+0-2%+0-23+1-22+0-21+0-29= 36y

En este caso codifica el nimero decimal +36.

b) Si se trata de un nimero codificado en signo y magnitud.

Como se trata de un ntimero positivo, y la codificaciéon en signo y magnitud de un ntmero
positivo coincide con la representacion en Ca2, la cadena codifica el mismo nimero, el +361¢.
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111010101100

+ 11100010010

1010110111110

Lo que podemos observar es que necesitamos un bit mas para poder representar el resul-
tado de la operacion.

4. Como se trata de un namero positivo, el bit de signo es 0. Con respecto a la magnitud
12,3461, primero pasamos a binario la parte entera y, posteriormente, la parte fraccionaria.
Para la parte entera utilizamos el algoritmo de divisiones sucesivas por la base de llegada (2):

12 = 6-2 + O
6 = 3-2 + 0
3 = 1-2 + 1
1 = 0-2 + 1

Asi pues, 1219 = 1100,. Con respecto a la parte fraccionaria, hacemos multiplicaciones su-
cesivas por la base de llegada (2):

0,346 -2 = 0,692 = 0+0,692
0,692 -2 = 1384 = 1+0,384
0,384 -2 = 0,768 = 0+0,768
0,768 - 2 = 1,536 = 1+0,536
0,536 -2 = 1,072 = 1+0,072

Como el formato especificado sélo tiene 3 bits para la parte fraccionaria, ya tenemos mas bits
de los necesarios y podemos detener el proceso aqui. Por lo tanto, 0,346(;9 = 0,01011.....
Para aproximar el valor con 3 bits por truncamiento eliminamos todos los bits a partir del
tercero: 0,346(19 = 0,010,

A continuacion, unimos las partes entera y fraccionaria y obtenemos: 12,3469 = 1100,010,.
Finalmente, para obtener la representacion en el formato indicado, hay que afladir el bit de
signo, de manera que la tira de bits que representa este nimero en el formato dado es:
01100,010(,. Hay que recordar que la tira de bits que se almacenaria en un computador no
contiene la coma ni la especificacién de la base: 01100010.

5. Podemos obtener la representacion en Ca2 y 8 bits del —45;¢ de cualquiera de las siguien-
tes formas:

A 28 -45= 256(10 - 45(10 = 211(10 = 11010011((:32 , 0 bien,
o 28_45= 100000000, — 101101 = 11010011,z , 0 bien,
® +45(10=+101101(, — Representacion de la magnitud positiva — 00101101, —

— cambio de signo — 11010011 c,,

6. En primer lugar, obtendremos la codificacion binaria del nimero -35,25:

El bit de signo es 1 porque el nimero es negativo.
La parte entera es 35(1¢:

35 = 17-2 + 1 A
17 = 8-2 + 1
8 = 4-2 + 0
4 = 2-2 + O
2 = 1-2 + O
1 = 0-2 + 1

Es dECiI', 35(10 = 100011(2

e Con respecto a la parte fraccionaria:

025 -2 = 05 0+0,5
05 -2 = 1 = 140

Asi pues, 0,25(10 = 0,01(2
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¢ Finalmente, se unen todas las partes y obtenemos -35,25(19 = 1100011,01 syp.

Con el fin de representar exactamente este naimero, es necesario un formato que tenga un
total de 9 bits:

e Un bit de signo

® 6 bits para la parte entera

e 2 bits para la parte fraccionaria

7. La equivalencia binaria de estos nameros decimales es la siguiente:
+12,25(10 =+1 100,01(2
+32,5(10 = +100000,1(2

En signo y magnitud y 9 bits donde 2 son fraccionarios, la codificacién es la siguiente:
+1100,01; = 0001100,01 (sp12
+100000,1, = 0100000, 10(sp12

Para hacer la suma examinamos los bits de signo. Se trata de dos ntimeros positivos, por lo
tanto, se deben sumar las magnitudes y afiadir al resultado un bit de signo positivo:

001100, 01 (

+ 10000010

101 100,11 ¢

Al hacer la suma no se produce desbordamiento porque no hay acarreo en la Gltima etapa,
que es lo que determina si hay desbordamiento en este formato. Al resultado obtenido se
debe afiadir el bit de signo para tener la codificaciéon en signo y magnitud correcta:
0101100,11 5p2

8. Para codificar en BCD tan s6lo hemos de codificar cada digito decimal con 4 bits:

1=0001,
7=0111,
8= 1000,

Finalmente, unimos los cdédigos BCD para obtener la cadena final: 000101111000

9. El formato especificado tiene la forma dada por la tabla siguiente:

‘ Signo (s) Exponente (e) Mantisa
‘ 1 bit 4 bits 3 bits

¢ En primer lugar, hemos de codificar la magnitud 12,346, en base 2. En el ejercicio de
autoevaluacion 4 hemos obtenido que 12,346(;o = 1100,010,
¢ Seguidamente normalizamos la expresion obtenida en la forma +R-2%

+12,346(19 = +1,10001O(2~23.

¢ Finalmente, obtenemos los diferentes elementos que definen la representacion:
e Signo: se trata de un nimero positivo, por tanto, el bit de signo seréd 0.
* Exponente: el exponente es 3(19, que hay que codificar en exceso en M = 241,
Como disponemos de 4 bits, el exceso es M =23 = 8. Por lo tanto, hay que repre-
sentar 319 + 810 = 1110 con 4 bits:

m = 52 + 1
5 = 22 + 1
2 = 12 + 0
1T = 0-2 + 1

Es decir e=11(19 = 1011, (en exceso a 8).
* Mantisa: R = 1,100010(,. Como hay bit implicito (1,X), sOlo hay que representar la
parte de la derecha de la coma y disponemos de 3 bits (con truncamiento). Asi pues,
la mantisa serdn los tres bits a partir de la coma: 100.
e Ahora ya podemos juntar todas las partes:

Signo (s) Exponente (e) Mantisa

0 1011 100

Es decir, la representacion es 01011100.
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10. En primer lugar, desempaquetamos la cadena de bits. Cada digito hexadecimal corres-
ponde a 4 bits:

e 3=0011
e 7=0111
e 8=1000

Por lo tanto, 378 ;¢ empaqueta la cadena de bits 001101111000. Esta cadena codifica un na-
mero en coma flotante con 4 bits de mantisa: 001101111000. Buscamos el niimero decimal
que representa:

e Bit de signo s=0, por lo tanto, se trata de un namero positivo.

¢ Exponente: 0110111, es decir g = 7. Por lo tanto, el exceso serd M = 2071 =26 = 6410-
Entonces, el exponente vale e = 0110111, — 64(19 = 55 - 64 =-9 1.

¢ Finalmente, los bits que quedan forman la mantisa, que, como estd normalizada en la for-
ma 1, X con bit implicito, toma el valor R = 1,1000,.

Ahora ya podemos calcular el niimero representado en base 10 aplicando la férmula +R-2° y
el TFN:
-1,10002:27 = -11-2710 = -3(45- 2710 g = _

1024

Glosario

acarreo m Bit que indica que se ha superado el valor b de la base de numeracioén al sumar
dos digitos. La suma de dos valores numéricos se lleva a cabo digito a digito, progresando de
derecha a izquierda. Un suma y sigue al sumar dos digitos indica que hay que afiadir una uni-
dad al hacer la suma de los dos digitos siguientes.

en carry

base f Numero de digitos diferentes en un sistema de numeracion.
binary coded decimal (BCD) Véase decimal codificado en binario.
binario m Sistema de numeracion en base 2.

bit m Abreviacion de Blnary DigiT (‘digito binario’). Corresponde a la unidad de informacién
mas pequeria posible. Se define como la cantidad de informacién asociada a la respuesta de
una pregunta formulada de una manera no ambigua, donde s6lo son posibles dos alternati-
vas de respuesta, y que, ademas, tienen la misma probabilidad de ser escogidas.

bit menos significativo m Bit menos significativo (mas a la derecha) de una representa-
ciéon numeérica posicional.
sigla: LSB.

bit mas significativo Joc Bit mas significativo (més a la izquierda) de una representacion
numeérica posicional.
sigla: MSB.

borrow m Suma y sigue empleado en la operacion de resta.
byte Véase octeto.
cadena f Conjunto de elementos de un mismo tipo dispuestos uno a continuacion del otro.

carry Véase acarreo.

coma fija f Sistema de representacién numérica que emplea un namero fijo de digitos en-
teros y fraccionarios.

coma flotante fSistemas de representacion numeérica que codifican un namero variable de
digitos enteros y fraccionarios. La cantidad de digitos enteros y fraccionarios depende del for-
mato y del valor numérico que se representa.

decimal m Sistema de numeracioén en base 10.

decimal codificado en binario m Designa la codificacién de los digitos decimales
(0,1,2...,9) sobre un conjunto de 4 digitos binarios.
sigla: BCD

desbordamiento m Indicacién de que el resultado de una operacion esté fuera del rango
de representacién disponible.
en overflow
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digito m Elemento de informacién que puede coger un ntmero finito de valores diferentes.
La cantidad de valores diferentes es dada por la base de numeracién.

digital m Sistema que trabaja con datos discretos.

empaquetamiento m Transformacién que permite representar la informacién binaria de
forma més compacta.

formato m Descripcion estructural de una secuencia de datos, donde se especifica el tipo,
la longitud y la disposicién de cada elemento.

fraccionario m Menor que la unidad.
hexadecimal m Sistema de numeracién en base 16.
LSB Véase bit menos significativo

palabra fUnidad de informacién procesada por un computador de un solo golpe (en paralelo).
en word

MSB Véase bit mas significativo.

octal m Sistema de numeracioén en base 8.

octeto m Cadenas de 8 bits.

overflow Véase desbordamiento.

precision [ Diferencia entre dos valores consecutivos de una representacion.
raiz [ Base de un sistema de numeracion.

rango m Conjunto de valores que indican los mérgenes entre los cuales se encuentran los
valores posibles de un formato de representacién.

representacion Véase formato.

word Véase palabra.
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Introduccion

Un computador es una maquina construida a partir de dispositivos electr6-
nicos basicos, adecuadamente interconectados. Podemos decir que estos
dispositivos constituyen las “piezas” o “ladrillos” con los que se construye
un computador.

En este médulo conoceremos a fondo los dispositivos electrénicos bésicos. Los
dispositivos electronicos mas elementales son las puertas logicas y los bloques
légicos, que forman los circuitos 16gicos. Estos tltimos se pueden ver como
un conjunto de dispositivos que manipulan de una manera determinada las
sefiales electronicas que les llegan (las sefiales de entrada), y generan como
resultado otro conjunto de sefiales (las sefiales de salida).

Existen dos grandes tipos de circuitos l6gicos:

1) Los circuitos combinacionales, que se caracterizan porque el valor de las se-
fiales de salida en un momento determinado depende del valor de las sefiales de

entrada en ese mismo momento.

2) Los circuitos secuenciales, en los que el valor de las sefiales de salida en
un momento determinado depende de los valores que han llegado por las se-
flales de entrada desde la puesta en funcionamiento del circuito. Por tanto,
tienen capacidad de memoria.

En este mo6dulo se estudian los circuitos 16gicos combinacionales. Los circui-
tos secuenciales se estudiardn en el siguiente modulo “Los circuitos 16gicos

secuenciales”.
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Objetivos

El objetivo fundamental de este m6dulo es conocer a fondo los circuitos 16gi-
cos combinacionales, es decir, saber como estan formados y ser capaces de uti-

lizarlos con agilidad, hasta el punto de familiarizarnos totalmente con ellos.
Para llegar a este punto se tendran que haber conseguido los siguientes objetivos:

1. Entender el adlgebra de Boole y las diferentes maneras de expresar funciones
légicas.

2. Conocer las diferentes puertas logicas, ver como se pueden utilizar para sin-
tetizar funciones logicas y ser capaces de hacerlo. Entender por qué se desea
minimizar el namero de puertas y de niveles de puertas de los circuitos y
saberlo hacer.

3. Conocer la funcionalidad de un conjunto de bloques combinacionales ba-
sicos y ser capaces de utilizarlos en el disefio de circuitos.

En definitiva, después del estudio de este médulo debemos ser capaces de cons-
truir facilmente un circuito cualquiera usando los diferentes dispositivos que se

habran conocido y entender la funcionalidad de cualquier circuito dado.
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1. Fundamentos de la electronica digital

1.1. Circuitos, seiiales y funciones logicas

Entendemos por circuito un sistema formado por un cierto nimero de sefia-
les de entrada (cada sefial corresponde a un cable), un conjunto de disposi-
tivos electrOnicos que hacen operaciones sobre las sefiales de entrada (las
manipulan electronicamente) y que generan un determinado nimero de se-
nales de salida. Las sefiales de salida, pues, se pueden considerar como fun-
ciones de las de entrada y se puede decir que los dispositivos electrénicos

computan estas funciones.

—>
Senales
de entrada

Dispositivos P Sefales
electrénicos [—» de salida

En los circuitos, los cables se pueden encontrar en dos valores de tension (vol-
taje): tension alta o tension baja. Estos dos valores se identifican normalmente
con los simbolos 1 y 0, respectivamente, de manera que se dice que una sefial
vale 0 (cuando en el cable correspondiente hay tensién baja) o vale 1 (cuando
en el cable correspondiente hay tension alta, también llamada tension de ali-
mentacion); cuando una sefial vale 1, se dice que esta activa. Las sefiales que
pueden tomar los valores 0 6 1 se denominan seiiales l6gicas o binarias. Un
circuito 16gico es aquél en el que las sefiales de entrada y de salida son logicas.

Las funciones que computa un circuito l6gico son funciones lgicas.

Puesto que las sefiales solo pueden tomar dos valores, diremos que uno
es el contrario del otro. Asi pues, podemos afirmar que cuando una se-
fial no vale 1, entonces seguro que vale 0, y viceversa.

Tomamos un circuito que tenga sélo una sefial de entrada (que llamamos x),

un dispositivo electrénico y una sefial de salida (que llamamos z).

Dispositivo
electrénico

X —P

La tension alta o tensién 0

de alimentaci6n base puede ser de

3,3, 5 0 12 voltios, pero actualmente los
circuitos tienen dispositivos para
modificarla segln los requerimientos de
cada componente y de cada momento;
por ejemplo, cuando el procesador esta
en una fase de actividad alta el voltaje
aumenta.

La tension baja siempre es de 0 voltios.

Hay circuitos que funcionan con 0
l6gica inversa, y en este caso se dice

que una sefial esta activa cuando vale 0.

En este curso, sin embargo, cuando

decimos que una sefial esta activa

queremos decir que vale 1.




CC-BY-SA » PID_00163599 8 Los circuitos l6gicos combinacionales

Dado que tanto x como z sélo pueden valer 0 6 1, sélo existen cuatro disposi-

tivos electrénicos diferentes que pueden interconectar x y z:

e Un dispositivo que haga que la salida z valga siempre O (este dispositivo

consistiria en conectar la salida con una fuente de tension de 0 voltios).

¢ Un dispositivo que haga que la salida valga siempre lo mismo que la entra-
da x (este dispositivo consistiria en conectar directamente la salida con la

entrada).

¢ Un dispositivo que haga que la salida valga siempre lo contrario de lo que
vale la entrada (este dispositivo consistiria en un inversor del nivel de

tension).

e Un dispositivo que haga que la salida valga siempre 1 (este dispositivo
consistiria en conectar la salida directamente con la tensién de alimen-

tacion).

En otras palabras, podemos decir que s6lo hay cuatro funciones légicas que

tengan una sola variable de entrada, tal como se muestra en la figura 1:

Figura 1
e . Valor de la funcién | Valor de lafuncién
Funcién l6gica Descripcion _ _
cuando x =0 cuando x =1

z=fy(x) =0 funcién constante 0 0 0 Nota

z=fi(x) =x funcion identidad 0 1 Introducimos aqui la nomen-

z=fy(x) = X' funcién contrario 1 0 clatura x' para referirnos a la
funcién “contrario de x”. Mas

z=f3(x) =1 funcién constante 1 1 1 adelante la definiremos con
mas propiedad.

Tomamos ahora un circuito que tenga dos sefiales de entrada (que llamamos

x e y), un dispositivo electronico y una sefial de salida (que llamamos z).

Dispositivo >
electrénico

y —»

En este caso, existen dieciséis dispositivos electronicos diferentes que puedan
interconectar las entradas con la salida, que corresponden a las funciones 10-

gicas que se muestran en la figura 2.
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Figura 2

Funcién légica

Valor de la funcién cuando

x=0,y=0 x=0,y=1 x=1,y=0 x=1,y=1
Z = go(x,y) 0 0 0 0
zZ = g,(x,y) 0 0 0 1
Z = g,(x,y) 0 0 1 0
z = g3(x,y) 0 0 1 1
Z = gu(x,y) 0 1 0 0
Z = gs(X,y) 0 1 0 1
Z = gg¢(x,y) 0 1 1 0
Z = gy;(x,y) 0 1 1 1
z = gg(x,y) 1 0 0 0
Z = go(X,y) 1 0 0 1
Z = gio(X,y) 1 0 1 0
z = gn(xy) 1 0 1 1
Z = gip(xy) 1 1 0 0
Z = gi3(xy) 1 1 0 1
Z = gia(X,y) 1 1 1 0
zZ = gis(x,y) 1 1 1 1

Asi pues, si tenemos en cuenta los circuitos con una o dos entradas, podemos
llegar a disefiar hasta 4 + 16 = 20 dispositivos electronicos diferentes. Ahora
bien, en la practica sOlo se construye un subconjunto de éstos, concretamente
los que corresponden a las funciones f5, g1 y §7 (v otras que veremos mads ade-

lante), porque a partir de estas funciones se pueden construir todas las demas,

tal como veremos en el apartado 1.2.

A continuacion, veremos que existe una correspondencia entre los elementos

de un circuito légico y la logica intuitiva (de aqui deriva la denominacién de

circuitos “logicos”). La logica tiene cinco componentes basicos:

— Los valores falso y cierto.

— Las conjunciones y y o.

- La particula de negacién no.

Por ejemplo, sean las dos frases siguientes:

Cada una de estas frases puede ser verdadera o falsa. A partir de éstas, de las

conjunciones y la negacion construimos ahora las tres frases siguientes:

frase_A: “Juan estudia quimica”,

frase_B: “Carmen estudia piano”.

frase_Y: “Juan estudia quimica y Carmen estudia piano”,

frase_O: “Juan estudia quimica o Carmen estudia piano”,

frase_NO: “Juan no estudia quimica”.
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Segun la logica:

- La frase_Y es verdadera solo si son ciertas la frase_A y la frase_B, simulté-

neamente.
— La frase_O es verdadera si lo es la frase_A o bien la frase_B, o ambas.

— La frase_NO es verdadera s6lo si la frase_A es falsa.

La correspondencia de la l6gica con los elementos de un circuito logico es la

siguiente:

Légica Circuitos légicos
falso 0
cierto 1
conjuncién y funcién g,
conjuncién o funcién g,
particula no funcién f,

En efecto, sean dos sefiales l6gicas x e y. Si analizamos las tablas de las figuras

1y 2, podemos observar lo siguiente:

- g1(x,p) vale 1 si valen 1 las dos variables x e y simultdneamente;
— g7(x,y) vale 1 si x vale 1 o bien y vale 1 o bien las dos valen 1;
- f>(x) vale 1 s6lo si x vale O.

Es decir, se cumple lo mismo que en el ejemplo de las frases. Por eso, la fun-
cion g; se llama AND (la conjuncion y en inglés), la funcidn g; se denomina

OR (la conjuncion o en inglés) y la funcion f, se llama NOT (rn0 en inglés).

Asi pues, los circuitos logicos se construyen a partir del mismo fundamento

que la l6gica. En el siguiente apartado se estudia este fundamento.

1.2. Algebra de Boole

Un algebra de Boole es una entidad matematica formada por un con-
junto que contiene dos elementos, unas operaciones basicas sobre estos
elementos y una lista de axiomas que definen las propiedades que cum-
plen las operaciones.

Los dos elementos de un algebra de Boole se pueden llamar falso y cierto o,
mas usualmente, O y 1. De este modo, una variable booleana o variable 16gica

puede tomar los valores O y 1.

Nota

Normalmente, cuando utiliza-
mos la conjuncién

o en lenguaje natural lo hace-
mos de manera exclusiva. Es
decir, si decimos “X o Y” nos
referimos al hecho de que o
bien es cierto X o bienlo es Y,
pero no ambas a la vez. La o0 16-
gica, en cambio, incluye tam-
bién la posibilidad de que las
dos afirmaciones sean ciertas.

George Boole

Formaliz6 matematicamente
la I6gica en 1854, cuando
definié lo que hoy se conoce
como dlgebra de Boole. De he-
cho, aqui presentamos un caso
particular de algebra de Boole,
denominado dlgebra de Boole
binaria; en general, el conjunto
de un élgebra de Boole puede
tener més de dos elementos.

En 1938, Claude Shannon
definié el comportamiento
de los circuitos légicos sobre
el fundamento del algebra
de Boole y creé el dlgebra de
conmutacion.
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Las operaciones booleanas bésicas son las siguientes:

La operacion de negacion se puede 0

e Lamnegacion o complementacion o NOT, que corresponde a la parti- Pk
. . , . . 2 ’ maneras. Por ejemplo: !x o,
cula no y se representa con una comilla simple (’). Asi, la expresion x més usualmente, .

denota la negacién de la variable x, y se lee “no x”.

e El producto 16gico o AND, que corresponde a la conjuncién y de la
logica y se representa con el simbolo “-”. Asi, si x e y son variables 16-
gicas, la expresion x - y denota su producto logico y se lee “x e y”.

e Lasuma logica u OR, que corresponde a la conjuncién o'y se repre-
senta con el simbolo “+”. Asi, la expresion “x + y” denota la suma

logica de las variables x e y, y se lee “x 0 y”.

Estas operaciones booleanas basicas se pueden definir escribiendo el resultado T
encion

que dan para cada posible combinacion de valores de las variables de entrada,
Es importante no confundir los

tal como se muestra en la figura 3. En las tablas de esta figura aparecen a la operadores - y + con las opera-
. . P . . . . . ciones producto entero'y suma
izquierda de la linea vertical todas las combinaciones posibles de las variables entera §|as que estamgs acos-
de entrada, y a la derecha, el resultado de la operacién para cada combinacion. tumbrados. El significado de
los simbolos vendra determi-

nado por el contexto en el que

Podemos comprobar que corresponden a las funciones ue hemos
p 9 P fz' $1¥ 3874 nos encontremos. Asi, si traba-

visto en el apartado anterior (figuras 1y 2). jamos con enteros, T +1 =2
(“uno mas uno igual a dos”),

) mientras que si estamos en un
Figura 3 contexto booleano, 1 +1 =1
(“cierto o cierto igual a cierto”,
tal como se puede ver en la ta-
bla de la operacién OR).

X X Xy Xy X vy X+y
0 1 0 O 0 0o o0 0
1 0 0 1 0 0 1 1
- 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
Operacion NOT Operacién AND Operacién OR
Los axiomas que describen el comportamiento de las operaciones booleanas L2 formulacion que se presenta 0
aqui de los axiomas booleanos fue
son los Siguientes: introducida por Huntington en 1904, a
partir de la descripcion original de Boole.

Sean x, y y z variables logicas. Entonces se cumple lo siguiente:
a) La propiedad conmutativa:

X+y=y+x
X-y=y-x

b) La propiedad asociativa:

X+(y+z)=(x+y)+z

X-(y-z)=((x-y)-z
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c) La propiedad distributiva:

X-(y+tz)y=x-y+x-z
xX+(y-z)=(x+y) (x+2)

d) Los elementos neutros:

x+0
x-1

Il
=

Il
=

e) La complementacion. Para cualquier x se cumple lo siguiente:

x+x' =1
x-x=0

A partir de estos axiomas, se puede demostrar una serie de leyes o teoremas

muy Utiles para trabajar con expresiones algebraicas booleanas.
Teoremas del algebra de Boole
Si x, y y z son variables logicas, se cumplen las siguientes leyes:

1) Principio de dualidad

Toda identidad deducida a partir de los axiomas continta siendo cierta si las
operaciones +y - y los elementos 0 y 1 se intercambian en toda la expresion.

2) Ley de idempotencia

X+x=x
X-x=x
3) Ley de absorcion
X+x-y=x

xX-(x+y)=x

4) Ley de dominancia

x+1=
x-0=0
5) Ley de involucion
(x) =x
6) Leyes de De Morgan
(x+y)=x-y

(x-p) = X +y

Observamos que la segunda
i?ualdad de la propiedad
istributiva no se cumple
en el contexto de la aritmética
entera.

Esta ley se puede comprobar, por 0
ejemplo, examinando las parejas

e expresiones que aparecen
en la definicién de los axiomas.

Un buen ejercicio para comprobar
que se cumplen estas leyes
es pensar en su correspondencia
con la légica, tal y como se hace en
la dltima parte del apartado 1.1.
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En las expresiones algebraicas utilizamos los paréntesis de la misma for-
ma que estamos acostumbrados a hacerlo en aritmética entera; por
ejemplo, la expresion x +y - z es lo mismo que la x + (y - z) y es diferen-
teque (x+y)-z.

Para negar una expresion entera la pondremos entre paréntesis y, por

tanto, x +)' es diferente de (x +y)'.

Actividades

1. Evaluad el valor de la expresion x +y - (z + x') para los casos:
[xyz]=[010],
[xyz]=[110],
[xyz]=[011].

2. Demostrad las leyes de De Morgan de acuerdo con todos los posibles valores que pueden
tomar las variables que aparecen.

3. Demostrad la ley 4 del algebra de Boole a partir de la ley 2 y del axioma cy e.

1.3. Representacion de funciones logicas

Las funciones logicas se pueden expresar de varias maneras. Las que usaremos

nosotros son las expresiones algebraicas y las tablas de verdad.

1.3.1. Expresiones algebraicas

Las expresiones algebraicas estdn formadas por variables logicas, los
elementos 0 y 1, los operadores producto (-), suma (+) y negacion ('), y
los simbolos (,) e =.

Mediante estos elementos se puede expresar cualquier funcién logica. Por
ejemplo, la funcion g4 de la figura 2 se puede expresar asi:

Sa(x,y) =Xy

La expresion x'-y vale 1 (es cierta) solo si valen 1 (son ciertas) las subexpre-
siones x’ e y simultdneamente. La expresion x’ vale 1 s6lo si x vale 0. En la des-
cripcion de la funcion g4 (figura 2) se puede comprobar que s6lo vale 1 en el
casoenquex=0ey=1.

Una misma funcion légica se puede expresar mediante infinitas expre-
siones algebraicas equivalentes.

Para saber si dos expresiones algebraicas son equivalentes (es decir, expresan
la misma funcién) podemos analizar si una se puede derivar de la otra usando
los axiomas y leyes del 4lgebra de Boole.
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Por ejemplo, la primera ley de De Morgan nos dice que las funciones logicas [

y g son la misma:

fx, y)=(x+y),
g(X, }/) =x"- }"-

A la inversa, a partir de la expresion algebraica de una funciéon podemos en-
contrar otras expresiones equivalentes aplicindole los axiomas y leyes del al-
gebra de Boole.

Por ejemplo, si tenemos la siguiente funcion:
fX,v,)=x-y -z+x -y-z+x-y-2

y aplicamos el axioma ¢ (propiedad distributiva), obtenemos la siguiente expresion equiva-
lente:

fx,v,2)=x-y-z+x +x)-y-z

Por el axioma e (de complementacion) y después el d (de elementos neutros), obtenemos lo
que expresamos a continuacion:

f,v,2)=x-y -z+1-y-z=x-y"-z +y-z
Por la propiedad distributiva,
fX,y,2=(x-y +y) -z

Y, de este modo, podriamos seguir encontrando infinitas expresiones equivalentes para la
misma funcion.

Al igual que cuando trabajamos con ecuaciones, podemos omitir el signo
“.” en los productos lo6gicos para simplificar la escritura de las expresiones
algebraicas: si escribimos seguidos los nombres de diferentes variables,
sobreentenderemos que el producto l6gico se obtiene de éstas.

Asi, las dos expresiones siguientes son igualmente validas:

Xl" X +xp - X1’ . X()', o bien

Xl'XO + X2X1'X0’.

Actividades

4. Encontrad una expresion algebraica para las funciones g1, £3, 6, §7 Y $10 de la figura 2.
5. Encontrad una expresién mas sencilla para esta funcion: f= wx + xy’ + yz + xz’ + xy.

6. Sea una funcién de tres variables x, y y z. Encontrad una expresion algebraica de la
misma suponiendo que la funcién debe valer 1 cuando se cumpla alguna de las si-
guientes condiciones:

-x=1loy=0,

-x=0yz=1,

— las tres variables valen 1.

7. Se dispone de dos cajas fuertes electronicas, A y B. Cada una de éstas tiene una sefial aso-
ciada, x, y xg respectivamente, que vale 1 cuando la caja esta abierta y O cuando esta cerrada.
Se tiene también un interruptor general que tiene una sefial asociada i,, que vale 1 si el inte-
rruptor esta cerrado y 0 si no lo esta.

Se quiere construir un sistema de alarma antirrobos, que generara una sefial de salida s. Esta
sefial tiene que valer 1 cuando alguna caja fuerte esté abierta y el interruptor esté cerrado.
Escribid la expresion algebraica de la funcion s = f(x,, xp, ig).

8. Juan se ha examinado de tres asignaturas. Sus amigos han visto los resultados de los exa-
menes y le han comentado lo siguiente:

- Has aprobado matematicas o fisica, dice el primero.

— Has suspendido quimica o matematicas, dice el segundo.

— Has aprobado s6lo dos asignaturas, dice el tercero.
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Entendemos que la “0” de estas frases es exclusiva. Es decir, la primera frase se podria sus-
tituir por “o bien has aprobado matematicas y has suspendido fisica, o bien has suspen-
dido matemaéticas y has aprobado fisica”, y de manera similar con la segunda frase.

a) Escribid las expresiones algebraicas de las afirmaciones de cada uno de los amigos.

b) Utilizando los axiomas y teoremas del algebra de Boole, deducid qué asignaturas ha apro-
bado Juan y cudl ha suspendido.

1.3.2. Tablas de verdad

Una tabla de verdad expresa una funcion légica especificando el valor
que tiene la funcion para cada posible combinacion de valores de las va-

riables de entrada.

Concretamente, a la izquierda de la tabla hay una lista con todas las combina-
ciones de valores posibles de las variables de entrada y, a la derecha, el valor
de la funcién para cada una de las combinaciones. Por ejemplo, las tablas que
habiamos visto en la figura 3 eran, de hecho, las tablas de verdad de las fun-
ciones NOT, AND y OR.

Si una funcién tiene n variables de entrada, y dado que una variable puede to-
mar s6lo dos valores, 0 6 1, las entradas pueden adoptar 2" combinaciones de
valores diferentes. Por tanto, su tabla de verdad tendrd a la izquierda n colum-
nas (una para cada variable) y 2" filas (una para cada combinacién posible). A

la derecha habra una columna con los valores de la funcion.

Las filas se escriben siempre en orden lexicogrdfico, es decir, si interpretamos las
diferentes combinaciones como nameros naturales, escribiremos primero la
combinacién correspondiente al O (formada solo por ceros), después la corres-
pondiente al 1y asi sucesivamente, en orden creciente hasta la correspondien-

te al 2" — 1 (formada s6lo por unos).

La figura 4 muestra la estructura de las tablas de verdad para funciones de una,

dos y tres variables de entrada.

Figura 4

Estructura de la tabla de la verdad de una funcién de

1 variable 2 variables 3 variables
a f a b f a b ¢ f
0 0
0 0 1
1 1 0
1 1

- _ a . 00 0 O
—_ —_ 00 = =0 O
- o - O - O = O

Tabla de verdad

En aritmética entera es imposi-
ble escribir la tabla de verdad
de una funcién, ya que las va-
riables de entrada pueden to-
mar infinitos valores y, por
tanto, la lista deberia ser infini-
ta. En élgebra de Boole es posi-
ble gracias al hecho de que las
variables pueden adoptar sélo
dos valores.

Nota

No obstante las combinacio-
nes se podrian escribir en cual-
quier orden. Por ejemplo, las
dos tablas siguientes expresan
la misma funcién:

x y | f X oy f
0 0|0 0 1 1
0o 1 1 1 1 0
1T 01 1 0 1
T 1,0 0 0 0
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Por ejemplo la funcion g5 de la figura 2 tiene la siguiente tabla de verdad:

xy gs
0 O 0
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Es importante notar que el orden en que ponemos las columnas de las varia-
bles es significativo. Por ejemplo, podiamos haber escrito la tabla de verdad de

la funcién g5 de la siguiente manera:

y X 9s
0 0 0
0o 1 0
1T 0 1
T 1 1

Es bastante usual denominar las variables de una funcién con una misma letra
y diferentes subindices; por ejemplo, x5, X1, Xo. Por convencion, pondremos en
la columna situada mas a la izquierda la variable de subindice mas alto y, en la

que se encuentra mas a la derecha, la de subindice mas bajo.

Diremos que la variable que ponemos en la columna mas a la izquierda en
una tabla de verdad es la variable de mas peso, y la que ponemos en la co-
lumna mas a la derecha es la de menos peso. Una vez fijado el orden de
las columnas y las filas, la tabla de verdad de una funcién es Gnica.

Podemos expresar el comportamiento de diferentes funciones que tienen las
mismas variables de entrada en una Gnica tabla de verdad. En este caso, a la
derecha de la linea vertical habra tantas columnas como funciones. No esta-
bleceremos ninguna convencion para ordenar las columnas correspondientes
a las funciones (se pueden poner en cualquier orden). A continuacién se mues-

tra un ejemplo.

X2 v X | T fi f
0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 1 1

Actividades

9. Escribid la tabla de verdad de las funciones g1, §3, €, §7 Y 810 de la figura 2.
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10. Dibujad la estructura de la tabla de verdad de la funcién f(x3, xp, X1, xq).

11. Especificad la tabla de verdad de una funciéon de cuatro variables, x3, x5, X1 ¥ Xg, que
vale 1 s6lo cuando un ntimero par de las variables valen 1 (recordad que el O es un nt-
mero par).

1.3.3. Correspondencia entre expresiones algebraicas
y tablas de verdad

Es importante saber pasar con agilidad de una expresion algebraica de
una funcioén a su tabla de verdad, y viceversa.

Para obtener la tabla de verdad a partir de una expresion algebraica pode-
mos actuar de dos maneras:

a) Evaluar la expresion para cada combinacion de las variables y escribir en el

lugar correspondiente de la tabla el resultado de la evaluacion.

Por ejemplo, con la funcién siguiente:
fla,b,c)=a+a b c+ac'.

Si evaluamos la expresion para el caso de la combinacién [a b c] = [0 O O], obtenemos el si-
guiente resultado:

0+1-1-0+0:1=0+0+0=0.
Por tanto, en la primera fila de la tabla irad un 0.
Para la combinacion [a b ] = [0 0 1] obtenemos el resultado que presentamos a continuacion:
0+1-1-1+0-0=0+1+0=1.
Por tanto, en la segunda fila ird un 1. Y asi sucesivamente hasta haber evaluado la funcion
para todas las combinaciones.
b) Analizar la expresion a vista, deducir para qué valores de las variables de la
funcion vale 1 6 0, y rellenar la tabla.

Tomamos la misma funcién del ejemplo anterior. Vemos que siempre que a = 1, la funcién
vale 1 (por la ley 4, de dominancia). Por tanto, podemos poner un 1 en todas las filas en las
que a =1 (las cuatro ultimas).

A continuacién estudiamos los casos en que a = 0 (los que nos faltan por rellenar). La expre-
sion de la funcion nos queda de la siguiente manera:

f0,b,c)=0+0"-b"-c+0-c'=b"-c.

Esta expresion vale 1 s6lo en el caso [b c] = [0 1]. Por tanto, pondremos un 1 en la fila corres-
pondiente a la combinacién [0 O 1].

Para las combinaciones que ain nos quedan por rellenar, la funcién vale O.

Observamos que el paso de expresion a tabla de verdad nos puede ser muy
atil a la hora de determinar si dos expresiones algebraicas son equivalentes
o no. Podemos obtener la tabla de verdad a partir de cada una de las expre-
siones, de modo que si las tablas resultantes son iguales, podemos concluir
que las dos expresiones corresponden a una misma funcion.
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Actividades

12. Obtened la tabla de verdad de las siguientes funciones:

a)fx,y z,w) =xyzw +yzZw+ X'z + xyw + X'yz’w’

b)fx,y,z,w=xy+z

13. Mediante tablas de verdad, estudiad si las dos expresiones siguientes son equivalentes:
a) f=xy +yw+x'w,

b) g=Xy'ZW + X'Z’'w + yZ'w + xyw + X'z.

14. Escribid la tabla de verdad correspondiente a la actividad 7.

15. Escribid la tabla de verdad correspondiente a la actividad 8. Encontrad la solucién de la
actividad a partir del estudio del contenido de esta tabla.
El paso de tabla de verdad a expresion algebraica se puede hacer “a vista”,
si tenemos suficiente experiencia. Sin embargo, serd mas comodo si lo hace-
mos conociendo las expresiones en suma de mintérminos, que veremos en el

siguiente apartado.

1.3.4. Expresiones en suma de mintérminos

Ya hemos visto que hay infinitas expresiones algebraicas equivalentes para
una funcién cualquiera. Ahora bien, cualquier funcion légica se puede expre-
sar con una expresion en suma de productos. Es decir, una expresion de la for-

ma siguiente:

A+B+C,

donde A, By C son términos producto, es decir, tienen la forma que reprodu-

cimos a continuacion.
X-Y-Z

donde X, Yy Z son variables l6gicas, bien negadas o bien sin negar. Por ejem-
plo, las dos expresiones siguientes corresponden a la misma funcion (lo podéis
demostrar), pero solo la segunda tiene la forma de suma de productos:

fx,y,2)=x+yZ7)z
fx,v,zoy=xy z+x' yz.

A partir de la tabla de verdad de una funcién es muy sencillo obtener una ex-
presion en suma de productos. Veamos las tablas de verdad de las cuatro fun-

ciones siguientes:

R
>
=
&
St
=h
o
-

[ e I = I = =)
- —_ 00 = = 0O O
- o - O = O = O
O O O O O o —= o0
O O O —= O O oo
o = O O O © o o
o = O = O o = o
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Si examinamos fy, f1 Y f2, observamos que tienen la particularidad de valer 1
sOlo para una de las combinaciones de las variables de entrada, de manera que
las podemos expresar facilmente con un solo término producto, en el que
aparecen todas las variables, negadas o sin negar. Las variables que valen 0
en la combinacién que hace que la funcién valga 1 apareceran negadas en el
término producto; las que valen 1 apareceran sin negar. Asi, obtenemos los si-

guientes términos producto para las funciones anteriores:

fo(x2, X1, X0) = X2" X1" xq
f1(x2, X1, X0) = XpX1'x¢.
f2(x2, X1, X0) = X2 X1 Xq'.

Se denomina término minimo o mintérmino el término producto (tni-
co) que expresa una funciéon que sélo vale 1 para una sola combinacion

de las variables de entrada.

No es tan sencillo obtener “a vista” una expresion para la funcién F, ya que
vale 1 para varias combinaciones de las variables. Ahora bien, si podemos ver

facilmente que F vale 1 o bien f;, o f; o f; valen 1. Es decir,
F=fo+fi+f2
Por tanto, obtenemos lo siguiente:
F(xp,x1,X0) = x3" x1" X0 + X2 X1" X" + X3 X1 X(/,
que es una expresion algebraica de F en forma de suma de productos.
Asi pues, a partir de la tabla de verdad de una funcién podemos obtener
una expresion en suma de productos haciendo la suma légica de los

mintérminos que la forman. Por este motivo, la expresion que obtene-
mos de esta forma se llama suma de mintérminos.

En el siguiente capitulo (apartado 2.3) veremos que a partir de una expresion
en suma de mintérminos se puede obtener otra expresion en suma de produc-

tos mas sencilla.

Actividades

16. Obtened la expresion en suma de mintérminos de las funciones fy, f1, f2 ¥ f3:

R
>
=
&
St
)
o
ol

_ a0 0 OO
- _ 00 = =0 ©°
- o = O = O = O
- O O © o —- o o
N e = = =)
- o - O = O = O
- 00 _ O = =0

Nota

En un mintérmino figuran
siempre todas las variables
de la funcién, ya sea negadas
o0 sin negar.

Nota

Cualquier funcién légica se
puede expresar también en
forma de producto de sumas,
pero no trataremos este asunto
en este curso.

Las expresiones en suma de
mintérminos o producto de su-
mas se llaman formas canénicas
de una funcién. Los mintérmi-
nos se denominan términos
candnicos.
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17. Obtened la expresiéon en forma de suma de mintérminos de las siguientes funciones:

a) flx,y,2)=xy+2
b) fix, ¥, z, w) =X'Y'zw + X'V'Z' + xy'W + yz'w.

1.4. Otras funciones comunes

Hemos visto que existen cuatro funciones logicas de una variable (figura 1) y
dieciséis de dos variables (figura 2). Nos hemos fijado, especialmente, en las
funciones f5, §1 y §7, porque corresponden a las operaciones basicas del 4lgebra
de Boole, y las hemos llamado, respectivamente, negacion (NOT), producto 16-
gico (AND) y suma logica (OR). A continuacion hemos visto que cualquier fun-
cion logica se puede construir a partir de estas tres.

De entre las funciones de dos variables, existen otras que también reciben un

nombre propio, ya que se utilizan de manera comudn. Son las siguientes:
Funcion O-exclusiva o XOR

Esta funcion vale 1 cuando alguna de las dos variables de entrada vale 1, pero
no cuando valen 1 las dos a la vez; por eso recibe el nombre de O-exclusiva. Es

la funcion g de la figura 2.

Se representa con simbolo “®”, y presenta esta tabla de verdad:

a b | a®b

0 0 0

0 1 1 a® b=adb+ab
1 0 1

1 1 0

La funcién XOR de mas de dos variables se calcula de este modo:
adbdc@®@d=((a®b) ®c)®d).

Por tanto, da O si un nimero par de las variables vale 1, y da 1 si un namero

impar de las variables vale 1. Fijémonos que en el caso de dos variables, este

hecho se traduce en lo siguiente:

a®b=0=>ay b tienen el mismo valor,
a® b=1=>ay b tienen valores diferentes.

Por tanto, la funcién XOR nos permite saber si dos variables son iguales o no

lo son.

Otras propiedades de la XOR:

O®a=a,
1®a=a.

Asi, si hacemos la XOR de una
variable con un 0, la variable queda
inalterada, mientras que si hacemos
la XOR con un 1, en la salida aparece
la variable negada.

o
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Funcion NAND
Es la negacion de la AND, es decir:

aNAND b = (a - b)".

Por tanto, vale 1 siempre que no se cumpla que las dos variables de entrada

valgan 1. Es, pues, la funcién g4 de la figura 2. Esta es su tabla de verdad:

(a+b)’

Q

- - o o
- O = Oo| T
O = = -

Funciéon NOR
Es la negacion de la OR, es decir:

aNORb=(a+b).

Por tanto, vale 1 s6lo cuando ninguna de las dos variables de entrada vale 1.

Es la funcion gg de la figura 2. Esta es su tabla de verdad:

(a+b)’

Q

- = o O
- O = O| T
o © o =

1.5. Funciones especificadas de manera incompleta

Existen funciones para las que algunas combinaciones de las variables de entra-
da no se produciran nunca. Por ejemplo, supongamos una funcién f(x,, x1, xg)
en la que las variables corresponden a sefiales conectadas a tres aparatos de me-

dicion del sonido en una sala, de manera que tenemos lo siguiente:

x5 =1 si el sonido supera los 100 dB, x, = 0 de otro modo,
x1 = 1 si el sonido supera los 200 dB, x; = 0 de otro modo,
xo = 1 si el sonido supera los 300 dB, x; = 0 de otro modo.

La combinacion [x,, x1, xg] = [0 1 0] no se producird nunca, ya que es imposi-
ble que el sonido esté por debajo de los 100 dB y por encima de los 200 dB
simultdneamente. Tampoco se dardn nunca las combinaciones [0 0 1], [0 1 1]

y[101].

Las combinaciones que nunca se produciran se llaman combinaciones

“no importa” o combinaciones don’t care.
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En la tabla de verdad de una funcién escribiremos x en las filas correspondien-
tes a las combinaciones “no importa”. Por ejemplo, supongamos que la fun-
cién anterior debe valer 1 si el sonido estd entre 100 dB y 200 dB o si el sonido

supera los 300 dB. Su tabla de verdad es la siguiente:

X2 X1 Xo fo
0 0 o0 0
0 0 1 X
0 1 0 X
0 1 1 X
1 0 o0 1
1 0 1 X
1 1 0 0
1 1 1 1

En el capitulo siguiente veremos como se pueden obtener expresiones
algebraicas de funciones especificadas de manera incompleta.

Actividades

18. Se quiere construir un sistema que compute cinco funciones de salida (1, v2, ¥3, V4 € ¥'s5)
de tres variables (x,, X1 y xq). Estas tres variables codifican las cinco vocales, tal como se mues-
tra en la siguiente tabla:

vocal X, X1 Xp
A 0O 0 0
E o o0 1
I 0o 1 0
O 0o 1 1
V] 1 0 o

Cada una de las cinco funciones esta asociada a un segmento de un visualizador de cinco seg-
mentos como el que se muestra en la figura. Por ejemplo, cuando y; vale 1, el segmento que
hay encima del visualizador se ilumina. La figura muestra también qué segmentos se deben
iluminar para formar las diferentes vocales.

Y1 B

) —P» Y4 E

X —» Y3 Y4 EI
X — W — > Y Yo | e Y2

o A 7S g

En cada momento el visualizador debe formar la vocal que codifiquen las variables de entra-
da en ese momento. Escribid la tabla de verdad de las cinco funciones.

19. Se quiere disefar un sistema de riego de una planta con control de la temperatura y de la
humedad de la tierra. El sistema tiene tres sefiales de entrada (variables) y dos de salida (fun-
ciones).

Entradas:

— Un sensor de temperatura (f): se pone a 1 si la temperatura de la tierra supera un limite pre-
fijado TO.
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— Dos sensores de humedad de la tierra (hyy hj): se ponen en 1 cuando la humedad de
la tierra supera los limites HO y H1, respectivamente. El limite HO es inferior al limite
HI1 (HO < H1).

Salidas:

— Regar (R): cuando se pone en 1 se activa el riego de la planta.
— Calentar (E): cuando se pone en 1 se activa el calentamiento de la tierra.

Las especificaciones del sistema son las siguientes:

- La planta se riega siempre que la tierra esta seca, es decir, siempre que no supera el li-
mite HO.

— También se riega cuando la temperatura supera el limite T0 y la humedad de la tierra es
inferior a H1.

- La tierra de la planta se calienta cuando la temperatura es inferior a T0 y la humedad su-
perior a HO.

Escribid la tabla de verdad de las funciones Ry E.
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2. Implementacion de circuitos 16gicos combinacionales

2.1. Puertas logicas. Sintesis y analisis

En las figuras 1 y 2 habiamos visto que se pueden construir hasta veinte dispo-
sitivos electronicos diferentes para funciones de una y dos variables de entrada.
Ahora bien, en la practica solo se construyen los que calculan las funciones
NOT, AND, OR, XOR, NAND y NOR.

Los dispositivos electronicos que calculan funciones logicas se llaman
puertas logicas. Son dispositivos que estan conectados a un cierto nu-
mero de sefiales de entrada y a una sefial de salida.

A continuacién presentamos el simbolo grafico con el que se representa cada
puerta l6gica. En todas las figuras que aparecen a continuacion, las sefiales de en-

trada quedan a la izquierda de las puertas y la sefial de salida queda a la derecha.

Puerta NOT o inversor
Esta puerta se representa graficamente con este simbolo:

e—l>o—s

El funcionamiento es el siguiente: si en la entrada e hay un O (tensidn baja),
entonces en la salida s habrd un 1 (tension alta). Y a la inversa, si hay un 1 en

el punto ¢, entonces habra un 0 en el punto s.
Por tanto, la puerta NOT implementa fisicamente la funciéon de negacién: s =¢'.

Puertas AND y NAND

Se representan graficamente con estos simbolos:

a sl a 52
b —— b ——

Puerta AND Puerta NAND

Ved las figuras 1y 2 en el 0

subapartado 1.1 de este médulo. |

Puertas logicas

Estan formadas internamente
por diferentes combinaciones
de transistores, que son los dis-
positivos electrénicos més ele-
mentales.

NAND

La funcién NAND es muy
utilizada en el disefio de circui-
tos reales porque es muy fécil
implementarla con transistores
(es decir, no se implementa

a partir de una puerta AND

y una NOT).
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La puerta AND implementa la funcién légica AND, es decir, la salida s1 vale 1

sOlo si las dos entradas a y b valen 1. Por tanto, s1 =a - b.

La puerta NAND implementa la funcién légica NAND. En el punto s2 hay un 1

siempre que en alguna de las dos entradas a o b haya un 0. Es decir, s2 = (a - b)".

Puertas OR y NOR
Se representan graficamente con estos simbolos:

El circulo en un circuito

a ] a El circulo simboliza una
9 s2 negacion en sefales de salida
b b
(como en las puertas NOT,

NAND y NOR). También se
usa un circulo para negar
Puerta OR Puerta NOR sefales de entrada, pero en
este curso no utilizaremos
esta posibilidad.

La puerta OR implementa la funcion logica OR, es decir, en la salida s1 hay un 1

si cualquiera de las dos entradas estd en 1. Por tanto, s1 =a + b.

La puerta NOR implementa la funcion légica NOR. En el punto s2 encontra-

remos un 1 sélo cuando en las dos entradas haya un 0, es decir: s2 = (a + b)".

Puerta XOR
Implementa la funcion l6gica XOR, es decir, la salida s vale 1 si alguna de las
dos entradas vale 1, pero no si valen 1 las dos a la vez. Se representa grafica-

mente con este simbolo:

a s=a®b
b

Todas las puertas (menos la NOT) pueden tener mds de dos sefiales de

entrada. Su funcionamiento es el siguiente:

e En una puerta AND de n entradas, la salida vale 1 s6lo cuando todas

las n entradas valen 1.

e En una puerta OR de n entradas, la salida vale 1 cuando una o mas
de las n entradas valen 1.

e En una puerta XOR de n entradas, la salida vale 1 cuando hay un nu-
mero impar de entradas en 1. E1 O se considera un nimero par y, por
tanto, si todas las entradas valen 0, la salida también vale 0.
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Sintesis y analisis
Cualquier funcién légica se puede implementar usando estas puertas, es decir,
se puede construir un circuito que se comporte como la funcion.

El proceso de obtener el circuito que implementa una funcién a partir

de una expresion algebraica se denomina sintesis.

El proceso de obtener una expresion de una funcion a partir del circuito

que la implementa se denomina analisis.

Para sintetizar (o implementar) una funcion a partir de su expresion algebrai-
ca, es suficiente con sustituir cada operador de la funcién por la puerta logica
adecuada. Por ejemplo, un término producto de tres variables se implementa-
r4 con una puerta AND de tres entradas. Las puertas deben estar interconecta-

das entre si y con las entradas tal como indica la expresion.

Por ejemplo, el circuito que implementa la funcion f{a, b, ¢) = a + bc’ es el siguiente:

b ———] f=a+b-c

Para analizar un circuito, es necesario escribir las expresiones que correspon-
den a la salida de cada puerta, empezando desde las entradas del circuito hasta
obtener la expresion correspondiente a la linea de salida del mismo.

Por ejemplo, el circuito siguiente implementa la funcion flg, b, ¢, d) = (a + ') (b + c + d).

f=(a+b)-(b+c+ d)

En un circuito, si una linea empieza sobre otra linea perpendicular, se entiende
que las lineas estan conectadas (y, por tanto, que tienen el mismo valor 16gi-
co). Si dos lineas perpendiculares se cruzan, se considera que no estan conec-
tadas. Si se pone un punto por encima de una linea, se interpreta que todas las
lineas que lo tocan estan conectadas. A continuacion se muestran unos cuan-

tos ejemplos.

Dibujo de las puertas

En un circuito, las puertas se
pueden dibujar en cualquier
sentido: con la sefial de salida a
la derecha o a la izquierda, y
también verticalmente con la
sefial de salida arriba o abajo,
seguin convenga para la clari-
dad del disefio.
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Actividades

20. Analizad los siguientes circuitos:

a)

21. Sintetizad la funciéon fia, b, c, d)=d - (@’ +a-b) - (b’ @ ¢).
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2.2. Diseiio de circuitos a dos niveles

2.2.1. Retardos. Cronogramas. Niveles de puertas

Las puertas l6gicas no responden instantdneamente a las variaciones en las se-
fiales de entrada, sino que experimentan un cierto retardo. La mejor forma de
entender este concepto es observando la figura 5, en la que hay un circuito

sencillo (s6lo una puerta AND) y un cronograma de su funcionamiento.

Un cronograma es una representacion grafica de la evolucion de las se-

fiales de un circuito a lo largo del tiempo.

Figura 5

a —]
Z
b—}

z1

P Tiempo

L8] t

Retardo de la puerta AND

Supongamos que en las entradas a y b hay conectados dos interruptores que
nos permiten en cada momento poner estas sefiales en 0 o en 1. En el ejemplo
de la figura 5 hemos supuesto que, inicialmente, las dos sefiales estan en 1y
que en el instante t; ponemos la sefial a a 0. En este momento, la sefial z se
deberia poner a 0, porque O - 1 = 0. Esta situacién hipotética es la que se mues-
tra en el cronograma con la seflal z1. Sin embargo, en la realidad z no se pone
a 0 hasta el instante t,, a causa del hecho de que los dispositivos electrénicos
internos de la puerta AND tardan un tiempo determinado en reaccionar. Di-

remos que la puerta AND tiene un retardo de t, — t;.

Cada puerta tiene un retardo diferente que depende de la tecnologia que se
haya usado para construirla. Los retardos son muy pequeros, del orden de na-
nosegundos, pero es necesario tenerlos en cuenta a la hora de construir fisica-

mente un circuito.

De hecho, la transicion entre diferentes niveles de tensién de una sefial tam-

poco es instantdnea, sino que se produce tal como se muestra en la figura 6.

Cronograma

Las lineas de puntos horizon-
tales representan el valor 16gi-
co 0 para cada sefal. Las lineas
continuas gruesas representan
el valor en que se encuentra
cada sefial en cada momento
(0 si la linea continua esta
sobre la linea de puntos, 1 si
esta mas arriba).

En vertical se pueden sefialar
con lineas discontinuas instan-
tes determinados de tiempo
(como t y t, en el caso

de la figura 5).
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Figura 6

P Tiempo
Retardo en la Retardo en la
subida de tensién bajada de tensién

Uno de los objetivos de los ingenieros electronicos que construyen circuitos
es que el tiempo de respuesta del circuito sea lo més breve posible. Dado que
cada puerta tiene un cierto retardo, un circuito serd, en general, mas rapido

cuantos menos niveles de puertas haya entre las entradas y las salidas.

El namero de niveles de puertas de un circuito es el nimero maximo
de puertas que una sefial debe atravesar consecutivamente para generar
la sefial de salida.

Al contabilizar el namero de niveles de puertas de un circuito no se tienen

en cuenta las puertas NOT (por razones que no veremos en este curso).

Por ejemplo, la figura 7 muestra el nimero de niveles de puertas de dos circui-
tos diferentes (podéis comprobar que la funciéon que implementan es la mis-
ma). Un buen ingeniero elegiria el circuito de la figura 7b para implementar
esta funcién, ya que es mas rapido.

Figura 7

Figura 7a: circuito con 5 niveles de puertas

. T

S

>
c >

Figura 7b: circuito con dos niveles de puertas

4

El tiempo de respuesta de una 0
puerta depende, entre otras cosas,
del ndimero de entradas de la puerta.
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Actividades

22.Completad el siguiente cronograma, suponiendo que la sefial f corresponde a la funciéon
de la figura 7b y que las entradas toman los valores dibujados. Considerad que los retardos
introducidos por las puertas son 0.

P Tiempo

2.2.2. Sintesis a dos niveles

No existe una férmula universal para encontrar la expresion de una funcion
que dard lugar al circuito mas rapido posible. Sin embargo, conocemos una
forma de garantizar que un circuito no tenga mas de dos niveles de puertas:
partir de la expresion de la funcién en suma de mintérminos. En efecto, el cir-
cuito correspondiente a la suma de mintérminos tiene, ademas de las puertas
NOT, un primer nivel de puertas AND (que computan los diferentes mintér-
minos) y un segundo nivel en el que habra una Gnica puerta OR, con tantas
entradas como mintérminos tenga la expresion. Por ejemplo, la figura 8 mues-

tra el circuito que se obtiene cuando se sintetiza esta funcion:
f=xy'z+xyz +x'yz.

Figura 8

X y z

v v

Dy
)

v

Los circuitos que se obtienen a partir de las sumas de mintérminos se
denominan circuitos a dos niveles. El proceso por el que los obtene-
mos se denomina sintesis a dos niveles.
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Es posible que una funciéon se implemente con un circuito que tenga menos
de dos niveles. Sin embargo, no hay una manera de encontrarlo sistematica-
mente. Asi pues, las expresiones de las funciones en suma de mintérminos nos
permiten construir los circuitos en dos niveles mas rapidos posibles que pode-

mos obtener de manera sistematica.

Tener en cuenta los retardos de las diferentes puertas y de las transicio-
nes entre niveles de tension es fundamental a la hora de construir cir-
cuitos. Sin embargo, en este curso consideraremos que los circuitos son
ideales, de manera que no se tendran nunca en cuenta los retardos, es

decir, se asumira que siempre son O.

Actividades

23. Haced la sintesis a dos niveles de las siguientes funciones:
J ).

a) fx,y,z,w) =X'Y'ZW + X'yzZ’W + xy'zw’ + xyzw + X'y'Z’w + X'yzw.
b) fx,y,z) =xz' + y'z + X'y.

24. Se quiere diseflar un circuito combinacional que permita multiplicar dos nameros natu-
rales de dos bits.

a) Indicad el nimero de bits de la salida.

b) Escribid la tabla de verdad de las funciones de salida.

¢) Implementad el circuito a dos niveles.

25. Sintetizad la siguiente funcion a dos niveles:

X X1 X f
0 0 o 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 o 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

2.3. Minimizacion de funciones

Ya hemos visto que uno de los objetivos que se tiene que conseguir cuando cons-
truimos un circuito es que sea tan rdpido como sea posible. La sintesis a dos nive-

les nos permite conseguir de manera sistematica un grado de rapidez aceptable.

También es deseable que un circuito sea pequerio y barato. Estas dos caracte-
risticas estan relacionadas con el nimero de puertas del circuito: cuantas me-

nos haya, mas pequerio y barato sera.

2.3.1. Simplificacion de expresiones

En el capitulo anterior se ha visto como se puede obtener la expresion de

una funcién en suma de mintérminos. A veces, estas expresiones se pueden

Por otro lado, a partir
de la expresion de una funcién
en suma de mintérminos puede
resultar un circuito con menos
de dos niveles: si hay un sélo
mintérmino no habra el nivel OR.

Hay otros métodos de sintesis
que generan circuitos con mas
de dos niveles pero mas rapidos
que los que se obtienen a partir
de las expresiones de las funciones
en suma de mintérminos. En este
curso no los veremos.
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simplificar, lo que nos permitirad implementar la funcién con un circuito de
menores dimensiones.

En concreto, las simplificaciones que nos serdn utiles corresponden a
los casos en que dos o0 mas mintérminos se pueden reducir a un Gni-

co término producto, en el que apareceran menos variables.

Por ejemplo, sea la siguiente funcién:
&y, 2)=x"yz’ + X'yz + ...

Estos dos mintérminos nos dicen que la funcién vale 1six=0,y=1yz=00
bien si x =0, y =1y z = 1. Sin embargo, esta informacion se puede resumir
diciendo que la funcién vale 1 siempre que x =0 e y = 1, independientemente
del valor de z. Esto se puede expresar algebraicamente sacando el factor co-
mun en los dos mintérminos (es decir, aplicando las propiedades distributiva,

de complementacion y de elemento neutro):

fx,y,z) =xXyz’ + X'yz + ... =

=xyZ'+z) +...=xy-1+..=Xy+ ..

Tomamos ahora una funciéon que vale 1 para las siguientes combinaciones

[x y z] (entre otras):

[100]
[101]
[110]
[111]
Esta funcion vale 1 siempre que x = 1, independientemente del valor de y y z.
Aplicando el mismo razonamiento que antes, lo podemos expresar algebraica-

mente de este modo:

fxy,z) =xy'z" + xy'z+ xyz' + xyz + ... =
=xy'(Z'+z) + xy (Z'+2) + ... =

=X) + XY+ =X (YY) =X+

Asi pues, vemos que podemos obtener un solo término producto en los si-
guientes casos:

1. Si en dos mintérminos todas las variables se mantienen constantes menos

una, entonces podemos sacar factor comun eliminando la variable que cam-
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bia. En el término producto resultante apareceran n — 1 variables, siendo n el na-

mero de variables de la funcién.

2. Si en cuatro mintérminos todas las variables se mantienen constantes menos
dos, entonces podemos sacar factor comtn dos veces y eliminar las dos variables

que cambian. En el término producto resultante apareceran n — 2 variables.

3. En general, si en 2" mintérminos todas las variables se mantienen constantes
menos m, entonces podemos sacar factor comtn m veces y eliminar las m varia-

bles que cambian. En el término producto resultante apareceran n — m variables.

El hecho de obtener la expresion en suma de productos mas simplifica-
da posible de una funcion, sacando factor coman en los casos que se

acaban de describir, se denomina minimizar la funcion.

A partir de la expresion minimizada de una funcién, podremos construir cir-
cuitos de menores dimensiones y mas baratos que los que obteniamos de la
expresion en suma de mintérminos: quiza se necesitardn menos puertas NOT,
algunas de las puertas AND seran de menos entradas, tendran menos puertas

AND vy la puerta OR sera de menos entradas.

La figura 9 muestra los circuitos correspondientes a la expresioén en suma de min-

términos (figura 9a) y a la expresion minimizada (figura 9b) de esta funcion.

f(x2,X1,%0) = X2"X1X0 + X2X1'X(" + Xpx1Xq" =

=X X1X0 + XX  (X1'+X1) = X2'X1X0 + XX

Se puede observar que el circuito de la figura 9a tiene tres puertas NOT, tres
AND de tres entradas y una OR de tres entradas. El circuito simplificado, en
cambio, sOlo tiene dos puertas NOT, dos AND (una de dos entradas y la otra

de tres) y una puerta OR de dos entradas.

Figura 9

Figura 9a Figura 9b

X2 X4 Xo Xz X1 Xo

< v [& | [

UL
v
l

También podemos detectar otros
casos en los que se puede sacar
factor comin en una expresion

algebraica. Por ejemplo, .

f(x, Y, 2) = xy +x2=x-(y + 2)
Sin embargo, en estos casos no
nos interesan, ya que la expresion
resultante no es una suma
de productos.
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2.3.2. Sintesis minima a dos niveles. Método de Karnaugh

Observando la tabla de verdad de la funcién podemos detectar los casos en que la
expresion en suma de mintérminos se puede minimizar. Ahora bien, en algunos
casos lo podemos ver facilmente, pero en otros es mas dificil. Por ejemplo, la figu-

ra 10a muestra la tabla de verdad de la funcién:
f(xg, X1, X0) = X2'X1.

Solo observando la tabla es facil obtener esta expresion, porque las combina-
ciones por las que la funcién vale 1 (los mintérminos) se encuentran en filas

consecutivas.

La funcién de la figura 10b es f(x,, X1, Xg) = X1'Xg porque vale 1 siempre que
x1 =0y xg =1, independientemente de lo que valga x,. Sin embargo, en
este caso no es tan sencillo verlo a simple vista, ya que los mintérminos no

estan en filas consecutivas.

Figura 10

Figura 10a Figura 10b
X2 X1 X| f X2 x1_x| f
0 0 ofO 0 0 0|0
0 0 1] 0 0 0 1 1
0 1 0f 1 0 1 0|0
o 1 1 1 0 1 1|0
1 0 0O 1 0 0] O
1 0 1|0 1 0 1 1
1 1 0| 0 1 1 0| 0
1 1 1| 0 1 1 1] 0

El método de Karnaugh proporciona una mecanica sencilla para detectar
visualmente los casos en que se puede minimizar una expresion en suma
de mintérminos. Por tanto, entre todos los circuitos a dos niveles que im-
plementan una funcién, permite obtener facilmente el menor de todos.

El método de Karnaugh consta de cuatro pasos:

1) Trasladar la tabla de verdad de la funcién a una estructura que se llama

mapa de Karnaugh.
2) Detectar visualmente los casos en que se puede sacar factor comun.
3) Deducir los términos producto mas simples posible.

4) Obtener la expresion minima de la funcioén haciendo la suma logica de los

términos producto.
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Veamos detalladamente como se lleva a cabo cada uno de estos procesos.

1) Construcciéon del mapa de Karnaugh

El mapa de Karnaugh es una transcripcion de la tabla de verdad de una
funcioén a una estructura formada por casillas en la que cada una de és-
tas corresponde a una combinacién de las variables (y, por tanto, a una
fila de la tabla de verdad).

Se dice que dos casillas del mapa son adyacentes si corresponden a
combinaciones en las que s6lo cambia el valor de una variable.

La figura 11 muestra la estructura del mapa de Karnaugh para funciones de 2, 3 » : -
También es posible aplicar

5 i 3 4 i _ el método de Karnaugh a funciones
y 4 variables . Por ejemplo, la casilla que estd sombreada con gris claro corres de mas de cuatro variables, pero
. .2 T tudiara.
ponde a la combinacién [abcd]=[1101]. eB:shgccr:g,s;:; :gteoss léals?;sa
hay otros métodos mas adecuados,

que no estudiaremos.

Figura 11
Estructuras de los mapas de Karnaugh para funciones de
2 variables
4 variables
3 variables

Fijémonos en que en las cabeceras de las filas y las columnas de los ma-
pas de Karnaugh las combinaciones no estan en orden lexicografico.

De esta manera se cumple que las casillas adyacentes quedan dispuestas en el

mapa de la siguiente manera:

1. Dos casillas donde inicamente cambia el valor de una variable son adya-

centes.
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2. En los mapas de tres y cuatro variables, las casillas de la columna mas a la

derecha también son adyacentes con las de la columna maés a la izquierda.

3. Enlos mapas de cuatro variables, las casillas de la fila superior también son

adyacentes con las de la fila inferior.

Una vez dibujado el mapa, pondremos dentro de cada casilla el valor de la fun-
cion para la combinaciéon correspondiente de variables, a partir de la tabla de
verdad. En la figura 12 se puede ver un ejemplo de ello donde se muestra ex-

plicitamente la posicion de algiin mintérmino en la tabla.

Figura 12
X3 X2 X Xo| f
0 0 0 0fo0
0 0 0 1|0
0 0 1 0
0 0 1 1]0 y o
0 1 0 0ol 1 ) 0 | O 1 10
0 1 0 1|1
01 1 0lo 00 | o 1 1 0
01 1 1] 0
1 00 0|© 01 | o 1 11,0
1 00 110 \14\0 0 1 0
1 0 1 0] 1 4
1 0 1 110 o™ | o |1 |
1 1 0 0] 1
1 1 0 1] 1
1 1 1 0] 1
11 1 1@

De hecho, es suficiente con rellenar las casillas para las que la funcién vale 1.
2) Deteccion de los casos en que se puede sacar factor coman

Supongamos que dos casillas adyacentes contienen unos; corresponden, pues,
a dos mintérminos de la funcion. Sin embargo, entre éstas s6lo cambia el valor
de una variable (por la definicion de adyacencia) y, por tanto, corresponden a

un caso en el que se puede sacar factor comuan de los dos mintérminos.

Supongamos ahora que cuatro casillas adyacentes contienen unos. Entre éstas
sOlo cambia el valor de dos variables y, por tanto, corresponden a un caso en

el que se puede sacar factor comuin dos veces.

Asi, el segundo paso del método Karnaugh consiste en agrupar con rectangu-
los los unos que estén en casillas adyacentes, formando gruposde 1, 2, 4,8 6 16
unos. Los lados de estos rectangulos deben ser de un namero de casillas poten-

cia de 2, y en su interior so0lo puede haber unos.

En la figura 13 se muestran varios ejemplos de rectdngulos correctos e incorrectos.
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Figura 13

Incorrecto, porque el Incorrecto, porque el Incorrecto, porque el
rectangulo esde 3 x 1 rectangulo contiene rectangulo es de 3 x 2
casillas casillas con Os y contiene Os

o\t | 1)]o
o1 | 1|0
oo | 1|0
1 [ 11 ] 1
Correcto, porque las Correcto, porque las
filas superior e inferior columnas de los extremos
son adyacentes también son adyacentes

La manera de agrupar los unos de un mapa no es tnica. Al hacer las agrupa-

ciones, se debe tener en cuenta lo siguiente:

- Todos los unos deben formar parte de algin grupo.

- Los grupos tienen que ser lo mas grandes posible (para que en cada término
aparezca el menor ntimero posible de variables). Por este motivo, empeza-
remos buscando los mayores grupos que podamos hacer (recordando que
dentro de un grupo s6lo puede haber unos).

- Cuantos menos grupos haya, mejor (para obtener el menor namero posi-
ble de términos producto). El hecho de buscar los grupos mas grandes re-
duce el nimero total de grupos que se haran.

— Un mismo 1 puede formar parte de mas de un grupo si eso ayuda a satisfa-
cer los dos objetivos anteriores. Si después de hacer los grupos grandes que
veiamos a primera vista, queda algan 1 disperso, vemos si lo podemos agru-

par con otros unos que ya formen parte de algtin grupo.

En la figura 14 se muestran dos formas de agrupar los unos del mapa del ejemplo
anterior. La de la figura 14a no es incorrecta, pero la de la figura 14b es mejor.

Siempre se debe procurar encontrar la agrupacién 6ptima.

Figura 14

Figura 14a Figura 14b
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3) Deduccion de los términos producto

Tomamos el mapa de la figura 14b. El grupo de los cuatro unos de la tercera

columna corresponde a las combinaciones [x3 x5 X7 xg] =

1100
1101
1110

[
[
[
1111

|
|
|
|

La expresion en suma de mintérminos que se obtendria de estos cuatro unos es
X3X5X1'X0' + X3X2X1' X0 + X3X2X1X" + X3X5X1Xg. Si sacamos factor comun, obtene-
mos X3x,, porque el valor de la funcion es independiente de x; y xg. Si obser-
vamos el mapa, podemos ver que las variables x3 y x, no cambian de valor en el

rectangulo, mientras que x; y xo adoptan todas las combinaciones posibles.

Asi pues, obtendremos un término producto de cada grupo de la siguiente

manera:

1. So6lo aparecen las variables cuyo valor es constante para todas las casillas

que forman el grupo.

2. Sien todas las casillas del grupo una variable vale 1, la variable aparece en

el término producto sin negar.

3. Sien todas las casillas del grupo una variable vale 0O, ésta aparece negada en

el término producto.

Asi, en el mapa de la figura 14b, del otro grupo de cuatro unos obtenemos el

término
X2X1,.
Del grupo de dos unos obtenemos el término

Xz'X1X0’.
4) Obtencion de la expresién minima de la funcién

Ya sabemos que una funcién se puede expresar haciendo la suma légica de to-
dos sus mintérminos. Los términos producto obtenidos en el paso anterior “re-
sumen” los mintérminos de una funcién. Por tanto, podemos expresar la

funcioén realizando la suma logica de estos términos producto.

En el ejemplo de la figura 14b, la expresion minimizada de la funcion es la si-

guiente:

f(x3,X2,X1,X0) = X3Xp + XpX1" + Xp'X1Xg'.

Observad

A partir de un rectangulo

de 2™ unos obtenemos un tér-
mino producto con n— m va-
riables, siendo n el nimero de
variables de la funcién. Por
ejemplo, en el término x,"x; Xo’,
que se obtiene a partir de un
rectangulo de dos unos (m=1,
n—m = 3), hay tres variables,
mientras que el término x,x;
tiene s6lo dos variables, porque
se obtiene de un rectdngulo
con cuatro unos (m = 2,
n-m=2).
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La figura 15 muestra el circuito a dos niveles que implementa esta funcion a
partir de la expresiéon minimizada. Se puede ver que es menor y mas barato
que el que obtendriamos a partir de la expresion en suma de mintérminos ori-
ginal, ya que éste tendria cuatro puertas NOT, ocho AND de tres entradas cada
una y una OR de ocho entradas. De todos los circuitos a dos niveles que im-
plementan esta funcion, el de la figura 15 es el de dimensiones mas reducidas

y el mas barato; se dice que es el circuito minimo a dos niveles.

Figura 15

X3 X2 Xy Xg

ﬂ
—

R

Actividades

26. Sintetizad minimamente a dos niveles la funcién descrita en la actividad 7.

27. Sintetizad minimamente a dos niveles la funcién descrita en la actividad 23a. Comparad
la respuesta con la que habéis obtenido en la actividad 23a.

2.3.3. Minimizacion de funciones especificadas incompletamente

Tal como hemos visto en el apartado 1.5, el valor de las funciones especifica-
das incompletamente es indiferente para algunas combinaciones de las varia-
bles (las combinaciones “no importa”). Es decir, por las combinaciones “no

importa” tanto podemos suponer que la funcién vale 1 como que vale O.

En la tabla de verdad de la funcidon ponemos x en las filas correspondientes a
las combinaciones “no importa”. En el mapa de Karnaugh también pondre-
mos x en las casillas correspondientes. Dado que el valor de la funcion en estos
casos es indiferente, supondremos que las x son un 1 o un 0, segtin lo que nos
convenga mas, teniendo en cuenta que siempre debemos procurar obtener el
menor numero posible de agrupaciones y que las agrupaciones sean tan gran-

des como sea posible.

Tomamos de ejemplo la funcién que hemos visto en el apartado 1.5. La figura 16
muestra su tabla de verdad y el mapa de Karnaugh, con las agrupaciones de

casillas.
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Figura 16

Nos interesa suponer que las x de la fila inferior valen 1, ya que asi obtenemos
un grupo de cuatro unos y un grupo de dos unos. Por tanto, la expresion mi-
nima de la funcién es la siguiente:

f=x0+x2x1.

Actividades

28. Sintetizad minimamente a dos niveles la funcién descrita en la actividad 19.
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3. Bloques combinacionales

Un bloque combinacional es un circuito 16gico combinacional con una
funcionalidad determinada. Esta construido a partir de puertas, como los
circuitos que hemos visto hasta ahora.

Hasta este momento, las “piezas” que hemos utilizado para sintetizar circuitos
han sido puertas l6gicas. Después de estudiar este capitulo, podremos utilizar
también los bloques combinacionales como piezas para disefiar circuitos mas
complejos, como por ejemplo un computador, que no se pueden pensar a ni-

vel de puertas pero si a nivel de bloques.

3.1. Multiplexor. Multiplexor de buses. Demultiplexor

Imaginemos que en una ciudad hay tres calles que confluyen en otra calle de
un solo carril. Serd necesario un urbano o algan tipo de sefializaciéon para con-
trolar que en cada momento circulen hacia la calle de salida los coches prove-

nientes de una tnica calle confluente.

Un multiplexor es un bloque que cumple la funcién de guardia urbano
en circuitos electronicos. Tiene un determinado namero de sefiales de
entrada que “compiten” para conectarse a una sefial Ginica de salida, y
unas sefiales de control que sirven para determinar qué sefial de entrada

se conecta en cada momento con la salida.

Maés concretamente, las entradas y salida de un multiplexor son las siguientes:

1. 2" entradas de datos, identificadas por la letra e y numeradas desde O hasta
2" — 1. Diremos que la entrada de datos numerada con el O es la de menos peso

y, la numerada con el 2" - 1, 1a de mads peso.

2. Una salida de datos, s.

3. m entradas de control o de seleccidn, identificadas por la letra ¢ y numeradas
desde O hasta m — 1. Diremos que la entrada de control numerada con el O es

la de menos peso, y la numerada con m - 1, la de mads peso.

4. Una entrada de validacion, que denominamos VAL.

Existen muchos bloques
combinacionales, en este curso
veremos sé6lo los mas basicos.

Para especificar el tamafio 0

de un multiplexor, diremos que

es un multiplexor 2™-1; por ejemplo,
un multiplexor 4-1 es un multiplexor
de cuatro entradas de datos y dos de
control.
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La figura 17 muestra dos posibles representaciones graficas de un multiplexor
4-1, es decir, con m = 2 (podéis ver el primer recuadro al margen). La diferencia
entre éstas es que en la primera ponemos los nombres de las entradas, mien-

“uon

tras que en la segunda solo indicamos con los signos “+" y cuales son las
de mas y las de menos peso (se asume que el resto esta ordenado en orden de

peso). Las dos representaciones son igualmente validas.

En general, no escribiremos el nombre de la salida (tal y como se hace en la
segunda representacion) porque la podemos identificar de manera inequivo-
ca por el hecho de que estd dibujada en el punto del multiplexor donde se
juntan las dos lineas oblicuas interiores. También, en el caso de los multi-
plexores 2-1, que sélo tienen una entrada de control, podemos identificarla
por la letra “c” (sin niimero) o bien no ponerle el nombre, ya que la podemos
identificar inequivocamente por el hecho de que estara dibujada en un lado

corto del multiplexor.

Figura 17

Entradas de datos

salida del multiplexor

VAL A VAL ¢ c0
el -
el —_— 0 X X 0
o2 | 1 0 0 |e0
e | 1 0 1 | el
m _ 1 1 0 |e2
1 1 1 |e3

Entradas de contro

La figura 17 también muestra la tabla de verdad que describe el funcionamien-

to del multiplexor (en este caso un multiplexor 4-1), que es el siguiente:

¢ Cuando la entrada de validacion vale 0, la salida del multiplexor se pone
en 0 independientemente del valor de las entradas de datos. En la tabla,
esto lo reflejamos poniendo x en las columnas correspondientes a las en-

tradas de datos, en la fila en la que VAL = 0.

¢ Cuando la entrada de validacién esta activa (vale 1), entonces las entradas
de control determinan cual de las entradas de datos se conecta con la salida
de la forma siguiente: se interpretan las variables conectadas en las entra-
das de control (c; y ¢ en el ejemplo) como un nimero codificado en bina-
rio con m bits (la entrada de mas peso corresponde al bit de més peso); si
el nimero codificado es i, la entrada de datos que se conecta con la salida

es la numerada con el namero i.

En las entradas y salida de un multiplexor conectaremos las sefiales l6gicas

que convengan para el funcionamiento de los circuitos. Por ejemplo, si conec-

Algunos de los bloques
combinacionales que se describen
en este capl’tulo, ademas de las
puertas logicas descritas en el
capitulo 2, pueden encontrarse en
el mercado en forma de chips. Cada
una de las entradas o salidas de los
circuitos se corresponden con una
“pata” (llamada pin) del chip.
Entonces, una puerta AND de dos
entradas necesita 3 pins de un chip,
2 para sus entradas y 1 para
la salida. Por otro lado, un
multiplexor de 4-1 necesita 7 pins:
4 para las entradas de datos, 2 para
las entradas de control y 1 para la
salida de datos. Ademas, como las
puertas y los bloques son circuitos
electrénicos, necesitan conectarse
a una fuente de alimentacion (los
circuitos l6gicos funcionan con
corriente continua). Por este
motivo, todos los chips tienen
2 pins adicionales, uno para
conectarse al positivo de la fuente
de alimentacion y otro para
conectarse a masa (0 voltios).

Nota

En esta figura la entrada de da-
tos de mas peso del multi-
plexor se encuentra en la parte
inferior y la de menos peso, en
la parte superior. Podemos in-
vertir el orden si es mas conve-
niente para la claridad de un
circuito. Igualmente, las entra-
das de control pueden girarse
(més peso en la derecha, me-
nos en la izquierda).

Si no dibujamos la entrada de 0
validacion en un multiplexor,
asumiremos que ésta estd en 1.
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tamos las sefiales de entrada x3, x5, X1, Xo, ¥1, Yo @ un multiplexor 4-1 tal y
como se muestra en la figura siguiente, la sefial de salida z tomaré los valores

que se describen en la tabla de verdad de la derecha.

X3
VAL
Xg — X3 Y1 Yo z
1— 0 X X
Z
iz — 1 0 0 Xo
! )—
o— + 1 0 1 1
b 1 1 0 | x2x1
I I 1 1 1 0
Y1 Yo

Una posible aplicacién de los multiplexores es la implementacién de funcio-
nes logicas. La figura 18 muestra la implementaciéon de una funcién con un
multiplexor que tiene tantas entradas de control como variables tiene la fun-
cién. La salida del multiplexor valdra 1 si las variables conectadas a las sefiales
de control construyen las combinaciones 2, 5, 6 6 7, que corresponden a los

casos en que la funcién fvale 1.

Figura 18
X2 X1 X | f
o0 o oo 0 S
o o 1|0 ?
0 1 0| 1 0
0o 1 110 ? — f
1 0 0] o 1=
10 1|1 ‘ . )
1 1 0| 1
11 1|1 | | ‘

X2 X9 Xp

Multiplexor de buses

Una palabra de n bits es una agrupacion de n bits, usualmente con un
significado seméantico conjunto (por ejemplo, un nimero codificado en

binario con n bits).

Por convencién, usaremos las letras maytsculas para dar nombre a una pala-
bra o variable de n bits. Cada uno de los bits que la forman se identifica por la
misma letra en mindscula, junto a un subindice para identificar su peso. Por

ejemplo,

A = azagasasazaraiag = ay o
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Para referirnos a un subconjunto de los bits de una palabra escribiremos los

subindices correspondientes. Por ejemplo, ay ;.

Un bus es una agrupacioén de un cierto namero de cables, por cada
uno de los cuales circula un bit. Asi, una palabra de 7 bits circulara por
un bus de n bits. Diremos que es su ancho o tamario del bus.

Los buses se representan graficamente tal como se muestra en la figura 194. En 0
. 5 . N Al dibujar circuitos, es fundamental
la linea que representa la sefial ponemos una linea transversal acompafiada de indicar cuantos bits son todos los
mecHicaciin 46 mimare G6 i
- . . . . especiticacion
un numero que indica la cantidad de bits del bus. coFr)respondera' siempre a una sefial

de un solo bit.

A veces interesa disgregar los bits que forman un bus o agregarle bits adiciona-
les. Las figuras 19b, 19¢ y 19d muestran unos cuantos ejemplos de como lo re-

presentaremos graficamente.

Figura 19

\ Figura 19a: bus de 8 bits

Figura 19b: el bus de 8 bits se disgrega en dos buses.
uno formado por los 5 bits de mayor peso y otro formado
por los 3 de menor peso

4 Figura 19c: la linea inferior corresponde al bit de menos
\ AN \\ peso del bus de 4 bits. Este bit se niega y después se
agrega de nuevo al bus original

Figura 19d: |a linea inferior corresponde a una replicacion

4\ 4\ 5\ del bit de mas peso del bus de 4 bits, porque el bus original
Y N N continla siendo de 4 bits. Este nuevo bit se agrega
+\ / posteriormente al bus original, de modo que finalmente

gueda un bus de 5 bits

Un multiplexor de buses funciona igual que un multiplexor de bits, pero en
este caso las entradas de datos y la salida son buses de un determinado na-
mero de bits. La figura 20 muestra la representacion grafica de un multi-

plexor 4-1 de buses de ocho bits.

Figura 20
8 VAL
_S\v 0 VAL ¢ ¢
8 0 X X 0
—\\— el
¢ © o 1 0 0 |e0
8 1 0 1 el
—<1%3".1 0 1 1 0 |e2
1 1 1 e3
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Actividades

29. Obtened la expresion algebraica de la salida de un multiplexor 4-1. Haced su implemen-
tacion interna mediante puertas logicas.

30. Implementad la funcién f{a, b, ¢) = abc’ + a’c con un multiplexor 8-1.

31. Implementad un circuito combinacional que permita multiplicar dos nameros enteros
de dos bits representados en complemento a 2 utilizando s6lo un multiplexor.

32. Disefiad un multiplexor de 16-1 utilizando dos multiplexores 8-1 y las puertas logicas
que hagan falta.

33. Construid un circuito con una entrada X de 8 bits por la que llega un nimero natural
representado en binario y una salida Z también de 8 bits, de manera que Z = X si X es par
y Z =0si X es impar.

Demultiplexor

Un demultiplexor hace la funcién inversa de un multiplexor: dada una
sefial de entrada, determina con qué sefial de salida se debe conectar.

Los multiplexores tienen las sefiales siguientes:

1. Una entrada de datos de n bits, e (n puede ser igual a 1).

2. 2™ salidas de datos de n bits, identificadas por la letra s y numeradas desde
0 hasta 2™ — 1. Diremos que la salida de datos numerada con el O es la de me-

nos peso, y la numerada con el 2" - 1, la de mas peso.

3. m entradas de control o de seleccion, de un bit, identificadas por la letra ¢
y numeradas desde O hasta m — 1. Diremos que la entrada de control numerada

con el 0 es la de menos peso, y la numerada con m — 1, la de mas peso.

4. Una entrada de validacion de un bit, que denominamos VAL.

El funcionamiento del demultiplexor es el siguiente:

e Cuando la entrada de validacién vale 0, todas las salidas valen 0.

e Cuando la entrada de validacién vale 1, entonces las entradas de control
determinan cudl de las salidas de datos se conecta con la entrada, de la mis-
ma manera que en el caso del multiplexor (si el nimero que codifican las
entradas de control es i, la entrada se conecta con la salida numerada con

el namero i). Las salidas de datos no seleccionados se ponen a 0.

La figura siguiente muestra las dos posibilidades para la representacion grafica
de un demultiplexor 1-4 y la tabla que describe su funcionamiento. Al igual

., n won

que en el caso de los multiplexores, podemos usar los signos “+” y para in-

dicar el peso de las entradas de control y de las salidas de datos. También, al

Para especificar el tamafio 0

de un demultiplexor, diremos que

es un demultiplexor 1-2"; por ejemplo,
un demultiplexor 1-4 tiene cuatro salidas
de datos y dos entradas de control.
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igual que en el caso de los multiplexores, en general no escribiremos el nombre

de la entrada e, y si no dibujamos la entrada VAL, asumiremos que esta activa.

VA VA

sO— - 0 X X 0 0 0 0

1 si= - 1 0 o0 [0 0 o0 e

s2— — 1 0 1 0 0 e 0

A o3 N 1 1 0[O0 e 0 O

] ] 1 1 1 e 0 0 0
Actividades

34. Se quiere disefiar un circuito que controle el acceso a una sala de conciertos que tiene
en la entrada dos luces, una verde y otra roja, de manera que en cada momento sélo esta
encendida una de las dos (la roja si la sala esté llena, la verde si todavia cabe gente). El
circuito recibe como entrada una sefial lleno que vale 1 cuando la sala esta llena y O cuan-
do todavia no. Para encender la luz verde, se debe activar la sefial verde, y para encender
la roja se tiene que activar la sefial rojo. Implementad el circuito usando s6lo un demul-
tiplexor.

3.2. Codificadores y descodificadores

La funcién de un codificador es generar la codificacién binaria de un

namero.

Los codificadores tienen las siguientes sefiales:

1. Una entrada de validacion, VAL, que funciona igual que en el caso de los
multiplexores: si vale 0, todas las salidas valen O (cuando no dibujemos la en-

trada de validacién, asumiremos que vale 1).

2. 2™ entradas de datos (de un bit), identificadas por la letra e y numeradas de 0

a 2™ -1 (la de namero mas alto es la de mas peso).

3. m salidas de datos (de un bit), identificadas por la letra s y numeradas de O
am-1, que se interpretan como si formaran un niimero codificado en binario

con m bits (la salida de mas peso corresponde al bit de mayor peso).

El funcionamiento de un codificador es el siguiente:

Cuando la entrada de validacién vale 1, si la entrada de mayor peso de
entre las que estan en 1 es la numerada con el namero i, entonces las
salidas codifican en binario el namero i. O, dicho de otro modo: para
que un codificador genere la representacion binaria del namero i, es pre-
ciso que la entrada activa de mds peso sea la numerada con el nimero i.
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La figura 21 muestra la representacion grafica de un codificador 4-2 y la tabla de

verdad que explica su funcionamiento (observamos que, como en el caso de los 5233%3%}?;:5::}3?:335 que !i

. - , es un codificador 2 — m; por ejemplo,
multiplexores, podemos utilizar los simbolos “+” y “~" en lugar de los nombres un codificador 4-2 es un codificador
de cuatro entradas y dos salidas.

de las entradas y salidas). Vemos que, por ejemplo, cuando e3 =0y e2 =1, las
salidas codifican el niimero 2, independientemente del valor de el y €0, porque
la entrada de mas peso que esta activa es e2. Se dice que, cuanto mas peso tiene
una entrada, mas prioridad tiene.

Figura 21
Fijémonos en que las salidas 0
del codificador valen 0 tanto si no
hay ninguna entrada en 1 como
si se encuenga enl Iasntlrada dedmenos
VAL eso (y también cuando la entrada
VAL ) VAL e3 e2 el e0|sl sO VAL es 0y,
— el 0 X X X X 0 0
— et sO— ) 1 0 0 0 0|0 0O
—e2 s1b— — [ 1 o o0 0 1|0 O
—e3 ] 1 0 0 1 x |0 1
1 ] 1 X X 1 0
1 1 X X X 1 1

La siguiente figura muestra un ejemplo de uso de un codificador y la tabla de
verdad que describe el funcionamiento del circuito.

Recordemos que si en un
codificador no dibujamos

la entrada de validacion,
X3 X2 X1 Yo |21 2o asumiremos que ésta se
Xo - encuentra en 1.
0 2 0 0 0 0|0 O
B 0 0 0 1 0 0
oS X — A 0 0 1 x |1 0
D— + 0 1 x x |1 1
Xo—,
1 X X X 1 1

Los descodificadores cumplen la funcién inversa a los codificadores:
dada una combinacién binaria presente en la entrada, indican a qué nt-
mero decimal corresponde.

Los descodificadores tienen las siguientes sefiales:
1. Una entrada de validacion.

2. m entradas de datos, identificadas por la letra e y numeradas de O a m - 1,
que se interpretan como si formaran un nimero codificado en binario (la en-
trada de mas peso corresponde al bit de mayor peso).

3. 2" salidas, identificadas por la letra s y numeradas de 0 a 2" — 1, de las cua-
les s6lo una vale 1 en cada momento (si la entrada de validacién esta en O, en-
tonces todas las salidas valen 0).
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El funcionamiento de un descodificador es el siguiente:

Cuando la entrada de validacion vale 1, si las entradas codifican en bi-

nario el namero i, entonces se pone en 1 la salida numerada como i.

La figura 22 muestra la representacion gréafica de un descodificador 2-4 y la ta-

bla de verdad que describe su funcionamiento.

Figura 22
I |

VA
)/30— y_ VAL el e0|s3 s2 sl sO
0 x x|0 0 0 0
—e0 s'—  —- — 1 0 o|lo o o 1
— et 22— —+ — 1 0 1/0 0 1 0
s3+— +— 1 1 0|0 1 0 0O
1 1 111 0 0 o0

Los descodificadores también se pueden utilizar para implementar funciones
l6gicas. Si la funcion tiene n variables, usaremos un descodificador n - 2"y co-
nectaremos las variables en las entradas en orden de peso. De este modo, la
salida i del descodificador se pondra en 1 cuando las variables, interpretadas
como bits de un ntmero binario, codifiquen el niimero i. Por ejemplo, si co-
nectamos las variables [x; xg] a las entradas [e; ] del descodificador de la fi-

gura 22, la salida s2 valdra 1 cuando [x1 xg] = [1 O].

Por tanto, para implementar la funcién sera suficiente con conectar las salidas
correspondientes a las combinaciones que hacen que la funcién valga 1 en
una puerta OR. Cuando alguna de estas combinaciones se encuentre presente
en la entrada del descodificador, la salida correspondiente se pondrd en 1y,
por tanto, de la puerta OR saldrd un 1. Cuando las variables construyan una
combinacién que haga que la funcion valga 0, todas las entradas de la puerta

OR valdran 0y, por tanto, también su salida.

La figura 23 muestra un ejemplo de esto. Podemos comprobar que la salida de
la puerta OR valdré 1 cuando valga 1 la salida s2 del descodificador, o la s5, la
s6 o la s7. Es decir, cuando las variables de entrada construyan alguna de las

combinaciones que hagan que la funcion valga 1.

Figura 23

X2 X1 X f

0 0 0]0 Y =

0 0 1/0 Xo—+ z; E

0 1 01 “C

01 10 A= sa b
s6

1.0 11 o

11 01

1 1 11

Para identificar el tamaino
de los descodificadores
utilizaremos la misma convencion
que en el caso de los codificadores;
por ejemplo, descodificador 3-8.

Si no dibujamos la entrada

de validacién en un descodificador,

asumiremos que esta en 1.
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Cuando disefiamos un circuito usando bloques, podemos dejar una o
mas salidas de los bloques sin conectar a ningan sitio. Sin embargo, no
podemos dejar ninguna entrada sin conectar, puesto que el comporta-
miento seria indeterminado.

Actividades

35. Deducid la implementacién interna (mediante puertas logicas) de un codificador 4-2.
36. Deducid la implementacién interna (mediante puertas 16gicas) de un descodificador 2-4.
37. Implementad la funcion f{a, b, ¢) = abc’ + a’c con un descodificador 3-8.

38. Diseriad un circuito que genere la representacién en signo y magnitud de nlimeros

en el rango [-7, 7]. El circuito debe tener estas entradas y salidas:

e Ocho entradas de un bit, e7, €6, ... €0, de las cuales como mucho una estard activa en
cada momento. Si la que estd a 1 es ei, la magnitud del nimero que hay que represen-
tar es i.

e Otra entrada de un bit sg, que indica el signo del namero que hay que representar (0
positivo, 1 negativo).

e Cuatro salidas de un bit, s3... sO, que contendran la representacién en signo y magni-
tud del namero que se quiere representar. El nimero O se representard siempre con el
bit de signo a 0.

e Otra salida de un bit, null, que valdra 1 sélo cuando no se indique ninguna magnitud
para ser representada. En este caso, las salidas s3... sO también valdrén O.

39. {Qué hace el siguiente circuito suponiendo que X = (x,, X1, Xo) Y Y = (2, 1, ¥o) son na-
meros enteros codificados en complemento a 2?

40. Construid un circuito que implemente la funcién Y = (X + 3) mod 4, siendo X e V'
nameros naturales representados en binario con 2 bits. El circuito s6lo puede contener
dos bloques y ninguna puerta.

41. Dado el siguiente circuito:

X1

Xo
X3

X3 X2



CC-BY-SA  PID_00163599 50 Los circuitos I6gicos combinacionales

a) Encontrad las expresiones algebraicas de E; (i=0, 1, 2, 3) en funcion de x3, X1 y Xg.
b) Escribid la tabla de verdad de F(x3, x5, X1, Xq).

42. Diseflad un descodificador 3-8 utilizando dos descodificadores 2-4 y las puertas logicas
que hagan falta.

43. ;Qué funcién cumple el siguiente circuito si interpretamos las entradas y la salida como
nameros codificados en binario natural?

2
A—~—> 2
z—»p

3.3. Desplazadores 16gicos y aritméticos

Un desplazador es un bloque combinacional que tiene la funcién de
desplazar bits hacia la izquierda o hacia la derecha.

Los desplazadores tienen una sefial de entrada y una sefial de salida, las dos de
n bits. La seflal de salida se obtiene desplazando los bits de entrada m veces

hacia la derecha o hacia la izquierda.

1. Si el desplazamiento es hacia la izquierda, los m bits de menos peso de la

salida se ponen a 0.

2. Si el desplazamiento es hacia la derecha, existen dos posibilidades para los

m bits de mas peso de la salida:

- En los desplazadores 16gicos se ponen a 0.

- En los desplazadores aritméticos toman el valor del bit de mds peso de la
entrada. Fijémonos en que, si interpretamos las entradas y salidas como nua-
meros codificados en complemento a 2 con n bits, los desplazadores aritmé-

ticos mantienen en la salida el signo de la entrada.
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Las figuras 24a y 24b muestran la representacion grafica y la implementacion
interna de un desplazador de un bit a la izquierda y de un desplazador aritmé-
tico de dos bits a la derecha, respectivamente, de sefiales de cuatro bits. En el
caso de los desplazadores a la derecha, usaremos la letra L para indicar que son

légicos y la letra A para indicar que son aritméticos.

Figura 24

Figura 24a: Desplazador (légico o aritmético) de un bit a la izquierda

X
i
<<1

an

Za Z2 I1 Zo

Figura 24b: Desplazador aritmético de 2 bits a la derecha

X Xz Xz X1 Xp

v
V
N
=

Si interpretamos las entradas y salidas como codificaciones de nameros naturales,
podemos decir que los desplazadores cumplen las funciones de multiplicar y di-
vidir por potencias de 2 (divisién entera). Un desplazador de m bits a la izquierda
multiplica por 2", y un desplazador 16gico de m bits a la derecha realiza la division
entera por 2", Si interpretamos los nameros como codificados en complemento

a 2, entonces para dividir por 2™ hay que usar desplazadores aritméticos.
Actividades

44. Contestad los siguientes apartados:

a) Implementad un circuito que pueda actuar como un desplazador de un bit a la izquierda
de sefiales de cuatro bits usando un multiplexor 2-1 de buses de cuatro bits. Una sefial de con-
trol de un bit, d, determina si el nimero de entrada se debe desplazar o no.

b) (A qué operacion aritmética equivale este desplazamiento?

¢) Indicad cuando se produciria desbordamiento en los casos de interpretar la sefial de en-
trada como un namero natural codificado en binario o bien como un ntimero entero codi-
ficado en complemento a 2.

3.4. Bloques AND, OR y NOT

Estos bloques hacen las operaciones AND, OR y NOT bit a bit sobre en-
tradas de n bits.
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Tienen dos entradas de datos (s6lo una en el caso del bloque NOT) y una sali-
da, todas de n bits. La figura 25 muestra su representacion grafica y la imple-
mentacién interna para el caso n = 4.

Figura 25

A B
m
R

v

Podemos construir bloques anéalogos a estos, por ejemplo un bloque XOR seria
aquel que hace la XOR bit a bit de las entradas.

Actividades

45. Diseflad un circuito con una entrada X por la que llegan nameros naturales represen-
tados en binario con 8 bits y una salida Z de 8 bits, de manera que Z = X’ si X es maltiple
de 4, y Z = x3x,00 si no lo es.

46. Sea el circuito l6gico combinacional siguiente, en el que la entrada X y la salida Y codifi-
can nimeros naturales en binario y 3 bits y el bloque MO tiene este comportamiento:

S = XpX1Xg + XpX1Xo' + XoX1'Xg' + XoX1'Xg + X2 XX
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a)Implementad el bloque MO con el minimo namero de bloques combinacionales y, si
fuera necesario, puertas logicas.

b);Qué funcion hace el subcircuito identificado como M1?

c)Escribid la tabla de verdad del circuito completo.

3.5. Memoria ROM

ROM

La memoria ROM es un bloque combinacional que permite guardar el La denominacién ROM

valor de 2" palabras de n bits. deriva del inglés read only
memory, porque se refiere

a las memorias en las que

no se pueden hacer escrituras,
sino sélo lecturas.

Podemos ver una memoria ROM como un archivador con cajones que guar-
dan bits. Cada cajon tiene capacidad para guardar un cierto nimero de bits
(todos tienen la misma) y el archivador tiene un niimero determinado de ca-

jones, que es siempre una potencia de dos.
La memoria ROM tiene los siguientes elementos:

1. 2™ palabras o datos de n bits, cada una en una posiciéon (cajon) diferente
de la memoria ROM. Las posiciones que contienen los datos estdin numeradas

desde el 0 hasta el 2™ — 1; estos nameros se llaman direcciones.

2. Una entrada de direcciones de m bits, que se identifica con simbolo @. Los
m bits de la entrada de direcciones se interpretan como nameros codificados

en binario (y, por tanto, es necesario determinar el peso de cada bit).
3. Una salida de datos de n bits.

El funcionamiento de la ROM es el siguiente:

Cuando los m bits de la entrada de direcciones (interpretados en bina-
rio) codifican el nimero i, entonces la salida toma el valor del dato que
hay almacenado en la direccion i. Para referirnos a este dato usaremos
la notacion M[i], y diremos que leemos el dato de la direccion i.

Asi pues, s6lo se puede acceder al valor de una palabra (leerla) en cada instante

(es como si en cada momento so6lo se pudiera abrir un cajon).

La figura 26a muestra como representaremos la memoria ROM. La figura 26b
muestra un posible contenido de una memoria ROM de cuatro palabras de 3

bits. En este ejemplo,

MJ0] = 001
M[1] = 100
M[2] = 111
M|3] = 001
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Figura 26
Figura 26a Figura 26b
M[O] 4
M[1] @ M@
" ) olo o 1
\ | @ . 2m palabras de n bits 111 00
' 211 11
M[i]
310 0 1
v

Jrn

La memoria ROM también se puede utilizar para sintetizar funciones 16gi-
cas. Por ejemplo, si conectamos las variables x; y xy (en orden de peso) a
las entradas de direcciones de la ROM de la figura 26b, entonces podemos
interpretar los tres bits de salida como la implementacion de las tres fun-

ciones siguientes:

S I fi fo
0 0 0 0 1
0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1

Actividades

47.Indicad el tamafio y el contenido de una memoria ROM que implemente la funcién des-
crita en la actividad 24.

48. Indicad el tamario y el contenido de una memoria ROM que implemente la funcién des-
crita en la actividad 19.

49. Utilizando s6lo una memoria ROM, se quiere diseflar un circuito que, dado un ni-
mero X representado en signo y magnitud con 8 bits, dé a la salida el mismo ntimero re-
presentado en complemento a 2 y 8 bits. Describid el contenido que debe tener la
memoria ROM (sin escribir todo su contenido) e indicad el tamafio minimo que debe te-
ner. Escribid el contenido de las palabras de las direcciones 50, 100 y 150.

50.El circuito combinacional de la figura cuenta el nimero de unos que tiene una palabra
de entrada de cuatro bits.

If ORDEN (05..00) \I A

I ; ]

| I
ENTRADA Lyl ORDENAR CONTAR [/ CUANTOS
(e5--€0) 4| 4 :3 (92--90)
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El bloque ORDENAR ordena la palabra ENTRADA y coloca todos los unos a la derecha y todos
los ceros a la izquierda. Por ejemplo:

Si ENTRADA = 0101, entonces ORDEN = 0011.
Si ENTRADA = 0000, entonces ORDEN = 0000.

El bloque CONTAR genera en la salida CUANTOS la codificacién binaria de la cantidad de
unos de la palabra ORDEN. Por ejemplo:

Si ORDEN = 0011, entonces CUANTOS = 010 (2).
Si ORDEN = 0000, entonces CUANTOS = 000 (0).

Resolved los siguientes apartados:

a) Escribid la tabla de verdad del bloque ORDENAR.

b) Diseflad el bloque CONTAR utilizando s6lo bloques combinacionales (exceptuando me-
moria ROM), del tamafio que haga falta.

¢) Disefiad el circuito combinacional completo A con una memoria ROM e indicad su tama-
flo y contenido.

3.6. Comparador

El comparador es un bloque combinacional que compara dos niimeros
codificados en binario e indica qué relacion existe entre éstos.

Un comparador tiene las siguientes sefiales:

1. Dos entradas de datos de n bits, que reciben los nombres A y B. Se interpre-
tan como nameros naturales codificados en binario.

2. Tres salidas de 1 bit, de las que sélo una vale 1 en cada momento:

— Lasalida A > B vale 1 si el nimero que llega por la entrada A es mayor que
el que llega por la entrada B.

— Lasalida A = B vale 1 si los dos nimeros de entrada son iguales.

- Lasalida A < B vale 1 si el namero que llega por la entrada A es menor que
el que llega por la entrada B.

La figura 27 muestra la representacion grafica de un comparador.
Figura 27
A B

CMP

A>B A=B A<B
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Actividades

51. Deducid las expresiones algebraicas de las funciones de salida A = By A < B de un com-
parador de ntimeros de 2 bits y haced su implementacion mediante puertas logicas.

52. Disefiad un circuito que obtenga en su salida el mdximo de dos ntimeros naturales,
X eY, de 4 bits.

53. Utilizando cualesquiera de los bloques y puertas que se han visto, disefiad un circuito
con dos entradas X e Y que codifican nameros naturales en binario y 3 bits y una salida
S de 2 bits, que funcione de la manera siguiente:

e Si X >Y,S debe valer O1.

e SiX<Y,S debe valer 10.

e Si X =Yyson diferentes de 0, S debe valer 00.
* Si X =YysonigualesaO, S debe valer 11.

54. Se dispone de dos hornos, cada uno de los cuales viene equipado con un termémetro
digital para medir la temperatura interior. Los termémetros generan una sefial de 8 bits
que codifica la temperatura en binario (los hornos siempre estdn entre 0 °C y 255 °C).

Utilizando cualesquiera de los bloques y puertas que se han visto, disefiad un circuito 16-
gico combinacional que, recibiendo por las entradas A y B la temperatura de los dos hor-
nos, informe mediante la salida R, de 2 bits, en qué rango de temperaturas se encuentra
el horno que esta més caliente de los dos; si los dos estan a la misma temperatura, indicad
en qué rango se encuentra esta. La correspondencia entre rangos de temperaturas y valor
de la sefial R es como sigue:

Temperatura del horno que esta mas caliente (o igual) R
[11000000, 11111111] 11
[10000000, 10111111] 10
[01000000, 01111111] 01
[00000000, 00111111] 00

3.7. Sumador

Recordad

El sumador es un bloque combinacional que realiza la suma de dos na- .
Tal como se ha estudiado

meros codificados en binario o bien en complemento a 2. en el médulo “Representacion
de la informacién numérica”,
la representacién de los ente-
ros en complemento a 2 per-
mite hacer las sumas utilizando

La figura 28 muestra la representacion grafica de un sumador de n bits. Las se- la misma mecénica que en las
N . L. sumas de nimeros codificados
flales que tiene son las siguientes: en binario. Por tanto,

si un bloque realiza la suma de
ndmeros codificados en bina-

1. Dos entradas de datos de n bits, que llamaremos A y B, por donde llegaran rio, su salida también sera la
suma correcta si Interpretamos
los nameros que se tienen que sumar. los ndmeros de entrada como

enteros codificados en com-

plemento a 2. Por eso decimos

2. Una salida de n bits, llamada S, que tomara el valor de la suma de los nd- que el sumador suma nimeros
codificados en binario o bien

meros Ay B. en complemento a 2.

3. Unasalida de 1 bit, C,,;;, que valdra 1 si cuando se haga la suma se produce

acarreo en el bit de mas peso.

La nomenclatura de las sefales de 0
entrada y salida de acarreo (C)

deriva de carry, que es la palabra

inglesa que se utiliza para acarreo.

4. Una entrada de 1 bit, C;;,, por donde llega un acarreo de entrada.
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Figura 28

La entrada C;;, es Gtil cuando se quieren sumar nimeros de 2 - n bits y solo se
dispone de sumadores de n bits. En este caso se encadenan dos sumadores: el
primero suma los n bits mas bajos de los nameros y el segundo, los n bits més
altos. La salida de C,,; del primer sumador se conecta con la entrada C;, del
segundo para que el resultado sea correcto. La figura 29 ofrece un ejemplo para
el caso n =4, en el que hacemos la suma Z = X + Y, siendo X, Y y Z nameros
de 8 bits. Fijémonos en que el sumador que suma los bits més bajos lo dibuja-
mos a la derecha, porque asi los bits quedan ordenados de la manera en que
estamos acostumbrados a verlos.

Si no necesitamos tener en cuenta un acarreo de entrada, conectaremos un 0

a la entrada Cy,.

Figura 29
X7.4 ¥7.4 X3.0 Ya.0
T e e P
A B B
—1 Cou + Cin Cout + Cnf—0
S S
4 4

27.4 23.0

Como ya sabemos, el hecho de limitar la longitud de los nameros a un determi-
nado namero de bits (1) tiene como consecuencia que el resultado de una suma
no sea siempre correcto (es incorrecto cuando se produce exceso de capacidad, es
decir, cuando el resultado requiere mas de n bits para ser codificado). En las sumas
binarias, sabemos que si se produce acarreo en el bit de mas peso entonces el re-
sultado es incorrecto. En cambio, en las sumas en complemento a 2 no existe nin-

guna relacion entre el acarreo y el desbordamiento.

Por tanto, la salida C,,; de un sumador nos indica que se ha producido
un desbordamiento si interpretamos las entradas en binario, pero no
nos dice nada sobre si el resultado es correcto si las interpretamos en
complemento a 2.

Recordad

El concepto de desbordamien-
to que se ha estudiado

en el médulo “Representacién
de la informacién numérica”.
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Dado que X - Y = X + (-Y), los sumadores se pueden utilizar también para ha-
cer la resta de dos nameros, si cambiamos el signo del segundo operando antes

de conectarlo al sumador.

Actividades

55. Suponed que X es un ntmero natural codificado con 3 bits e implementad la funcion
Z = (3 - X) usando s6lo un sumador de cuatro bits y un desplazador.

56. Disefiad un circuito que haga la operaciéon Z = X — Y siendo X, Y'y Z nameros codificados
en complemento a 2 con n bits.

57. Usando bloques combinacionales, disefiad un circuito que dado un ntimero entero
X codificado en complemento a 2 y 3 bits obtenga su valor absoluto, también en com-
plemento a 2 y 3 bits. El circuito debe indicar si se produce desbordamiento en el célculo
poniendo la salida V (de un bit) a 1.

58. Se dispone de un circuito combinacional que implementa un multiplicador de dos
numeros enteros, representados en complemento a 2 con dos bits. La salida de un cir-
cuito multiplicador de niimeros enteros siempre tiene el doble de bits que las entra-
das.

2
A —~4
4
MUL ——M=A*B
2
B —

a) Escribid la tabla de verdad del bloque MUL.
b) Implementad con bloques combinacionales un circuito que calcule la siguiente ope-
racion:

Z=A%+ A3+ A2,
donde A es un nimero entero de dos bits representado en complemento a 2. Podéis usar blo-
ques de cualquier namero de bits (especificad de cudntos y justificad la respuesta), incluso el

del apartado a, que no es necesario disefiar. Una posible solucion sdlo requiere un sumador
y dos multiplicadores.

59. A, B, C y D son sefiales de 8 bits que codifican nimeros naturales. Se quiere
disefiar un circuito que implemente la funcién Y, que se describe asi:

Y=2xC si C=D
Y=(A+B+C)/4 si C#D

Los buses de entrada y salida de cada bloque deben tener el menor ancho posible para
conseguir que en ningin momento se produzcan desbordamientos.

3.8. Unidad aritmética y logica (UAL)

Una unidad aritmética y 16gica es un aparato capaz de efectuar un de-
terminado conjunto de operaciones aritméticas y logicas sobre dos nu-
meros de entrada codificados en binario o en complemento a 2.

Las unidades aritméticas y logicas se llaman UAL o, también, ALU (del inglés

arithmetic and logic unit).

Recordad

La operacién de cambio

de signo que se ha estudiado

en el médulo “Representacién
de la informacién numérica”.
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Para disefiar una UAL es necesario especificar el conjunto de operaciones que
queremos que haga. Por ejemplo, una UAL puede hacer la suma, la resta, la
AND vy la OR de los operandos de entrada. En cada momento se especificara
en la UAL cudl es la operacion que debe hacer.

Las sefiales que tiene una UAL son las siguientes:

1. Dos entradas de datos de n bits, A y B, por donde llegaran los nameros so-
bre los que se deben hacer las operaciones.

2. Una salida de datos de n bits, R, donde se obtendra el resultado de la ope-

racion.

3. Un cierto namero de entradas de control, ¢;, de un bit cada una. Si la
UAL es capaz de hacer 2" operaciones diferentes, debe tener m entradas de
control. Cada combinacion de las entradas de control indicara a la UAL que
haga una operacion concreta. Por ejemplo, la UAL de la figura 30 puede ha-

cer cuatro operaciones.

4. Un cierto nimero de salidas de un bit, que llamamos bits de estado, y tie-
nen la funcion de indicar algunas circunstancias que se pueden haber produ-
cido durante el calculo.

Los bits de estado més habituales son los que indican que se ha produ-
cido acarreo en el altimo bit (C), si se ha producido desbordamiento
(V), si el resultado de la operacion ha sido negativo (N) o si el resultado
de la operacion ha sido 0 (Z).

La figura 30 muestra la representacion grafica y la implementacion interna
de una UAL que genera los bits de estado Ny Z y que realiza las siguientes

operaciones:

q Co R

0 0 A+B
0 1 2*A
1 0 a AND b
1 1 aORb

En este curso sélo estudiaremos 0
UAL que operen con niimeros

naturales y enteros. Los procesadores

tienen, ademas, UAL para operar

con ndmeros reales codificados

en coma flotante.

El bit de desbordamiento se suele 0
identificar con las letras O o V, que

derivan de la Palabra inglesa overflow,

que significa ‘desbordamiento’.
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Figura 30

Nota

En esta figura hemos disgrega-
do los bits del bus correspon-
diente a la sefial de salida R
para dibujar la implementa-
cién de los bits Ny Z. Se tiene
que interpretar que todos los
bits de R se conectan a la puer-
ta NOR (de n entradas) que

R computa Z.

Actividades

60. Contestad los siguientes apartados:

a) Diseriad una UAL que, a partir de dos entradas de control ¢; y ¢, realice las siguientes ope-
raciones sobre dos nameros A 'y B de cuatro bits:

[c1col=[00] : R=A+B.
[cycol=[01]:R=A-B.
[Cl C0]= [1 0] :R=A.
[Cl Co] = []. l] :R=-A.

b) Ariadid a la UAL disefiada en el apartado anterior los circuitos necesarios para calcular los
siguientes bits de condicion:

e Vb: desbordamiento si se interpreta que los ntimeros de entrada estan codificados en bi-
nario.

e V: desbordamiento si se interpreta que los nimeros de entrada estdn codificados en com-
plemento a 2.

e N:N=1siel resultado de la operacion interpretado en complemento a 2 es negativo, y 0
en el caso contrario.

e 7:Z=1sielvalor de lasalida es 0, y Z =0 en el caso contrario.
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Resumen

En este médulo se han estudiado los fundamentos de los circuitos electrénicos
digitales. Se ha visto que se construyen a partir de los mismos elementos que
la légica natural, formalizada mateméaticamente por el dlgebra de Boole: los
elementos basicos son los valores 0 y 1y las operaciones suma légica, produc-
to légico y negacion. A partir de aqui se han introducido las variables y fun-
ciones logicas.

Se han expuesto dos maneras de representar funciones logicas: las expresiones
algebraicas y las tablas de verdad. Se ha visto que son especialmente comodas
las expresiones en suma de productos.

Después se ha visto como se implementan fisicamente las operaciones logicas
bésicas para construir circuitos mediante las puertas logicas. Se ha aprendido
la manera de minimizar circuitos a dos niveles, mediante el método de mini-

mizacion de Karnaugh.

Finalmente, se han conocido varios bloques combinacionales, y se ha apren-
dido a utilizar la funcionalidad de cada uno de ellos para disefiar y entender

circuitos complejos.
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Ejercicios de autoevaluacion

Entre paréntesis se indica el apartado de los apuntes que se debe haber estudiado para resol-
ver cada ejercicio.

1. (1.2) Demostrad que las leyes de De Morgan también se cumplen para tres y cuatro varia-
bles. Es suficiente con demostrar que (xyz)' =x"+y’ + z’ y que (xyzw)' =x" +y' + z’ + W', porque

las otras leyes se obtienen directamente aplicando el principio de dualidad.

2. (2.1) Analizad el siguiente circuito combinacional y expresad algebraicamente en forma
de suma de productos la funcién que implementa:

H—

F
z |J_D_

e Y

3. (2.2) Disefiad a dos niveles un circuito combinacional que permita multiplicar dos name-
ros enteros de dos bits representados en complemento a 2.

4. (2.3) Sintetizad de manera minima a dos niveles el circuito descrito en la actividad 24.

5. (3.1) Disefiad un multiplexor 16-1 utilizando Gnicamente multiplexores 4-1 (sin utilizar
ninguna puerta légica adicional).

6. (3.2) Disenlad un descodificador 4-16 utilizando tinicamente cinco descodificadores 2-4.

7. (3.2) Suponed que X es un ntmero natural codificado con tres bits. Implementad la fun-
cién (3 - X) mod 8 usando s6lo un descodificador 3-8 y un codificador 8-3.

8. (3.3) Resolved los siguientes apartados:

a) Implementad un desplazador programable a la izquierda de nameros de ocho bits. El des-
plazador tiene una entrada de control de tres bits, C, que indica el nimero de bits del
desplazamiento.

b) Si C codifica en binario el valor n, ja qué operacion aritmética equivale este desplaza-
miento?

c) Suponed que C = 010 e indicad cudndo se produciria desbordamiento en los casos de in-
terpretar la entrada como un ntimero natural o bien como uno entero representado en com-
plemento a 2.

Supongamos ahora que queremos hacer la operacion X / 2" usando un desplazador en la derecha.
d) ;Qué tipo de desplazador tenemos que utilizar si X es un namero natural representado en
binario? ;Y si es un nimero entero representado en complemento a 2?

e) ;En qué casos el resultado de la divisién no es exacto?

9. (3.6) Sintetizad un comparador de nameros enteros de 4 bits codificados en complemento
a 2, utilizando comparadores de niimeros naturales de cuatro bits y las puertas 16gicas nece-
sarias.

10. (3.7) Cuando hacemos una suma de nameros binarios, la hacemos bit a bit (de la misma
manera que en decimal la hacemos digito a digito). Para obtener el bit de la posicién i nece-
sitamos conocer los bits que se encuentran en la posicién i en los dos operandos y el acarreo
que se genera en la suma de los bits de la posicion i - 1.

La suma de estos 3 bits da como resultado 2 bits: el bit s;, que corresponde al bit de la posicién
i de la suma, y el bit ¢; + 1, que es el acarreo que se genera para la suma de los bits de la po-
sicion i + 1.

A continuacién se muestra un ejemplo para A = 1010 y B = 0111. El ejemplo ofrece concre-
tamente la suma de los bits de la posicion 2 (recordad que el bit mas a la derecha es el de la
posicion 0).
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1010
0111+
10001

5;

El sumador de ntimeros de un bit tiene tres entradas (a;, b; y ¢;) y dos salidas (s; y ¢;,1). Este
sumador recibe el nombre de full adder (sumador completo), y se abrevia FA. La figura si-

guiente muestra la estructura.
a; b;
l ¢ a;: Bit de la posicion i del nimero A
b;: Bit de la posicién i del nimero B
G — FA €— ¢, ¢ : Acarreo producido al sumar
los bits de la posicién i - 1
s;: Bit de la posicién i del resultado
¢ Cis1 t Acarreo para sumar a los
bits de la posicion i + 1

5

a) Escribid la tabla de verdad y realizad la implementacién interna (mediante puertas 16gicas)
de un FA como el descrito.

b) Utilizad cuatro FA para construir un sumador de dos nameros de cuatro bits. ;Qué hay que
conectar a la entrada que corresponde al bit c,?

11. (3.7) Diseflad un circuito que sea capaz de sumar o restar dos nameros codificados en com-
plemento a 2 con 4 bits de acuerdo con lo que valga la sefial de entrada s’/r: si vale O, el circuito
debe realizar la suma, y si vale 1, debe realizar la resta. El circuito debe generar ademds una se-
fial de salida C que indique si se ha producido acarreo en el Gltimo bit.

12.(3.7) Queremos disefiar un circuito que controle los ascensores de un edificio de cinco
plantas y planta baja. El edificio tiene dos ascensores, A y B, cada uno con dos sefiales aso-
ciadas:

¢ Una sefial que indica en binario en qué planta esta el ascensor en cada momento (plantaA
y plantaB).

e Una sefial de activacién (actA, actB).

Cuando una sefial de activacién se pone a 1, el ascensor correspondiente se pone en movi-
miento; la sefial destino le indica, en binario (ntimero natural), hacia qué planta debe ir. Des-
pués de que el ascensor se ponga en movimiento, la sefial de activaciéon vuelve a 0
automaticamente (no es preciso que nos preocupemos de hacerlo).

En cadaplantai(i=0, 1, ..., 5) hay un bot6n para llamar al ascensor, conectado a la sefial b;.
Cuando alguien lo llama desde la planta i-ésima, la sefial b; se pone a 1 y vuelve a O cuando
el ascensor ha llegado a la planta correspondiente.

Mientras no haya ninguna llamada, los ascensores deben permanecer detenidos. Cuando al-
guien llame al ascensor desde una planta, se debe mover el que esté mas cerca. Si los dos estan
a la misma distancia, ird el ascensor A.

Para facilitar el disefio, supondremos algunas simplificaciones en el sistema:

e Nunca se pulsard mas de un botén de llamada al mismo tiempo.

¢ En el momento de pulsar un botén de llamada, los dos ascensores estan detenidos.
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3
plantaB + — L actA

b - ————— actB
b? del ascensor

by 3/*" destino

Disefiad el circuito de control de los ascensores utilizando los bloques y las puertas que sean
necesarios, y teniendo cuidado de dar a todos los buses el ancho minimo necesario. Si que-
réis, podéis utilizar como bloques los circuitos que se disefian en las actividades 56 y 57, di-
mensionando la amplitud de las entradas y salidas segin os sea necesario.

13. (3.8) Disefiad una UAL con salida R de 4 bits que, a partir de tres entradas de control cy,
€1y ¢, realice las operaciones siguientes sobre dos ntimeros A y B de 4 bits:

[cocicol=[0xx]:R=B
[C2C1C0]=[100]1R A
[C2C1C0]=[101] :R=A-B.
[coc1col=[110]:R=B
[C2C1C0]=[111]1R A
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Solucionario
Actividades

1. Para evaluar la expresién x + y - (z + x’) sustituiremos las variables para cada combinacién
de valores:

Para el caso de [x y z] = [0 1 O], tenemos lo siguiente:
0+1-(0+1)=0+1-1=0+1=1.

Para el caso [x y z] = [1 1 0], tenemos lo siguiente.
1+1-0+0)=1+1-0=1+0=1.

Para el caso [x y z] = [0 1 1], tenemos lo siguiente:
0+1-(1+1)=0+1-1=0+1=1.

2. Para la demostracion, sustituiremos las variables de entrada por todas las combinaciones
de valores que puedan tomar. Las igualdades se deben cumplir para todos los casos.

e Igualdad (x+y)' =x"-y’
- Casox=0yy=0:
x+y)=0+0)=0=1,
x.y=0-.0=1-1=1.
- Casox=0yy=1:
x+y)=0+1)=1=0,
x'-y'=0-1"=1-0=0.
- Casox=1yy=0:
x+y)'=(1+0=1=0,
x-y=1.0=0-1=0.
- Casox=1yy=1:
x+y)=1+1)=1=0,
Xy =1-.1"=0-0=0.

Puesto que las dos expresiones valen lo mismo para todos los casos posibles, concluimos que
son equivalentes.

e Igualdad (x-y) =x"+)
- Casox=0yy=0:
(x-y)=0-0=0=1,
X+y=0+0=1+1=1.
- Casox=0yy=1:
(x-y)=0-1=0=1,
X +y=0+1=1+0=1.
- Casox=1yy=0:
(x-y)=(1-0=0"=1,
X+y=1+0=0+1=1.
- Casox=1yy=1:
(x-y)=(1-1)=1=0,
X+y'=1+1=0+0=0.

Puesto que las dos expresiones valen lo mismo para todos los casos posibles, concluimos que
son equivalentes.

3. La ley 4 de élgebra de Boole dicequex+ 1=1yquex-0=0.

Demostraremos s6lo la primera igualdad, la segunda quedara demostrada por el principio de
dualidad.

El axioma e dice que x + x’ = 1. Por tanto,
x+1l=x+x+x".
La ley 2 (de idempotencia) dice que x + x = x. Por tanto,
X+x+x =x+x"=1.

Hemos obtenido la Gltima igualdad aplicando de nuevo el axioma e. Por tanto, x + 1 =1, tal
como queriamos demostrar.

4.

- Lafuncién g; vale 1 s6lo cuando x vale 1 e y vale 1. Por tanto, una posible expresién l6gica
para esta funcién es g;(x, y) =x - y.

- La funcién g3 vale 1 cuando x vale 1 e y vale 0, o bien cuando x vale 1 e y vale 1. Una po-
sible expresion por funcion es, por tanto, x - ' + x - y. También podemos apreciar que la
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funcioén vale 1 cuando la variable x vale 1, independientemente del valor que tome la va-
riable y. Por tanto, una posible expresion 16gica para esta funcion es g3(x, y) = x.

— Lafuncidn g4 vale 1 cuando x vale 1 e y vale 0, o bien cuando x vale O e y vale 1. Por tanto,
otra posible expresion logica para esta funcidn es gg(x, y) = Xy’ + x'y.

— La funcién g7 vale 1 cuando x vale O e y vale 1, cuando x vale 1 e y vale O, o bien cuando
x vale 1 e y vale 1. Por tanto, una posible expresion logica para esta funcion es g;(x, y) =
=x'y + xy’ + xy. También podemos decir que la funcién vale 1 siempre que no se cumpla
que x =0 e y=0. Por tanto, otra expresion para la funcion es g,(x, y) = (x'y")’. Si aplicamos
la segunda ley de De Morgan sobre esta expresion, y después de la ley de involucién, ob-
tenemos la expresion g7(x, y) =x" +y”" =x +y.

- La funcién g1( vale 1 cuando x vale O e y vale 0, o bien cuando x vale 1 e y vale 0. Es
decir, la funcién vale 1 cuando la variable y vale 0, independientemente del valor de x.
Por tanto, la funcién vale lo contrario de lo que valga y, y una posible expresion logica
para esta funcion es g1o(x, y) = y'.

5. Tenemos la expresion:
WX + Xy + yzZ + xZ' + xp.

Para simplificarla aplicaremos la propiedad distributiva. Agrupamos el segundo término con
el altimo, y obtenemos lo siguiente:

wx +x(y' +y) +yz +xz'.

Por el axioma de complementaciéon sabemos que y + y’ = 1. Si hacemos la sustituciéon en la
expresion y aplicamos el axioma de los elementos neutros, obtenemos lo siguiente:

Wx+x-1+yz+xz =wx+x+yz+xz.
Por la ley de absorciéon, wx + x = x. Por tanto,
WX +X+YZ+XxZ =X+yz+xZ.
Aplicamos de nuevo la ley de absorcién a x + xz’, y obtenemos lo siguiente:
X+yz+xZ' =x+yz.
Por tanto, concluimos con lo que reproducimos a continuacion:

WX+ XY +yzZ+XZ +Xy=X+yz.

— Para la primera condicién debemos encontrar una expresion que valga 1 cuandox=1 o
¥’ = 1. La expresion que vale 1 cuando se cumple esta condicién es x + y’.

- La segunda condicién es x = 0 y z = 1. Esto es lo mismo que decir que X’ =10z =1. La
expresion que vale 1 en este caso es x’ - z.

— La tercera condicion, x =1, y =1y z =1, s6lo se cumple por la expresion x - y - z.

— Dado que la funcién debe valer 1 en cualquiera de los tres casos, es decir, cuando se cum-
ple la condicion 1, la condicién 2 o la 3, tenemos que la expresion de la funcion es la si-
guiente:

F=x+y +x'z+xyz.
7. La funcién debe valer 1 cuando se tenga que activar la alarma. Segin nos dice el enuncia-
do, la alarma se activa cuando el interruptor general estd cerrado (ig = 0) y alguna de las dos
cajas fuertes esta abierta (es decir, x4, =1 o xg=1).
Una expresion para la funciéon S que vale 1 cuando ig=0y (x4 =1 0 xg = 1) es la siguiente:

s =1ig (x4 + Xp).

8. Para saber qué asignaturas ha aprobado Juan y cudl ha suspendido, plantearemos las afir-
maciones de sus tres amigos de manera algebraica.

El resultado de cada asignatura se puede representar con una variable booleana. Esta variable
valdrd 1 si la asignatura esté aprobada y O en el caso contrario.

Las variables que utilizaremos para cada una de las asignaturas serdn m para matemadticas,
f para fisica y g para quimica.
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Entendemos que la “0” de estas frases es exclusiva. Es decir, la primera frase se podria sustituir
por “o bien has aprobado matematicas y has suspendido fisica, o bien has suspendido mate-
maéticas y has aprobado fisica”, y de manera similar con la segunda frase.

— Has aprobado matematicas o fisica: mf” + m’f.
- Has suspendido quimica o matematicas: gm’ + q’m.
— Has aprobado dos asignaturas: m’fq + mf’'q + mfq’.

Dado que se deben cumplir las tres afirmaciones a la vez, tenemos lo siguiente:
(mf +0Up) (g’ + g'm) ('fg + mfq + mfg) =1.

Simplificaremos la expresiéon aplicando los axiomas y teoremas del algebra de Boole hasta
que obtengamos la respuesta:

(mf +m’fgm’ + g'm)(m’fq + mfq + mfq’) =

(propiedad distributiva sobre los dos primeros paréntesis)
(mf '’ + mf q'm + v fqm’ -+ nv'fif m)(n'fg + mfq + mf) =

(complementacion e idempotencia)

O +mfq +m'fq+0) (m'fqg+mfq+mfg) =
(elementos neutros y distributiva sobre los dos paréntesis)

mfqm'fq + mfqmfq+mfqmfq’ +m'fqm'fq +m'fgmfq +m'famfq =
(complementacion e idempotencia)
0+0+0+m'fqg+0+0=m'fq.
Hemos obtenido, por tanto, la siguiente expresion:
m'fg=1.

Esta expresion solo vale 1 cuando m vale Oy fy g valen 1, es decir, que Juan ha suspendido
matematicas y ha aprobado fisica y quimica.

9. Las tablas de verdad de estas funciones son las siguientes:

X V| 9 X ¥V | 93 X Y | G X V| 9 X ¥ | 90
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (V) 1
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
1T 0 0 1T 0 1 1 O 1 1T 0 1 1T 0 1
1T 1 1 T 1 1 1 1 0 T 1 1 T 1 0

10. Pondremos las variables a la izquierda de la tabla, en orden decreciente de subindices. Las
cuatro variables pueden tomar dieciséis combinaciones de valores diferentes; las escribiremos
en orden lexicografico (si las interpretdramos como niimeros naturales, corresponderian a los
nameros desde el O hasta el 15). A la derecha de la tabla se encontraré la columna correspon-
diente a f.

&
R
L
&
-

— w4 alcoocoococococo
——a o000 0Om—==2000O
——0o0o—-—00m—00—-—0o0
—o—0o—o0o—0o—m0—=0—=0=0
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11. La tabla de verdad es la siguiente:

12. Para obtener estas tablas, escribiremos una columna para cada uno de los términos pro-
ducto, y después obtendremos la columna correspondiente a fhaciendo la OR de las colum-
nas parciales.

a)

b)




CC-BY-SA  PID_00163599 70 Los circuitos l6gicos combinacionales

13. Escribiremos las tablas de verdad de las dos funciones:

X vy z w/| x.y y-w x'-w f

0 0 0 O 1 0 0 1

0 0 0 1 1 0 1 1

0o 0 1 o0 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 1

0O 1 0 O 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 1 1

o 1 1 0 0 0 0 0

0o 1 1 1 0 1 1 1

1T 0 0 O 0 0 0 0

1T 0 0 1 0 0 0 0

1T 0 1 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0

1T 1 0 0 0 0 0 0

1T 1 0 1 0 1 0 1

1T 1 1 0 0 0 0 0

T 1 1 1 0 1 0 1
X y z w | x.y.-z2-w x'-z'-w y-z'-w X-y-w X'z g
0o 0 0 O 1 0 0 0 0 1
o 0 0 1 0 1 0 0 0 1
o o0 1 0 0 0 0 0 1 1
0O o0 1 1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1
0o 1 1 1 0 0 0 0 1 1
1 0O 0 o0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1 0 1

Deducimos que las funciones no son equivalentes porque sus tablas de verdad son diferentes.

14. La tabla de verdad es la siguiente:

ig XA Xg s
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

15. Para resolver este problema, asignaremos una funcién a cada una de las afirmaciones de
los amigos de Juan. La funcion valdra 1 para las combinaciones que hacen que la afirmacion
sea cierta, y O en el caso contrario. Las funciones que representan las afirmaciones de los
amigos corresponden a las funciones Fy, F, y F3, respectivamente.

Llamaremos m, f'y q las variables que representan las asignaturas. Estas variables valdran 1
cuando la asignatura esté aprobada, y O si estd suspendida.
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La solucién representada por la funcion F se obtiene haciendo un AND de las funciones Fy,
F, y F3, ya que las tres frases son ciertas simultdneamente. La combinacion por la que F vale
1 correspondera a la solucién del problema.

m f q F F F3 F
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 0

La funcién F indica que Juan ha aprobado fisica y quimica y ha suspendido matematicas.

16.

fo=x2"x1X0" + X2X1X0,

f1=X2X1"Xg" + XpX1'Xq + XpX1Xg' + XpX1Xg,
f2= X2'X1'Xg + X' X1 X0 + X2X1'X( + XpX1Xg,
f3=X2"X1"X0 + X2'X1X0" + X2X1'Xy" + X2X1X(.

17. Escribiremos la tabla de verdad y a partir de ésta obtendremos la expresiéon en suma de
mintérminos.

a) La tabla de verdad de la funcién es la siguiente:

X y z f
0O 0 o0 O
0 o0 1 1
o 1 0 0
o 1 1 1
1 0 0,0
1 0 1 1
1 1 0] 1
1T 1 1 1

La expresion de f'en suma de mintérminos es ésta:
f=XyY'z+x'yz+xy'z+xyz’ + xyz.

b) La tabla de verdad de la funcién es la siguiente:

X y z w f
0 0 0 O 1
0 0 0 1 1
0o o 1 o0, 0
0O 0 1 1 1
0O 1 0 0, O
0O 1 0 1 1
o 1 1 0, 0
o 1 1 1 0
1 0 0 0] O
1 0 0 1 1
1 0 1 0] O
1 0 1 1 1
1T 1 0 0] O
1T 1 0 1 1
1 1 1 0] O
T 1 1 1 0
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La expresion de fen suma de mintérminos es la que reproducimos a continuacién:
f=xXyZW + X'yV'Z’w + X'y'zw + X'yz'w + xy'Z’w + xy'zw + xyz'w.
18. Las combinaciones de entrada 101, 110 y 111 no se pueden producir y, por tanto, no nos

importara el valor que tomen las salidas en estos casos.
La tabla de verdad de las funciones de este sistema es la siguiente:

X2 X1 Xo | Ya V3 Y2 Vi Yo
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 1
1 0 1 X X X X X
1 1 0 X X X X X
1 1 1 X X X X X
19.
a) A partir del enunciado, obtenemos que las expresiones de las funciones R y E son las si-
guientes:
R=hy +hy't
E=thy

Ahora bien, las combinaciones con hy = 1y hy = 0 no se pueden producir (debemos su-
poner que los sensores funcionan bien). Por tanto, la tabla de verdad del sistema es la
siguiente:

,.,
=
=
£
™

- = = - 00 oo
- -0 0 = =0 0
-0 =0 =0 = o0
O X = = 0 x O =
O X OO0 = x —= O

20. Para realizar el analisis, es necesario obtener la expresién de la funcién a partir del circui-
to. A partir de la expresion obtendremos la tabla de verdad. Para rellenarla comodamente,
encontraremos previamente una expresion simplificada de la funcién.

a) La expresioén que obtenemos directamente a partir del circuito es la siguiente:
F=(y'+wW)@p+w+ & +2) (x+2).
Si simplificamos esta expresién, obtenemos lo siguiente:
F=y'w+yw +x'7 + xz.

La tabla de verdad es la siguiente:

>
N
B3
=

_ = =2 90 O O O] <

SO ©O © OO © © o
- - 0 O-= - 0o o
- © = O—- o - o
O = = Ao = -
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- T E NS
- o 0 4o 0 0 o <
- = 0 o= = 0 o N
- o = o—- o = o =
- = 0 4= = = O =

b) La expresiéon que obtenemos directamente a partir del circuito es la siguiente:
F=((x"+w) (y+wW))z+ (y+w)z.
Si simplificamos esta expresién, obtenemos lo que reproducimos a continuacién:
F=(X+wW)+@+wW))z+(y+w)z =
=@w +ywizz+ (y+w)z'=
=xzw +Yzw +yz' + Z’W'.

La tabla de verdad es la siguiente:

>
N
B
-

= = =2 2= = =2 49/0 O O 0o © © o
- = = 20 ©O ©O O— = = =20 O O O| x
_ - 0 O= - 0 Oo= = 0o o- =0 o
- o - O—-= o - 9o— O = Oo-—- o — o
O = = aam 2 0 =0 O = == 0 00 =

21. Para hacer la sintesis, simplemente dibujamos una linea para cada variable de la funcion
y sustituimos las operaciones légicas de la expresién por la puerta l6gica correspondiente. La
funcién es ésta:

fla,b,c,d)=d-(@ +a-b)b" o).

La siguiente figura muestra el circuito.

22. En la figura se muestra el cronograma. Dado que se trata de un circuito combinacional
en el que no se consideran los retardos (tal como haremos habitualmente en esta asignatu-
ra), las variaciones en la salida se producen en el mismo momento en que se produce alguna
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variacion de las entradas (lineas punteadas verticales). Sin embargo, no todas las variaciones
de las entradas producen una variacién de la salida, como se puede ver en el cronograma.

La funcién que implementa el circuito es f=b'c’ + c'd.

23. En las figuras se muestra la sintesis a dos niveles de cada circuito. Cada término producto
estd implementado por una puerta AND de tantas entradas como variables tiene el término
producto. La suma logica esta implementada por una puerta OR de tantas entradas como tér-
minos producto tiene la expresion.

a)

b)

24.

a) El rango de valores que puede tomar un namero natural de 2 bits es 0..3. Por tanto, el ran-
go de la multiplicaciéon de dos nameros serd 0..9. Para representar el 9 necesitamos 4 bits. Por
tanto, la salida tendra 4 bits.
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b) Denominaremos A y B, respectivamente, a los nameros de entrada, y C a su multiplica-
cién. Para obtener la tabla de verdad pasamos A y B a decimal, calculamos C = A - B en deci-
mal y, finalmente, codificamos C en binario, con los bits c3 ... ¢y. Por ejemplo, tomamos la
fila [aq ag by bp] =[1 0 1 1]. Tenemos que A = 2, B = 3. Por tanto, C =2 - 3 = 6, que se codifica
[0 11 0] en binario. La tabla de verdad completa es la siguiente:

aq dg b-| bo C3 Co (@] (4}
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 O 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 1

c) Las expresiones en suma de productos de las cuatro funciones de salida son las siguientes:

€3 = a1agb1by,

Cy = alao’blbo’ + alaolblbo + alaoblbol,

= al’aoblbo’ + al'ﬂoblbo + alﬂolbl'bo + alaolblbo + alflobllbo + ﬂlﬂoblbol,
Co = al’aobllbo + al'ﬂoblbo + alﬂobllbo + ﬂlaoblbo.

El circuito correspondiente a la funciéon Cj3 se puede implementar con una puerta AND. A

continuacion, se muestran los circuitos a dos niveles correspondientes a las tres funciones de
salida restantes.

a, ap b, bg

S 13 137 [

<
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25. La expresién en suma de mintérminos de la funcién es la siguiente:
f=x2"x1x0" + X' X1X( + X2X1Xo

A continuacion se muestra la sintesis a dos niveles de la funcién.

26. A continuacién se muestra la tabla de verdad de la funcién y su minimizacion utilizando
el método de Karnaugh.

- s 20000
- 200 -—==00
R R R ey )
OO0 0O 2= so0o

Del rectangulo vertical se obtiene el término producto ig’-x,, y del rectangulo horizontal el
término ig’-xg. Por tanto, la expresién de la funcidén es ésta:

s=ig'x, +ig'xp.

A continuacion se muestra la sintesis minima a dos niveles de la funcién.
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Fijaos en que si sacamos ig’ factor comiin en la expresion minima de s, obtenemos s = ig’ (x4 + xp),
que es la expresion que hemos deducido en la actividad 7 (pero no es una suma de productos).

27. A continuacién se muestran la tabla de verdad de la funcién y su minimizacién por

Karnaugh.

JECRF - —) fe e e I e I e I e B o I )

—- = =2 2 OO0 0O 0O|===2 20000

I = T o P IR e T PR o B e I e T

- 0O = O = O = QO=0=0 =0 =0

- 0000 =000 =00 ==

Del mapa de Karnaugh se deduce esta expresion:

El circuito minimo a dos niveles se presenta en la siguiente figura. Se puede comprobar que

f=x"y'z + X'ZW + yzw + xy'zw’.

es mas sencillo que el que se ha obtenido en la actividad 23.

X

o

y

o

iz

-

w

-

D

28. En la siguiente figura se muestra la tabla de verdad de las funciones y su minimizacién

por Karnaugh.

R o I o R el
- 0O == C =20 =0
O X = = O x O =

O X OO0 = X = O

O

Las funciones obtenidas son las siguientes:

R= ho' + ﬂ’ll',
E=th,
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En la siguiente figura se muestra el circuito minimizado.

t h| hg

5 (3 37

29. El valor de la salida s serd el valor de e3, ¢5, e; 0 ¢y de acuerdo con lo que valgan las en-
tradas de control ¢y y ¢.

Por ejemplo, si [c1 c0] [1 O], la salida s valdra 1 si e, = 1, y valdra O si e, = O (es decir, valdra
e,). En este caso podriamos escribir que la expresion de la salida es c1c0’e2. En cada momen-
to, las entradas c1 y c2 valen alguna de estas cuatro combinaciones: [0,0], [0,1], [1,0] o bien

[1 1]. Por tanto, sélo uno de los productos c1’c0’, c1c0’, c1’cO y c1cO puede valer 1 en cada
momento. Podemos concluir que una expresién valida para s es la siguiente:

s=c1’c0’e0 + c1’cOel + c1c0’e2 + c1c0e3.

La implementacién con puertas de esta expresion es la siguiente:

cl <0 e3 e2el e

[

30. Para implementar esta funcién construiremos su tabla de verdad. A partir de ésta sabre-
mos qué debemos conectar a las entradas del multiplexor para que en la salida nos aparezca
un 0 o un 1 segtn indique la funcién.

En definitiva, se trata de traspasar la columna f de la tabla de verdad a las entradas del mul-
tiplexor.

-
a b G f VAL

0 0 0]o0 0o— -

0o o 111 11—

0 1 0| o 00—

0 1 1 1 17— | —f
1 0o oo 0

1 o 1]o0 0 1]

11 0|1 ;— +

1 1 1] o0 + -
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31. En primer lugar, construiremos la tabla de verdad del circuito.

El rango de un ntimero entero representado en complemento a 2 con dos bits es [-2..1]. Por
tanto, el rango de producto de dos de estos nimeros es [-2..4.]. Para representar nameros
dentro de este rango es suficiente con cuatro bits, ya que con éstos podemos representar na-
meros en el rango [-8..7].

Por tanto, la tabla de verdad tiene cuatro entradas y cuatro salidas. Las entradas son los dos
bits de cada uno de los nimeros A y B, y las salidas son los cuatro bits del resultado C.

Para implementar el circuito utilizaremos un multiplexor de buses de cuatro bits de dieciséis
entradas de datos. La figura muestra esta implementacion.

a;, a; by by| o < < Co 4 VAL
0 00 0lOo ©0 o0 O 0000 L
o 00 110 o o o 0000 4.
0O 0 1 of| 0 0 0 0 0000 %/—
o0 1 1[0 o o0 o0 BULY Zre
0o 10 0|lo0o 0o o0 o0 0000 —o4—
01 0 1/0 0 0 1 ??% ——
o1 1 0ofl1 1 1 o0 = 4
1111 4]
o1 1 11 1 1 o 1 L« C
1 00 0olo o o o T
1 0 0 1|1 1 10 0100 e
1 01 0l0o 1 0o o 0010 4|
101 1/0 0o 1 o0 0000 -4
1170 0]/0 0 0 0 111 e
1T 1 0 1] 1 1 101 0010 =< |
1171 0|l0 o 1 o A _
1171 1]0 0o o0 1 | ]
a, a, b, b

0 10

32. Escribimos primero la tabla de verdad correspondiente a un multiplexor 16-1. Este tiene
cuatro entradas de control (c3..c0) y dieciséis entradas de datos (e15..€0).

La linea discontinua en la tabla muestra que se puede descomponer el funcionamiento del
circuito como si se tratara de dos multiplexores 8-1, los dos controlados por las sefiales c2, c1
y c0. La sefial c3 determina cual de los dos multiplexores funciona en cada momento.

3:c2 cl 0] f

0:0 0 O0]e0 —[>0—|
0:0 0 1|el

0/0 1 0|e2 0 — N
0:!0 1 1]|e3 —

0§1 0 0 |e4 — [ ]
01 0 1 e5 c3 ]

01 1 0]es 7y -
0i1 1 1 |e7 O Ds
1:0 0 0|e8 <l

: c0

190 0 1|e9

1:0 1 0 |el0 s RN
T:0 1 1 [ell —

151 0 0 |el2 — I
191 0 1 |el3 —

101 1 0 |el4 els VAL
151 1 1 |els

33. Puesto que Z debe valer uno de dos posibles valores, la podemos implementar mediante un
multiplexor 2-1. El bit de menos peso de X nos indica si es par (0) o impar (1). Podemos, por lo
tanto, conectar este bit a la entrada de control del multiplexor, y esto nos lleva a conectar X a
la entrada de datos 0 y 00000000 a la entrada de datos 1.
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1
: |
VAL
X AV 0
8
Aﬁ 7
8
00000000% 1
C
Xo

34. Basta con poner un 1 a la entrada del demultiplexor, y hacer que la sefial /lena controle ha-
cia cudl de las dos luces llega este 1.

sO —— verde

s1 ——— rojo

lleno

35. Deduciremos las expresiones légicas de cada una de las salidas y construiremos el circuito
a partir de éstas. Para resolver la actividad, es conveniente tener delante la representacion
grafica del codificador y su tabla de verdad (figura 21 de los apuntes).

Puesto que la salida del codificador debe codificar en binario la entrada de mas peso que val-
ga 1, podemos hacer el siguiente razonamiento:

1) La salida s1 se pondré a 1 cuando estén en 1 las entradas e3 o €2 (en estos casos se debe
codificar un 11 o un 10, respectivamente).

2) La salida sO se pondra a 1 cuando esté a 1 la entrada e3 (en este caso se tiene que codificar
un 11, independientemente de los valores de las otras entradas) o bien cuando lo est¢ la entra-
da el ynolo esté nila e2 ni la e3 (en este caso, [e3 e2 e1] = [0 0 1], se tiene que codificar un 01).

3) Por otro lado, la entrada de validacién debe estar activa para que el codificador funcione
como tal.

Por tanto, las expresiones algebraicas de las salidas son las siguientes:

— s1valdra 1 cuando VAL =1y e3 o0 e2 sean 1 (apartados 1y 3):
s1 = VAL (e3 + e2).

— s0valdra 1 cuando VAL =1y e3 sea 1, o cuando [e3 e2 el] = [0 O 1] (apartados 2y 3):
sO = VAL (e3 + e3’e2’el) = VAL (e3 + e2’el).

A continuacién se muestra una posible implementacion de este codificador. Como se puede
ver en la figura, el valor de la entrada ¢0 no tiene influencia en las salidas. Este es el motivo
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que hace que un codificador tenga un O en su salida tanto cuando tiene que codificar un 0
como cuando ninguna de sus entradas tiene un 1.

VAL e3 e2 el

N

s0

sl

36. Cuando la entrada de validacién esta activa, cada salida de un descodificador se pone en 1
s6lo cuando se produce una combinacién determinada de las entradas. Por tanto, la imple-
mentacién de cada una de las salidas sera un circuito que detecte si esta combinacion esta pre-
sente en la entrada, tal como se muestra en la figura.

VAL el €0
57 |57
— )
|/
O )—
—
— )
7
— :
L/

37. Primero haremos la tabla de verdad y, a partir de ésta, utilizaremos un descodificador para
sintetizar el circuito. La puerta OR hace la suma logica de los casos en que la funcién vale 1.

[T THTIT 5 T T

0o o oo

0o 0 1|1 /J

o 1 oo :;_lq\

o 1 1 < — - 3 f
1 0 00 b —] o —
10 110 a —+ s5

11 0| 56

11 1o 57,

38. Podemos generar la magnitud del niimero usando un codificador 8-3, a cuyas entradas
conectaremos e7, ¢6, ... 0. Las salidas de este codificador, por lo tanto, serdn directamente
las salidas s2, s1 y sO. Observemos que esto también hara que [s2 s1 sO] = [0 O O] cuando no
haya ninguna entrada ei a 1 (tal y como nos pide el enunciado).

A primera vista, podriamos pensar que el bit s3 (signo del nimero que hay que representar)
lo podemos obtener directamente de la entrada sg, pero hay que tener en cuenta estas dos
excepciones:

e cuando e0 = 1, entonces s3 debe valer O independientemente del valor de sg.

¢ cuando no haya ninguna entrada ei a 1, s3 también debe valer O independientemente del
valor de sg.

Por lo tanto, s3 tiene que valer 1 cuando alguna de las entradas e7...el sea 1 y sg= 1.
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La salida null debe valer 1 s6lo cuando no haya ninguna entrada ei a 1.

€7 €5 €5 €4 €3 € € €

Sp 51 s2 null S3

39. Para deducir qué hace el circuito, construiremos su tabla de verdad. Esta muestra también
el valor de la entrada y la salida cuando las interpretamos como nameros representados en
complemento a 2 (columnas X e Y).

X x X1 X0 | Y2 n Yo Y
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 T 111 A
2 0 1 0 1 1 0 -2
3 0 1 1 1 0 1 -3
-4 1 0 0 1 0 0 -4
-3 1 0 1 0 1 1 3
-2 1 1 0 0 1 0 2
-1 1 1 1 0 0 1 1

Como se puede apreciar en la tabla, lo que hace el circuito es cambiar el signo del nimero de
la entrada. En el caso particular X = —4 esto no es posible, porque el 4 no se puede representar
en complemento a 2 con sélo tres bits (el resultado es erroneo en este caso: se produce des-
bordamiento).

40. A partir de la codificaciéon en binario de un ntimero, debemos generar la codificacién en bi-
nario de otro niimero. Lo podemos conseguir conectando las salidas de un descodificador con
las entradas de un codificador, de manera que la salida i del descodificador se conecte con la en-
trada j del codificador, siendo j el valor que debe tener la salida cuando la entrada vale i (es decir,
aplicando la misma técnica que en la actividad anterior).

La correspondencia entre valores de la entrada X y valores de la salida Y viene expresada por esta

tabla:
X Y
0 3
1 0
2 1
3 2

Por lo tanto, las conexiones se deben hacer tal y como se muestra en la siguiente figura.
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Xo— — -V
Xl—+ -I'—yl

41.

a) Eg es 1 cuando las dos entradas del descodificador son O, es decir, cuando x; =0y xpx3 =0.
Por tanto, la expresion algebraica para E es Eq = x1(xgx3)’. Si seguimos el mismo razonamien-
to para el resto de las salidas, obtenemos lo siguiente:

Eg=x1'(xox3)",

By =x1"(XoX3) = X1'X0X3,

Ep = x1(xpx3),

E3 = x1(X0X3) = X1X0X3.

b) La tabla de verdad se encuentra en la siguiente figura. Para obtener la columna correspon-
diente a F hemos dado un paso intermedio: hemos puesto en una columna el valor de F en
términos de las entradas de datos del multiplexor (E;), y en la columna final hemos sustituido
las variables E; por el valor que toman para cada combinacién de x;, de acuerdo con las ex-
presiones obtenidas en el apartado a.

X3 X2 X1 X0 F F
0 0 0 0 | E 1
0 0 0 1| E 1
0 0 1 0 E O
0 0 1 1| E O
0 1 0 0 g O
o 1 0 1 §f 0
o 1 1 0 f 0
o 1 1 1§ 0
1 0 0 0 & O
1 0 0 1 & 0
1T 0 1 0 & 1
1 0 1 1 & 0
1 1 0 0 & O
1T 1 0 1 6 0
1T 1 1 0 & 0
1 1 1 1 E5 1

42. Esta actividad es muy similar a la actividad 32. En la siguiente figura se muestra la tabla
de verdad del descodificador 3-8, que tiene tres entradas (e2..e0) y ocho salidas (s0..s7). Para
simplificar la tabla, se ha puesto una tinica columna de salidas en la que hemos indicado cual
de éstas vale 1; todas las demés valen 0. Como se puede observar en la tabla de verdad, la
entrada e2 determina cudl de los dos descodificadores 2-4 funciona en cada momento (y, por
tanto, controla su entrada de validacion). En cada descodificador 2-4, las entradas el y €0 de-
terminan qué salida tiene que valer 1.

eZ—%—I
e2i el o0 A—1 &
0! 0 0 [s0=1 e0—1| _ m—
0/ 0 1 [s1=1 el—| + — 52
0! 1 0 |s2=1 +—s3
0.:.1 1.1s3=1
1; 0 0 [s4=1
100 1|52 —|
1411 0 -
TE :?J A L
! o) —| — — s5
el —| + — 56
++—57
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43. Para resolver este ejercicio construiremos su tabla de verdad y después interpretaremos
los nimeros como naturales.
Llamamos X al nimero que sale del codificador: X = [xq x]..

A: aq do V4 X1 X0 : X $1 So S
0.0 0 0 0 1.1 0 0 0
10 1 0|1 0 20 1 1
2.1 0 0 1 T .3 1 0 2
31 1 0 0 0 0 1 1 3
0.0 0 1 0 1 1 0 1 1
1T 0 1 1 1 0 2 1 0 2
21 0 1 1 1 3 1 1 3
301 1 1 0 0 0 0 0 0

Tal como podemos ver en la tabla,
X=(A+1)mod 4.

La variable z selecciona entre las entradas A y X, y, por tanto, la salida se puede expresar con
la siguiente tabla:

z S
0 A
1 (A+1) mod 4

Esto se puede resumir en la siguiente expresion:
S=(A+z) mod 4.
44.

a) En la figura se muestra la implementacion del circuito. La sefial d determina si la salida §
vale lo mismo que la entrada X (d = 0) o X desplazada un bit a la izquierda (d = 1).

1
4 4 VAL
X “ <<1 ] +
4
— 5
4, _
d

b) Este desplazamiento de un bit a la izquierda es equivalente a multiplicar la entrada por 2.
Por tanto, =2 - X.

c) Se produce desbordamiento cuando el resultado no se puede representar con 4 bits.

- Siinterpretamos los nimeros X y S como nimeros naturales codificados en binario, el ran-
gode Xy Ses [0..15]. Por tanto, cuando X sea mayor que 7, S no podré representar el re-
sultado y se producird desbordamiento.

Desbordamiento si X > 7.

- Siinterpretamos los nimeros como enteros codificados en complemento a dos, el rango
de Xy Ses [-8..7]. Por tanto, se producira desbordamiento cuando X sea menor que -4 o
mayor que 3.

Desbordamiento si X <-4 0 X > 3.
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45. La salida Z debe tomar uno de dos valores; esto lo podemos conseguir mediante un mul-
tiplexor 2-1. Cuél de los dos valores tome depende de si X es multiplo de 4 o no. Un namero
representado en binario es multiplo de 4 si los dos bits de menor peso valen O; por lo tanto,
a la entrada de control del multiplexor debemos conectar x1'xy’.

Para obtener los valores que debemos conectar a cada una de las entradas de datos del mul-
tiplexor, podemos usar los bloques que se describen en el apartado 3.4, tal y como se muestra
en la figura.

46.

a) Vemos que para cualquier combinacién de valores de x1 y X la sefial de salida s vale x,,
excepto en el caso x; = xy=1 en el que s vale 1 (x, + x,"). Por lo tanto, podemos implementar
MO por ejemplo con un multiplexor 4-1 y sin ninguna puerta adicional. De esta manera:
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Otra opcién es implementar la funcién a partir de su tabla de verdad, tal y como se hace en
la figura 18 del apartado 3.1:

“u

X2X1X0

000
001
010
011

- O O O

100
101
110
111

_ a a

En este caso utilizaremos un multiplexor 8-1, a las que conectaremos las variables de la fun-
cion, y copiaremos los 1 y O en las entradas de datos del multiplexor.

0—0
0—1
00— 2
1—13
5
1—1 4
1—15
1—16
1—7
C

=

X

b) El valor U es una XOR de X con la negacién de si misma. Dado que a XOR a’ = 1, obtene-
mos que U valdra siempre 111, y por lo tanto V valdra siempre 000. Deducimos entonces que
la funcién del circuito M1 es generar la combinacién 000.

c) Analizamos los valores que toma Y en funcién de los valores que toma X.

Como hemos visto en el apartado a) analizando la salida del bloque MO, s vale 0si X =0, 1
0 2y vale 1 siempre que X > 2. Por lo tanto, si X < 2 la salida Y del circuito vale O (que es lo
que vale V en todo momento) y si X > 2 vale W.

Analicemos ahora el valor de W:

a) Si X <2, no es necesario que lo analicemos porque sabemos que en este caso, Y vale 0.
b) Si X vale 3 0 4, W vale 3 y 4 respectivamente.
c) SiX>5, Wvale 5.

Juntandolo todo, obtenemos esta tabla de verdad:

X2X1Xo0 Y2¥1Yo
000 000
001 000
010 000
011 011
100 100
101 101
110 101
111 101
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47. El circuito multiplicador de dos nimeros naturales de dos bits tiene cuatro entradas (a;
ag by bg) y cuatro salidas (c3 ¢y ¢q ¢p), tal como se explica en la actividad 24.

Cuatro variables pueden tomar 24 = 16 combinaciones diferentes; por tanto, el tamafio de la
ROM es de dieciséis palabras de 4 bits (1 para cada funcién de salida).

En la siguiente figura se muestra su contenido, que coincide con la parte derecha de la tabla
de verdad de la actividad 24. La variable a; estd conectada al bit de mayor peso del bus de
direcciones y la variable by, al bit de menor peso (es muy importante indicar en el bus de di-
recciones a qué sefial de entrada se conecta el bit de mayor peso para que el resultado sea
correcto. Si los bits de entrada estuvieran en otro orden, la tabla de verdad seria diferente y,
por tanto, también el contenido de la ROM).

Memoria ROM de 2* x 4 bits

a,

Ch)

b] @

- 000000000000 COO0O
O = =0 =0 =0==000000
- 0= 00000=0-00000

—_— O =200 == 0000000Q0C0O0Q

GG G GO

48. Tal como se explica en la actividad 19, este circuito tiene tres sefiales de entrada y dos de
salida y, por tanto, el tamafio de la memoria ROM es de 23 x 2 bits (ocho palabras de 2 bits).
En el contenido de la memoria se han sustituido las x de la tabla de verdad por ceros, ya que
el valor de cualquier bit en una memoria ROM debe estar definido. No obstante, las x se po-
drian haber sustituido por cualquier valor binario.

49. Conectaremos la entrada X a la entrada de direcciones de la memoria ROM, para que la
salida nos dé la representacién en complemento a 2 deseada. Por lo tanto, la entrada de di-
recciones serd de 8 bits y la memoria tendrd 256 palabras de 8 bits cada una.

Ala palabra de la direccién i le pondremos la representacién en complemento a 2 del namero
que en signo y magnitud se codifica con la secuencia de bits correspondiente a la represen-
tacion binaria del namero i. De este modo, las direcciones 00000000..01111111 se accederan
cuando el namero X sea positivo, que en complemento a 2 se codifican igual que en signo y
magnitud, de manera que en la palabra de cada una de estas direcciones habra la misma com-
binacién de bits que la de la direccion correspondiente. Las direcciones 10000000..11111111
se accederdn cuando el nimero X sea negativo, de modo que en la palabra de cada una de
estas direcciones habré la representaciéon en complemento a 2 del nimero -A, siendo A el
namero que codifican los 7 bits més bajos de la direccion.
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La direccién 50 es, expresada en binario, la direccion 00110010. Si la leemos como un ntme-
ro expresado en signo y magnitud, vemos que es positivo y, por lo tanto, el contenido de esta
direccion sera 00110010.

La direccion 150 es, expresada en binario, la direccion 10010110. Si la leemos como un nt-
mero expresado en signo y magnitud, vemos que es negativo. La magnitud del nimero es
0010110. Antes de cambiarle el signo, lo tenemos que expresar en 8 bits, ya que estamos bus-
cando una representaciéon en complemento a 2 y 8 bits: 00010110. Ahora cambiamos 1 por
0y viceversa, sumamos 1 al resultado y obtenemos 11101010. Este serd el contenido de la
direccion 150.

La direccion 200 es, expresada en binario, la direccion 11001000. Si la leemos como un nt-
mero expresado en signo y magnitud, vemos que es negativo. La magnitud del nimero es
1001000. De nuevo, antes de cambiarle el signo lo tenemos que expresar en 8 bits: 01001000.
Ahora cambiamos 1 por O y viceversa y sumamos 1 al resultado, y obtenemos 10111000. Este
sera el contenido de la direccién 200.

50.
a) La tabla de verdad del circuito es la siguiente:

€3 € € € 03 02 01 Op
00O00O0 00O00O0
0 001 0 001
0010 0 001
0011 0011
0100 0 001
0101 0011
0110 0011
o111 01 11
1000 0 001
1T 0 01 0011
17010 0011
10 1 1 01 11
1100 0011
1T 1 01 01 11
1T 1T 10 01 11
1T 1 11 1T 1 11

b) Las salidas del bloque ORDENAR tienen todos los unos a la derecha, tal como se muestra
en la tabla siguiente (recordemos que CUANTOS = [g5 41 qol:

03 03 07 Og CUANTOS 92 91 9o

00 0 (no hay 1 en la entrada) 000
01 1 (hay un 1 en la entrada)

11 2 (hay dos 1 en la entrada)
11 3 (hay tres 1 en la entrada)
11 4 (hay cuatro 1 en la entrada)

- O O O ©
- = O O ©o
- O O O
o = = O
o = o =

Fijémonos en que la salida CUANTOS tiene que formar la codificacién binaria de uno de los
nameros 0, 1, 2, 3 6 4. Para sintetizarla, por tanto, podemos usar un codificador 8-3 (son ne-
cesarios tres bits para codificar el cuatro en binario). Concretamente, tenemos que si el bit
mas alto de ORDEN que estd en 1 es 0;, entonces CUANTOS tiene que valer i + 1. Por tanto,
conectaremos la sefial 0; a la entrada i + 1 del codificador, tal como se muestra en la siguiente
figura.

En la entrada O del codificador puede haber tanto un 1 como un O (en los dos casos, CUANTOS
valdra O si no hay ningin bit de ORDEN en 1).
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1 —e0
00 — el
— e2

% soF— Qo
o ___e3

2 sl——— q4
o — e4 >

s 22— q,
0 —e5

0 — eb

o ¢ —

¢) El tamano de la ROM debe ser 24 x 3 bits, y su contenido es el siguiente.

000
001
001
010
001
o~ 010
e 4 010
e, 011
es 001
i 010
010
011
010
011
011
100
9: 91 9o

51. Primero, deduciremos la expresién algebraica de cada una de las funciones. Denomina-
remos dy, dg, b1y by a los bits de los niimeros de entrada. Para que los ntimeros sean iguales,
lo deben ser bit a bit. Por tanto, se tiene que cumplir que ag = by y a; = b;.

La puerta XOR permite detectar la desigualdad entre 2 bits (recordad su tabla de verdad). Por
tanto, una negacién de su salida detectara la igualdad. Asi pues, la expresién para la salida A
= B es la siguiente:

(a1 @ by)'(ag ® by)'.
Para hacer la salida A < B tendremos en cuenta lo siguiente:

— A es menor que B si lo es su bit de més peso: by =1y a;=0.
— Silos dos bits de mas peso de A y B son iguales, entonces A es menor que B si lo es su bit
de menos pesoa; =byybg=1yag=0.

Por lo tanto, la expresion por la salida A < B es la que mostramos a continuacion:
blal’ + (b1 ® al)lbo tlol.

En la siguiente figura se encuentra la implementacién de los dos circuitos.
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D

A<B

4
b,

| -
| A=B

ay
by

)
1 ) =

)

)

52. Para deducir cudl de los dos nimeros es mayor utilizaremos un comparador de cuatro
bits. Conectaremos el nimero X a la entrada A y el nimero Y a la entrada B del comparador.
La salida A > B de este comparador valdra 1 si X > Y, y O en el caso contrario.

Esta salida controlard un multiplexor de buses que seleccionaré entre X e Y. Asi, cuando
A > B vale 1 seleccionaremos el nimero X, y en cualquier otro caso (X < = Y) selecciona-
remos el nimero Y.

La siguiente figura muestra este disefio.

1
4 VAL
7 -
4
—~ Max (X,Y)
4
7 +
CMP
4/
X A A>B
A=B[—
4/
Y 7 B A<B[—

53. La salida S vale en todo momento alguno de cuatro valores. Una manera de implemen-
tarla es, por lo tanto, mediante un multiplexor 4-1.

Cual de estos valores deba elegirse en cada momento depende del resultado de la compara-
cién entre X e Y, lo que nos lleva a usar un comparador, i, en casode que X =Y, desi X (0 Y)
= 0; esto lo podemos saber usando una puerta NOR a cuyas entradas deberemos conectar los
3 bitsde XodeY.

Hay muchas posibilidades para controlar qué valor sale en cada momento del multiplexor a
partir de las salidas del comparador y de la puerta NOR. Una es la que se muestra en la figura,
segun la cual:

¢ La entrada de datos O pasara hacia la salida cuando X <Y (ni X =Y ni X > V).

e La entrada de datos 1 pasara hacia la salida cuando X > Y.

e La entrada de datos 2 pasara hacia la salida cuando X = Y. En este caso, si la salida de la
puerta NOR es 1 la salida S debe valer 11, y si es O, S debe valer 00. Por lo tanto, podemos
duplicar la salida de la puerta NOR para obtener el bus de dos bits que conectamos a la
entrada de datos 2.

e La entrada de datos 3 no pasara nunca hacia la salida porque nunca se dard la combina-
cién [1 1] en las entradas de control. Aqui podemos conectar por lo tanto cualquier cosa,
por ejemplo 00.
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A<B A=B A>B

También podemos disefiar el circuito sin multiplexor, generando los valores que puede to-
mar la salida con un codificador 4-2, ya que los valores que puede tomar son las cuatro com-
binaciones que se pueden hacer con dos bits. Observemos que si X > Y o X < Y la entrada O
del codificador estara a 1, pero en la salida no se generara la combinaciéon [0 0] porque habra
otra entrada del codificador también a 1.

54. Para saber cudl de los dos hornos estad més caliente, usaremos un comparador. Observe-
mos que el valor de R coincide en todo momento con los 2 bits més altos de la temperatura
del horno que esta mas caliente (o igual), de manera que podemos generar R a partir de estos
bits. Un multiplexor selecciona si se deben tomar de la temperatura A o de la B.

A<B A=B A>B
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55. Para implementar esta funcion sera suficiente con sumar X + 2 * X (X desplazando
un bit a la izquierda). Observad que el resultado final debe tener 5 bits para que no se

produzca desbordamiento.

La siguiente figura muestra este disefio.

0 X
-3
+|Y
//4
<<1
-4
X 2-X
A B
Cout + Cin '_0
S
n 4
5
Z

56. Para realizar esta operacion aprovecharemos la siguiente igualdad, vélida cuando los nt-
meros estan representados en complemento a 2:

Z=X-Y=X+(")=X+Y+1.

Por tanto, para implementar el circuito necesitamos un bloque NOT de n bits para obtener
Y’, y un sumador de n bits para hacer la suma X + ¥’. E1 1 que ain queda por sumar se puede
conectar a la entrada de acarreo del sumador.

La siguiente figura muestra el disefio propuesto.

X Y

L
A

NOT
R

\"“-.. n \"“-. n
A B
—_ lel Cin — 1

+

S
\’\ .

zZ
57. En caso de que el namero sea positivo, la salida tiene que ser igual a la entrada, y en caso
de que sea negativo es preciso cambiar el signo de la entrada; esto lo conseguimos negando
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todos los bits y sumando 1 al resultado. Para seleccionar una opcién u otra, utilizamos el bit
de maés peso de la entrada.

S6lo se puede producir desbordamiento en el caso de que la entrada valga -4, ya que en este
caso el valor de la salida (4) no es representable con 3 bits en complemento a 2. Por lo tanto,
V= xx1"xq’.

58.

a) La tabla de verdad es la siguiente (aqui escribimos también la interpretacion de los na-
meros en complemento a 2 para hacerla mas comprensible). Para calcular el resultado de la
multiplicacién pasamos las entradas a decimal como en la actividad 24.
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b) Para obtener la solucién que se describe en el enunciado, con un sumador y dos multipli-
cadores se debe utilizar la siguiente igualdad:

A+ A3+ AZ=A2 A2+ A+ 1)

A continuacién haremos un estudio del rango que pueden tener cada una de las expresiones
para decidir el namero de bits de cada bloque..

mag A A RiAvl| R A=A R
00 ., 0 0 1 0

01 : 1 1 3 3

02 4 3 12

11 -1 1 1 1

necéseitan: 4 bits 3 bits 5 bits

A? se obtendra mediante un bloque MUL de 2 bits, conectando A a las dos entradas. A%, pues,
tendra 4 bits (el doble de bits que las entradas).

A% + A + 1 se obtendra mediante un sumador, conectando el 1 a la entrada C;,,. Aunque si
nos fijamos en el rango del resultado de esta suma con 3 bits seria suficiente, el sumador debe
ser de 4 bits porque A2 tiene 4 bits. Por tanto, sera necesario ampliar a 4 bits la entrada A
(haciendo una extensién de signo) para conectarla a la otra entrada del sumador, tal como
se muestra en la figura.

Otro bloque MUL de 4 bits calculard A% (A% + A + 1). La salida del multiplicador sera, pues,
de 8 bits, aunque el rango del resultado sélo necesita 5. Este esta formado, por tanto, por los
5 bits de menor peso de la salida de este segundo bloque MUL.

A
G p2
MUL
4y T 2 Extension de
A2 signo de 2 bits
P 4
/1
A B
+ .1
gl
4y
A2+ A+1
MUL
8
3
5

Z=AA?+A+1)

59. Puesto que 4, B, Cy D codifican nimeros naturales con 8 bits, pueden valer entre 0y 255.

Multiplicaremos C por 2 mediante un desplazador a la izquierda de 9 bits, porque el resultado
serd un valor entre 0 y 510. Por lo tanto, extendemos C a 9 bits antes de conectarlo a la en-
trada del desplazador.
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Por otro lado, para obtener la suma A + B + C calcularemos primero A + B con un sumador
de 8 bits. El resultado valdra entre O y 510, y por lo tanto se tiene que representar con 9
bits: los alcanzaremos agregando al resultado el C,,; del sumador. Después sumamos a
este resultado el valor de C extendido a 9 bits, y obtendremos un valor entre 0y 765, que
se debe representar con 10 bits. De nuevo los obtendremos agregando al resultado el C,,,;
del sumador.

Para dividir la suma entre 4 se tiene que desplazar 2 bits a la derecha, lo cual podemos hacer
con un desplazador de 10 bits. Puesto que estamos trabajando con nimeros naturales, el des-
plazador debe ser 16gico. El resultado de la division es un valor entre O y 191, que requiere 8
bits para ser representado. Sin embargo, puesto que Y debe tener 9 bits para representar cual-
quiera de los dos posibles resultados (ya hemos visto que 2 x C requiere 9 bits), descartaremos
s6lo uno de los bits de salida del desplazador.

Finalmente, comparamos C y D para saber cudl de los dos calculos tenemos que dar como
resultado. Elegimos entre los mismos mediante un multiplexor.

A B C D
8 8 ~8 T8
0
A B +
Cnur. +
s
“‘-._“‘8
+
A B -9 A B
Cout + <<1 CMP
A>B A=B A<B
)
I ~9 [ |
+ 9
10
>=2L
3 1
~10 + ——
/ “y
y 0 9

60.

a) Debemos diseflar una UAL que pueda realizar cuatro operaciones. Algunas de éstas se pue-
den hacer directamente usando bloques que ya hemos estudiado en la teoria de este modulo;
sin embargo, otras requieren la utilizacién de circuitos que combinen bloques con puertas.
Analizaremos una por una las operaciones para decidir como haremos su implementacién.
Tal como hemos visto en la teoria, una vez se han implementado los circuitos que hacen to-
das las operaciones, seleccionaremos la operacion que se debe realizar mediante un multi-
plexor de buses de 4 bits de cuatro entradas.

R=A+B Esta suma se puede hacer directamente con un sumador de 4 bits.

- R=A-B Tal como se ha visto en la actividad 56, A - B=A + B’ + 1. Por tanto, para
implementar esta resta haran falta un sumador y un bloque NOT de 4 bits.

- R=A La entrada A, de 4 bits, estara conectada directamente a una de las entradas
del multiplexor.

- R=-A Como hemos hecho en el caso de la resta, podemos usar la igualdad -A = A’

+ 1y, por tanto, para implementar esta operacién necesitaremos un suma-

dor y un bloque NOT de 4 bits.

En la siguiente figura se puede ver la implementacién descrita.
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A B
4 N4
0000
N4 4
N4 N4 N [ Not NOT 4
4 4 4
Cmn Cun 'g Cnul CII’I “'1 Ccull Cin "'1
4 N 4 N4
A+B | A-B A [-A
o 1 2 3
+ C1

sl

b) Analizamos como hay que calcular cada uno de estos bits. Fijémonos en que la operaciéon
R = A nunca generara un desbordamiento.

e Vb: para estudiar el valor de este bit se deben interpretar las entradas (y, por tanto, también
la salida) como niimeros naturales codificados en binario.

— Operacion R = A + B: en este caso el desbordamiento es el acarreo generado en el Gltimo bit.

— Operacion R = A — B: se producird desbordamiento cuando el resultado sea negativo (no se
podra codificar en binario). Teniendo en cuenta que para restar sumamos el complemen-
tario mas 1, el resultado es negativo cuando no se produce acarreo (podéis verificar esta
afirmacién probando unos cuantos ejemplos).

— Operacion R = -A: se produce desbordamiento siempre, porque el resultado siempre es un
numero negativo.

La siguiente tabla resume el valor de Vb:

(] C Vb
0 0 Cout
0 1 Cout’
1 0 0

1 1 1

e V:para estudiar el valor de este bit es necesario que nos pongamos en el caso de interpretar
las entradas y, por tanto, también la salida, como ntimeros enteros codificados en com-
plemento a 2.

— Operacion R = A + B: se produce desbordamiento si los dos sumandos son del mismo signo
y el resultado es de signo contrario. El signo de los operandos y del resultado viene deter-
minado por su bit de mayor peso. Como en la actividad 51, podemos usar la operacion
XOR para detectar igualdad o desigualdad entre estos bits y, de este modo, obtener la si-
guiente expresion:

V= (113 ® bg)r (b3 @ r3).

— Operacion R = A — B: se produce desbordamiento cuando los dos operandos son de signo
contrario y el resultado es del mismo signo que B. Por tanto,

V= (113 ® bg) (b3 ® r3)’.

Como se puede observar en las dos expresiones anteriores, se puede utilizar el mismo circui-
to para calcular el desbordamiento para A + By para A — B, aunque las entradas se deben
conectar de manera diferente. Este circuito tiene tres entradas, x, y y z, y calcula la expresion
s=(x®y)(y ® z). Lo hemos llamado detector V, y su disefio interno se presenta a continua-
cion.
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— Operacion R = —A. Se produce desbordamiento sélo en el caso A = -8 y, por tanto:
V= az [12’ [11/ aol.

La siguiente tabla resume el valor del bit V:

a v

0 0 (a3 ® b3)'(b3®r3)
0o 1 (r3 @ b3)'(b3 ® a3)
1 0 0

1 1 az ay’ ay’ ap’

Para implementar los dos bits de desbordamiento utilizaremos dos mutiplexores, los dos con-
trolados por los bits ¢q y ¢y. Los multiplexores seleccionardn en cada momento el valor co-
rrecto de V'y Vb segin la operacién que se realice.

e N:tal como se ha visto en la teoria, el signo del resultado es el bit de més peso.
e Z:tal como se ha visto en la teoria, para calcular si el resultado es O se hace con una puerta
NOR de cuatro entradas.

A continuacion, se muestra el circuito.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Debemos demostrar que (xyz)’ = X’ + " + z'. En primer lugar aplicamos la propiedad aso-
ciativa y, después, el teorema de De Morgan para dos variables, dos veces:

xyz) =((xp)z) =)' + 2 =x"+y' + 2.

Haremos lo mismo para cuatro variables, habiendo demostrado ya que se cumple para tres
variables:

(xyzw) = ((xyz)w)' = (xyz)' + W =x'+y' + 2/ + w'.
2.
F=((Wp)'+wx)z+x)y =(W'+y +wx)z+X)y' =(W+y +wx) z+xX)y'=(W+)y)+z+X) y'=
=Wz+Yz+x)y =wzy +yyz+ Xy =wzy +y'z+ X'y

3. Primero haremos la tabla de verdad. Después implementaremos el circuito a dos niveles.

El rango de valores que puede tomar un namero entero de dos bits representado en comple-
mento a dos es [-2,1]. Por tanto, el rango de la multiplicacién de dos nimeros sera [-2..4].
Para representar el 4 en complemento a 2 necesitamos 4 bits. Por tanto, la salida tendra 4 bits.

Llamaremos [a; ag] y [b; bp] respectivamente a los bits de los dos ntimeros de entrada, y [c3 ¢, ¢7 ¢p)
a los bits de su multiplicacion. La tabla de verdad de este multiplicador es la siguiente:

@ G b b g o g ¢
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1

0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 1

_\_\_\_\_\_\_\_\
- = = - 00 oo
- 200 = =00
- 0o =0 =0 =0
oo -0 oo =0
oo -0 o0 = =0
©O = -0 =0 = o
- 0o =0 oo oo

A continuacién, se muestran los circuitos a dos niveles correspondientes a las cuatro funcio-
nes de salida.

3= al’ agp bl bo' + al’ ap bl bo +d; ao/ bl/ bo +dqp dg bl/ bo.

a4 ag bl bo

S 187 15 ¢

Gy

v t!J
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Cp = al’ [2s} bl bo’ + al' 24} bl bo +dq ao’ bl’ bo +dq ao' bl bo’ +dq dg bl’ bo.

= (11’ [20s} bl bo’ + al’ [209) bl bO +dq (lo' bl’ bo +dq (10' bl bo +dq dy bl’ bo +dq dy bl bOI.

co=ay ag by by + ay’ ag by by + ay ag by’ by + ay ag by by.
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4. Tenemos la siguiente tabla de verdad:

g a by by g o q ¢
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 1

A continuacion, simplificaremos por Kanaugh cada una de las funciones de salida y, después,
implementaremos el circuito.

C3 = alaoblbo.

| D

Cp = alﬂo'bl + alblbol.

4 ap by by
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= albl'bo + al'aobl + aoblbo' + alaolbo.

Co = aobo.

T
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7. La tabla de verdad es la siguiente::

X ' xz X X0 | Y2 n Yo | Y=3Xmod38
0.0 0 O0 0 0 o0 0
10 0 1 0 1 1 3
20 1 o1 1 o 6
3°0 1 1.0 o 1 1
4 1 0 0| 1 0o 0 4
501 0 T 11 1 7
6 1 1 o 0o 1 o0 2
701 1 1 1 0 1 5

A continuacién se muestra su disefio.

50 ?0‘\
s1 el
Xy — 52 e2 Yo
Xy — 53 e3 — %
Xz— + s4 e4 d -
s5 e5
56 eb6
8.
a)
X

8 <1 2 3 < 4 5 6 7
LR RN N R SR PR
el e2 e3 ed es5 e6
Cg o
< ]
G —-
S

b) Teniendo en cuenta que una operacién de desplazamiento a la izquierda de un bit es equi-
valente a multiplicar por 2, si desplazamos X n bits, esta operacion equivale a § = X - 2n.

c) Si C =010, el desplazamiento corresponde a la operacién de multiplicar por 4. Si X es na-
tural, el rango representable con 8 bits es [0..255]. Por tanto, se produce desbordamiento
cuando X > 256 / 4 = 64.

Si X es entero, el rango de nimero representables es [-128..127]. Por tanto, se produce des-
bordamiento cuando X > 128 / 4 = 32 o bien cuando X <-128 / 4 = -32.

d) Si X es un ntmero natural, los bits de mas peso que se afiaden al nimero cuando éste se
desplaza a la derecha deben valer 0. Por tanto, se debe usar un desplazador 16gico.

Si X es un nimero entero, los bits de mas peso que se afiaden al ntimero cuando éste se des-
plaza a la derecha deben valer lo mismo que el bit de mayor peso del ntimero para conservar
el signo. Por tanto, se debe usar un desplazador aritmético.

) Un desplazador a la derecha no computa la funcién X / 2", sino la funcién |X / 2" . Por tan-
to, si se usa para calcular X / 2", el resultado no sera exacto si alguno de los bits que se pierden
al desplazar a la derecha vale 1. Dicho de otra manera, si el desplazamiento es de k bits (C = k),
el resultado es inexacto cuando tenemos lo siguiente:

X mod 2¥ = 0.
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9. El resultado de la comparaciéon depende de los signos de los dos nameros (que vienen de-
terminados por su bit de més peso: 1 para los negativos, 0 para los positivos o cero).

Si los dos nameros son de signos diferentes, entonces el mayor es positivo.

Cuando los dos ntimeros son del mismo signo, entonces los podemos comparar usando un com-
parador de nimeros naturales. Fijémonos en que el resultado sera correcto también en el caso de
que los dos niimeros sean negativos, porque si X > Y, interpretando X e Y en complemento a dos,
entonces también se cumple que X > Y si los interpretamos en binario. Por ejemplo, si compara-
mos X =-1(1111) con Y =-2 (1110) el comparador sacaria un 1 para la salida X > Y.

A continuacién se muestra un primer esquema del circuito y la tabla de verdad que describe

el comportamiento de la parte del circuito que queda por implementar, de acuerdo con el
signo de los dos ntmeros.

X Y
+
—. 5
A B

+

A>B A=B A<B

Circuito a disefar

]

X>Y X=Y X<Y

X Y:|X>Y X=Y X<Y
CMP 0 O0|A>B A=B A<B
X3 ys (1'.1 1 1 0 0
1

0 0 0 1
1|A>B A=B A<B

De estas tablas se deducen las siguientes igualdades:
[X>Y]=x3y3+ (3@ y3) - [A>B],

[X<Y]=x3y3" + (x3® y3) - [A<B],
[X=Y]=[A=B]

A continuacién se muestra el circuito completo:

X3 Y3

h+x
=

w+"
=|

CMP

%% A-B  A=B A<B

vy

U
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10. a)La tabla de verdad de un full adder es la siguiente:

a b G| oS
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

La expresién en suma de productos de ¢; , 1 es la siguiente:
Ciy1 = ai' b,‘ G+ a; bi’ ci+a; b,‘ Cl"+ a; b,‘ Ci

Podemos sacar factor comin en los dos primeros y los dos tltimos términos, y obtenemos lo
siguiente:

Ciy1=(ai bi+a;by) i+ a;b; (¢/+¢) =(a; © by) ¢;+ a; b;

Por lo que se refiere a s;, vemos que cuando a; = 0 vale (b; ® ¢;) y cuando a; = 1 vale (b; ® ¢;)".
Esto se puede expresar de la siguiente manera:

s,~=a,~' (bi® Ci) + 4; (bi ® Ci)' = ai®b,~@ Ci

El circuito interno de un full adder, que implementa estas expresiones, se muestra en la si-
guiente figura:

Cin

—
|/
H } 5

b) A continuacidn, se muestra como se encadenan cuatro full adders para conseguir un suma-
dor de niimeros de 4 bits. Como se puede ver en la figura, en el bit de acarreo de entrada, cg,
se debe conectar un O para que la suma sea correcta.

Cq

11. Se trata de diseflar un circuito que haga lo siguiente:

Si s’/r=0, entonces R = A + B.
Sis’/r=1,entoncesR=A-B=A + B’ +1.
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Podemos utilizar un sumador de niimeros de cuatro bits para hacer este circuito.

— Conectaremos el nimero A a una entrada.

- En la otra entrada conectaremos el niimero B o el nimero B’, dependiendo de si la seflal
s’/r vale O o 1 respectivamente. Recordemos esta propiedad de la funcién XOR:

0®x=x,1®x=x"

Por tanto, para obtener B o B’ segin s’/r, podemos hacer una XOR de s’/r con cada uno de
los bits de B.

— Conectaremos un 0 a la entrada de acarreo si s’/r =0, o bien un 1 si s’/r = 1. Por tanto, aqui
podemos conectar directamente la sefial s'/r.

Otra opcién para seleccionar B o B’ con s’/r seria utilizando un multiplexor.

El circuito sumador/restador que se describe en los péarrafos anteriores se muestra a con-
tinuacion.

Cuando se realiza una suma, la salida V coincide con el altimo bit de acarreo.

Cuando se hace la resta mediante la suma del complementario més 1, el acarreo del altimo bit
es siempre la negaciéon de lo que obtendriamos si se hubiera hecho directamente la resta.

Por tanto, cuando s’/r = 0 se cumple que V = C,,; y cuando s’/r = 1 se cumple que V = C,,/.
Asi pues, si utilizamos la misma propiedad de la funcién XOR que hemos utilizado antes, ob-
tenemos lo siguiente:

V=5"Ir® Cyy

12. Para saber hacia qué planta se tienen que mover los ascensores (es decir, qué valor tene-
mos que dar a la sefial destino), necesitamos codificar en binario (nimero natural) la planta
desde la que se ha hecho la llamada. Esto lo podemos conseguir mediante un codificador de
8 entradas y 3 salidas, con b; conectado a la entrada e;, las entradas e; y eg conectadas a cero
y con los 3 bits de salida juntos formando el bus destino.

Para saber qué ascensor esta mas cerca de la planta de destino, podemos restar la planta don-
de estd cada uno de los ascensores (plantaA y plantaB) de la planta destino. Para hacer la resta,
podemos utilizar un sumador y aplicar la igualdad siguiente:

X-Y=X+(-Y)=X+Y+1
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tal y como se hace en la actividad 56. Puesto que X e Y se deben representar en comple-
mento a 2, afladiremos un 0 como bit de més peso en todos los operandos de las restas.
Representamos el circuito que se disefia en esta actividad mediante el bloque R, de la ma-
nera siguiente:

n
—\ x
n
Rz B—Zzxv
n
_‘\_. Y

La resta de dos valores en el rango [0, 5] daré un valor en el rango [-5, 5]. Tenemos suficiente
con 4 bits para codificar este rango en complemento a 2, y por lo tanto n puede ser 4.

Las diferencias plantaX — destino pueden ser tanto positivas como negativas, porque el ascen-
sor X puede estar mas arriba o més abajo que la planta desde donde se hace la llamada. La
distancia que buscamos serd el valor absoluto de la resta. Lo haremos utilizando un bloque
VA, que contendrd el circuito que se ha disefiado en la actividad 57 (pero de 4 bits). Este valor
absoluto nunca sera mayor que 5, de manera que se puede representar con 3 bits. Por lo tan-
to, no se producira nunca desbordamiento en este bloque VA, y es mas, descartamos uno de
sus bits de salida.

Una vez tenemos ya las dos distancias, podemos saber cual de las dos es mayor mediante un
comparador. Es suficiente con un comparador de ntiimeros de 3 bits.

Si ponemos la distancia a la que se encuentra el ascensor A en la entrada A del comparador
y la otra distancia en la entrada B, sabemos que cuando la salida A < B del comparador sea 1
deberemos poner a 1 la seflal actA. De manera andloga, cuando A > B sea 1, tendremos que
poner a 1 la sefial actB. En caso de que A = B sea 1, es decir, que los dos ascensores estén a la
misma distancia, tenemos que poner a 1 actA (es decir, actA = (A <B) + (A =B).

Puesto que las sefiales actA y actB se deben mantener a O mientras no se pulse ningn botén,
hay que hacer un producto l6gico (AND) entre estas salidas del comparador y una sefial que
valga O siempre que no se haya pulsado ningan botén. Lo podemos obtener, por ejemplo,
haciendo una suma l6gica (OR) con todos los bits b;.

El circuito completo queda de la manera siguiente:

ot 4
plantaA ﬁ:—\— X
3 R 4 4 a
ZP VA % L
0+ 4 *
_\ \‘ Y Z=X—Y
4 el
VA \\ /_
plantaB 5N—\ x
3 R 4 B A
. Z cMP
oy Z=X-y ASB A=B A<B
1 | ctA
by —] AL
- 3 ,—D—GCIB
by N 7 destino
0 +
0 —
bo
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13. El circuito de esta UAL se muestra en la figura siguiente. Observamos que la entrada B se
conecta a las cuatro entradas de menos peso del multiplexor.
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Introduccion

En el médulo “Los circuitos 16gicos combinacionales” se ha visto que los cir-
cuitos computan funciones logicas de las sefiales de entrada: el valor de las se-
fales de salida en un instante determinado depende del valor de las sefiales de
entrada en ese mismo momento. Cuando las sefiales de entrada varian, enton-
ces, como consecuencia, también variaran las de salida (después del retraso
producido por las puertas y bloques, que en este curso no tenemos en cuenta).

Ahora bien, en algunas aplicaciones es preciso que el valor de las sefiales de sa-
lida no dependa solo del valor de las entradas en el mismo momento, sino que
también tenga en cuenta los valores que las entradas han tomado anteriormen-
te. En los circuitos que hemos conocido hasta ahora, esto no es posible: son ne-
cesarios elementos que tengan alguna “capacidad de recordar”, que son los que

conformen los circuitos 16gicos secuenciales.

En este médulo conoceremos el concepto de sincronizacion y se estudiaran los
biestables, que son los dispositivos secuenciales mas basicos, y los bloques se-
cuenciales, que se construyen a partir de los biestables y tienen una funciona-
lidad determinada.

Después se presentard una de las maneras de formalizar el funcionamiento de
un circuito temporal, el llamado modelo de Moore. El modelo de Moore utiliza
los conceptos de estado y de transiciones entre estados para describir la evolu-
cion temporal del funcionamiento de un circuito temporal, que se representa

graficamente mediante un grafo de estados.

Este modulo permite describir el comportamiento de muchos circuitos se-

cuenciales.
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Objetivos

El objetivo fundamental de este médulo es conocer los circuitos 16gicos se-
cuenciales, es decir, saber como estan formados y utilizarlos con agilidad. Para
llegar a este punto se tendran que haber satisfecho los siguientes objetivos:

1. Saber discernir, a partir de la funcionalidad que se quiere que tenga un cir-
cuito 16gico, si el circuito tiene que ser de tipo secuencial o combinacional.

2. Entender el concepto de memoria, la necesidad de una sincronizacién en

los circuitos légicos secuenciales y el funcionamiento de la sefial de reloj.

3. Conocer el funcionamiento del biestable D y de todas las entradas de con-
trol que puede tener.

4. Conocer la funcionalidad de los diferentes bloques secuenciales, y saberlos

utilizar en el disefio de circuitos.

5. Comprender los conceptos de estado y de transicion entre estados. Entender
todos los elementos de un grafo de estados, y ser capaces de construir el
grafo de estados de un circuito cualquiera a partir de la descripcion de su
funcionalidad.

6. Saber deducir la evolucion temporal de un circuito a partir del grafo de es-
tados que describe el funcionamiento.
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1. Caracterizacion de los circuitos 10gicos secuenciales

1.1. Necesidad de memoria en los circuitos logicos

Sea un circuito con una sefial de entrada X y una de salida Z, ambos de n bits,
que interpretamos como ntmeros representados en complemento a dos. Su-
pongamos que queremos que Z = X + 2. Con los elementos estudiados en el
modulo “Los circuitos 16gicos combinacionales” sabemos como se tiene que
hacer, incluso de muchas formas diferentes. Cuando el valor en la entrada X

varie, entonces Z también cambiara consecuentemente de valor.

Supongamos que queremos que el valor Z corresponda a la suma de todos los
valores que han estado presentes en la entrada X durante un intervalo de tiem-
po determinado (durante el cual el valor de X ha variado). Con los dispositivos
légicos que conocemos hasta ahora no podemos conseguirlo, porque cuando

cambiamos el valor de X, el valor anterior ha “desaparecido”, por lo que ya no

podemos utilizarlo para calcular la suma. ey
Es preciso que este circuito sea capaz de recordar o retener los valores anterio- La denominaci6n”secuencial”.
. deriva justamente de la capaci-
res de algunas sefiales, es decir, debe tener memoria. Esta es la funcionalidad dad de recordar la secuencia de
e L. L . . . . valores que toman las sefiales.
que distingue los circuitos 16gicos secuenciales de los combinacionales. 0

1.2. Reloj. Sincronizacion

En los circuitos combinacionales, la inica nocién temporal que interviene es
el presente. En cambio, en los circuitos secuenciales se tiene en cuenta la evo-
lucién temporal de las sefiales (y aparece, como se verd mas adelante, la no-

ciéon de futuro).

Ahora bien, en la descripcién del circuito del ejemplo anterior, jqué quiere de-
cir con exactitud que “todos los valores que han estado presentes en la entrada
X durante un intervalo de tiempo determinado”? La sefial X puede ir cambian-
do de valor de forma aleatoria en el tiempo: puede valer 13 durante cuatro na-
nosegundos, después 25 durante diez nanosegundos, después O durante un
nanosegundo, etc. ;Como puede determinar el circuito en qué momento “X
ha dejado de tener el valor antiguo” y “empieza a tener el valor nuevo”? Para
poder determinatrlo, el circuito debe tener un mecanismo de sincronizacion.
En los circuitos secuenciales que estudiaremos en este modulo se utiliza una

sefial de reloj como forma de sincronizacion.

Discretizacién

El reloj es una sefial que sirve para determinar los instantes en que un El reloj discretiza el tiempo: en

circuito secuencial “ve” el valor de las sefiales, o “es sensible”, y respon- lugar de verlo como una di-
mension continua, los circuitos
de en consecuencia. lo ven como una secuencia de

instantes.
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Esta tarea que lleva a cabo la sefial de reloj se llama sincronizacion de

los circuitos.

Concretamente, la sefial del reloj toma los valores 0y 1 de forma ciclica y con-
tinua desde la puesta en marcha de un circuito hasta que éste se detiene. De
forma habitual, se utiliza la nocion clk para hacer referencia a la sefial del reloj

(deriva del inglés clock).

La figura 1 muestra el cronograma de la sefial de reloj. El ciclo que forma la
secuencia de valores 0 y 1 tiene una duracion determinada y constante, T, que
se llama periodo. Se puede medir en segundos o, mas habitualmente, en na-

nosegundos (mil millonésimas de segundo).

Figura 1

ok o Lo Lo 1]

P Tiempo

+—>
T

Los instantes en que la sefial de reloj pasa de O a 1 se llaman flancos
ascendentes. El intervalo que hay entre un flanco ascendente y el si-
guiente se llama ciclo o ciclo de reloj. Por tanto, la duracién de un ciclo
es un periodo de T segundos.

La frecuencia del reloj es la inversa del periodo, es decir, es el nimero de ciclos
de reloj que ocurren durante un segundo. Se mide en hercios (ciclos por se-
gundo); lo mas habitual es usar el multiplo gigahercios (mil millones de ciclos
por segundo), que se abrevia GHz. Por ejemplo, si tenemos un reloj con un pe-

riodo de 0,75 nanosegundos, su frecuencia es la siguiente:

1 ciclo
0,75- 10”7 segundos

=1,33-10° ciclos/segundo = 210 ~? segundos = 1,33 GHz.

La sefial de reloj puede sincronizar los circuitos de varias formas. En este curso
so6lo se vera la que se usa de forma més habitual, llamada sincronizacién por
flanco ascendente. Esta forma de sincronizacion establece que los dispositi-
vos secuenciales de un circuito serdn sensibles a los valores de la sefial en
los instantes de los flancos ascendentes, tal como veremos en el siguiente
apartado. En el resto de los apuntes, si escribimos solo flanco nos referimos a
flanco ascendente. 0

Tal como se ha visto en el 0

médulo “Los circuitos l6gicos
combinacionales”, las transiciones entre
los valores 0 y 1 de una sefial tienen un
cierto retraso. Sin embargo, nosotros
consideramos que los cambios de valor,
de la sefial de reloj o de cualquier otro
son instantaneos.

Generacion de una senal
de reloj

Fisicamente, la sefial de reloj se
genera a partir de cristales de
cuarzo, un mineral que tiene
la propiedad llamada piezoelec-
tricidad: cuando recibe
corriente eléctrica vibra con
una frecuencia extremada-
mente grande y regular.

Valores tipicos
de las frecuencias

A principios del afio 2010, los
procesadores comerciales mas
rapidos tienen frecuencias de
reloj de 3,5 GHz, con periodos
cercanos a 0,3 nanosegundos.
Sin embargo, la frecuencia
base se puede multiplicar utili-
zando la técnica denominada
overclocking.

Otras formas
de sincronizacion

Otras formas de sincronizacién
son por nivel 0, por nivel 1
y por flanco descendente.
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Actividades

1. Se quiere disefiar un sistema que reconozca si se produce la combinacién 1010 en una
entrada de cuatro bits. Indicad si el sistema es secuencial o combinacional y por qué.

2. Se quiere disefiar un sistema que reconozca una secuencia de cuatro digitos decimales
para identificar el nimero secreto de una tarjeta de crédito. El sistema tiene una entrada
de datos tnica de cuatro bits, que codifican cada digito. Indicad si el sistema es secuencial
o combinacional y por qué.

3. ;{Cual es el periodo del reloj de un procesador Intel Celeron E1200 que funciona a 1,6 GHz?
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2. El biestable D

2.1. Dispositivo elemental de memoria. El biestable D

En el apartado anterior hemos visto la necesidad de que los circuitos l6gicos
tengan capacidad de memoria. En este apartado veremos como se construyen

los dispositivos que pueden “recordar” los valores sefialados.

Si examinamos el circuito que muestra la figura 2, vemos que el valor que hay en
los puntos Qy Q’ (0 6 1) se mantendra indefinidamente, ya que la salida de cada
inversor esta conectada con la entrada del otro. Por tanto, podemos decir que

este circuito es capaz de “recordar”, o mantener en el tiempo, un valor 16gico.

Figura 2

o a
. <]

Ahora bien, este circuito no es muy util, porque no admite la posibilidad de

modificar el valor recordado. Interesa disefiar un circuito que tenga esta misma
capacidad de memoria, pero que ademas permita que el valor en el punto Q
pueda cambiar segin los requerimientos del usuario. Un circuito con estas ca-

racteristicas se llama biestable.

Los biestables son los dispositivos de memoria mas elementales: permi-
ten guardar un bit de informacion.

Un biestable tiene dos salidas, Qy Q’. Se dice que Q es “el valor que guar-
da el biestable” en cada momento, o “el valor almacenado en el biesta-

ble”, y Q’ es su negacion.

Hay diferentes tipos de biestables. En esta asignatura s6lo veremos uno, el bies-
table D. La figura 3 muestra su representacion grafica. Podemos observar que

tiene una entrada de reloj, ya que se trata de un dispositivo secuencial.

Figura 3

clk —>

La denominacion biestable

Proviene del hecho de que el
biestable puede estar “en dos
estados”: Q=00Q=1.

La entrada de reloj de un
dispositivo secuencial sincronizado
por flanco ascendente se identifica

con el simbolo >.

Implementacién interna

La implementacién interna de
un biestable D se basa en el cir-
cuito de la figura 2, pero no es
objetivo de esta asignatura co-
nocerla.
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El biestable D funciona de la siguiente forma:

La salida Q toma el valor que haya en la entrada D en cada flanco ascen-
dente de reloj. Durante el resto del ciclo, el valor de Q no cambia.

Es decir, el biestable s6lo es sensible al valor presente en la entrada D en los

instantes de los flancos ascendentes.

La figura 4 muestra la tabla de verdad que describe el comportamiento del
biestable D (no ponemos la columna correspondiente a Q’ porque es la nega-
cién de Q). En esta figura se introducen algunas notaciones que se usaran de

ahora en adelante:

e El simbolo j representa un flanco ascendente de reloj.

e Flsimbolo * a la derecha del nombre de una sefial se refiere al valor
que tomara esta sefial cuando se produzca el proximo flanco ascen-

dente de reloj.

Por tanto, Q" no identifica ninguna sefal del circuito, sino el valor que tendra
la sefial Q en un instante futuro: a partir del momento en que se produce el
préoximo flanco. Esta notacion, pues, nos permite describir con precisién la

evolucién temporal de las sefiales en un circuito l6gico secuencial.

Figura 4
D ck Q
o 4§ o
1 £ 1

La figura 5 muestra el cronograma del comportamiento de un biestable D du-

rante dos ciclos, el que va del instante t; al instante t, y el que va de t, a t3.

Figura 5

Nota

Notemos que no tendria senti-
do el hecho de dibujar una li-
nea con el nombre Q* en un
Q. .4+ o .. e e ) [ — cronograma, ya que Q* no co-
rresponde a ninguna sefal.

clk I I

P Tiempo
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En la figura 5 podemos observar que D toma diferentes valores durante un ci-
clo. En el ciclo que va de t; a t, vale primero O y después 1, y en un ciclo que
va de t, a t3 toma valores 1, 0, 1 y O, y pasa de nuevo a 1 en el instante t3 (co-
incidiendo con el tercer flanco ascendente del reloj). Nos podriamos pregun-
tar cual de estos valores es el que se carga en el biestable cuando llega el flanco
ascendente, en los instantes t, y t3.

Para responder a esta pregunta, usaremos la siguiente convencion: el valor que
se carga en un biestable en el instante de un flanco es el que tiene la entrada

D en el momento en que llega el flanco.

En un cronograma, esta idea se traduce en lo siguiente: el valor que se
carga en el biestable en un flanco determinado es el que tiene la linea
correspondiente a la entrada D cuando toca la linea vertical correspon-
diente a este flanco por la izquierda (ya que, en un cronograma, el tiem-
po transcurre de izquierda a derecha).

En la figura 5 podemos ver que en el instante £,, Q toma el valor 1 (en este caso
no hay duda), y en el instante 3, Q toma el valor 0. La convencién anterior
nos dice que el valor que toma Q es 0, porque es el que hay en la linea corres-
pondiente en D cuando ésta toca el flanco por la izquierda.

Actividades

4. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura.

clk —>

S T I Y I O O N

P Tiempo

5. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura.

Valor que se carga
en el biestable

En los circuitos reales, el valor
que se carga en el biestable es
el que esta presente de forma
estable en la entrada D un cier-
to intervalo de tiempo anterior
al flanco, que depende del re-
traso en la subida y bajada de
tension de las sefiales y de la
tecnologia utilizada para cons-
truir el biestable.
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2.2. Seiial de carga

Cuando se pone un biestable dentro de un circuito con otros componentes, a
veces nos interesard que el contenido del biestable no cambie, ni siquiera en
los instantes de los flancos, aunque varie el valor de D; queremos que el bies-
table sea “insensible” a las variaciones de D cuando asi lo requiramos.

La figura 6 muestra la representacion grafica de un biestable D con sefial de
carga (se identifica por la palabra load), y la tabla de verdad de su funciona-
miento. Como es habitual, las x indican valores cualesquiera de las sefiales.

Figura 6
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La figura 7 muestra el cronograma del comportamiento de un biestable D con
sefial de carga. Podemos ver que en el instante ; el valor de Q no varia, aunque
D =1, porque la sefial load esta en 0. Cuando load = 1, entonces el biestable
funciona tal como se ha estudiado en el apartado anterior.

Figura 7

load o

o [ 1] ] Lo [

i P Tiempo
to t]

2.3. Entradas asincronas

El valor de un biestable D puede variar en los instantes de flancos ascendentes
segun el valor que hay en las entradas D y load. Ahora bien, se debe tener la
capacidad de darle un valor inicial: el valor que tomaréa cuando se ponga en
marcha un circuito.

Las entradas asincronas de un biestable permiten modificar su valor de
forma instantanea, de forma independiente al valor de la sefial de reloj
y de las entradas D y load. Se dice que las entradas asincronas tienen
mas prioridad que el resto de las entradas.

Los biestables suelen tener dos entradas asincronas:

¢ R (delinglés reset): en el momento en que se pone a 1, el biestable se pone a 0.

e S (del inglés set): en el momento en que se pone a 1, el biestable se pone a 1.

La figura 8 muestra la representaciéon grafica de un biestable D con entradas
asincronas y seflal de carga, y la tabla de verdad que describe su comporta-
miento.
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Figura 8
Si tanto R como S valen 1, el
comportamiento del biestable no
se plllede predecir. En los circuitos
reales siempre se garantiza que
| R S load D ck|Q esta situacion no se produzca
R nunca.
—D Q}— 01T x x x |1
clk —> 1T 0 x x x |0
—IoadS QH— 0 0 0 x x|Q
| o0 1 o 4o
o0 1 1 4|1

La figura 9 muestra el cronograma del comportamiento de un biestable D con
entradas asincronas y sefial de carga (para simplificar el dibujo, supongamos
que load = 1 todo el tiempo). Se puede observar que el biestable se pone a 1 en
el instante ¢y aunque éste no coincida con un flanco ascendente, y se mantie-
ne a 1 mientras S = 1, de forma independiente al valor de D. De igual forma,
se pone a 0 en el instante #;. En cambio, mientras ambas entradas asincronas
estan a 0, el biestable modifica su valor so6lo en los momentos de un flanco as-

cendente, de acuerdo con el valor de D.

Figura 9

M

.
]

clk i I i I _I I_

P Tiempo

Cuando no dibujamos en un circuito las sefiales load, R y S de un bies-
table, asumiremos por defecto que valen 1, O y O respectivamente.

Actividades

6. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura suponiendo que en
su inicio la salida Q vale 1.
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7. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura, suponiendo que
inicialmente la salida Q vale 1. ;Cudl es el papel de la sefial L en el circuito?
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Inicializacion de los circuitos

Los circuitos secuenciales suelen tener una seflal que actda de forma asincrona y
tiene por mision inicializar el circuito. Esta sefial, que llamaremos Inicio, esta co-
nectada a las entradas asincronas de los biestables (en R o S segtin si el valor inicial
tiene que ser 0 6 1). Cuando el circuito se pone en funcionamiento, la sefial Inicio
vale 1 durante un cierto intervalo de tiempo, y después baja a O (se dice que genera
un pulso a 1); un pulso siempre dura mas de un ciclo de reloj (es decir, siempre
se produce al menos un flanco ascendente mientras Inicio vale 1). Durante el
funcionamiento normal del circuito, Inicio permanece a 0. Si en algin otro mo-
mento Inicio hace otro pulso a 1, el circuito se reinicializa.

Actividades

8. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura.

Inicio

ck —>

L —{ load a —|

Inicio I

clk
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3. Bloques secuenciales

3.1. Registro

Hemos visto que un biestable permite guardar el valor de un bit. Para guardar

el valor de una palabra de n bits seran necesarios n biestables D.

Un registro es un bloque secuencial formado por n biestables D, que
permite guardar el valor de una palabra de 7 bits.

La figura 10 muestra la representacion grafica de un registro. Se puede ver que

presenta las siguientes sefiales:

Una entrada de datos de #n bits, E. Cada uno de los bits de este bus esta co-

nectado con la entrada D de uno de los n biestables que forman el registro.

Una salida de datos de #n bits, S, que es un bus formado por las salidas Q de

los n biestables que forman el registro.
Dos entradas de control de un bit, load y clear. Estas dos seflales estan co-
nectadas respectivamente a la seflal load y a la entrada asincrona R de cada

uno de los biestables del registro.

Una entrada de reloj, conectada a las entradas de reloj de todos los biestables.

Figura 10
+ n
— load E clear —
REG
—_— s

El funcionamiento del registro es el siguiente: 0

La sefial clear sirve para poner el contenido del registro a 0. Dado que se
conecta con las entrada R de los biestables, es una sefial asincrona, es decir,
actta independientemente del reloj, y es el mas prioritario, de forma que
cuando estéd a 1, los n bits del registro se ponen a 0, independientemente
del valor de las otras sefiales.
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e Cuando clear esta a 0, entonces los n biestables que forman el registro se
comportan como n biestables D con sefial de carga.

Este funcionamiento se puede expresar mediante la siguiente tabla de verdad:
Si en un registro no dibujamos las
sefales load o clear, asumiremos
queestanalyao,

clear load clk = respectivamente.
1 X X 0
0 0 X S

Cuando modificamos el valor de un registro haciendo que se cargue con
el valor que hay en la entrada E, decimos que hacemos una escritura
en el registro.

Cuando analizamos el contenido de un registro a partir de la salida S,
decimos que hacemos una lectura.

A partir de un registro y bloques combinacionales, se pueden disefiar circuitos
con una funcionalidad determinada. Por ejemplo, el circuito de la figura 11
permite que el registro se pueda cargar con el valor de la entrada X o que pueda
desplazar su contenido 1 bit a la izquierda, en funcién de la sefial d.

Figura 11

Actividades

9. La siguiente figura muestra los valores de las sefiales E y load de un registro de ocho
bits durante cierto intervalo de tiempo. Indicad en la linea etiquetada como tiempo los
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instantes en que el registro se carga con la entrada E y la secuencia de valores que tomara
la salida $ del circuito. Observad que inicialmente el valor de S es 9.

Interpretacion

I : I - | : de un cronograma
En un cronograma, los valores
de palabras de n bits se dibujan
mediante un hexagono, en

é cuyo interior se escribe el valor
£ ( 0 X : )\ 2 x 2 X 2 > de la sefial en decimal. Los
puntos de contacto entre los
extremos de los hexagonos in-
dican el momento en que la
: ; - ; palabra cambia de valor.

v
L =]

clk [ I L[ 1

P Tiempo

10. Se quiere disefar un circuito con una entrada X de 8 bits que codifica un niimero na-
tural en binario, y una salida S también de 8 bits que muestre en todo momento la suma
acumulada de los valores que ha tenido X desde la inicializacién del circuito y hasta el
ciclo presente.

a)Un disefiador inexperto propone este circuito. ;Por qué no es valido?

X
\’\8
E

1 __|load clear | ;o
REG
clk —I> s
“‘--._\\ 8
~J ~
A B
— | Cout + Cnl—0
S
"‘--._“\ 8
b

b)Un disefiador con un poco més de experiencia propone este otro circuito. ;En qué me-
jora al anterior? Este circuito también tiene un inconveniente, ;cual es? ;Es posible evi-
tarlo?
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1 —load E clear | jnicio

clk —>

11. Diseriad un bloque secuencial contador, CONT, con una salida S de 8 bits. Esta salida
es un namero natural (codificado en binario) que, siempre que la sefial de entrada contar
valga 1, se incrementara en cada flanco del reloj segin esta expresion:

S*=(S+ 1) mod 256

(por tanto, después de valer 255 pasa a valer 0). El bloque tiene, ademas, una entrada
asincrona, clr, que cuando vale 1 pone la salida a 0. El funcionamiento del circuito se
muestra en la siguiente figura.

ck  —p o .
CONT clr  contar  clk )
dr = 1 X X
contar —— 0 0 X S
* 8 0 1 3 S+1
S

12. Diseflad un circuito secuencial con una entrada de datos E de 8 bits, dos entradas de
control ¢; y ¢y de 1 bit y una salida S de 8 bits. E y S codifican nimeros naturales en bi-
nario. El funcionamiento del circuito viene descrito por la tabla siguiente:

Q () clk st
0 0 I 0
0 1 I E

1 0 [ (5+1) mod 256

1 1 [ (5+E) mod 256

Inicialmente, S debe tener el valor 0. El circuito no puede contener mas de un bloque su-
mador.

13. Se quiere disefiar un circuito que controle el estado de ocupacién de un aparcamien-
to, en concreto poniendo en verde un semaforo mientras queden plazas libres y ponién-
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dolo en rojo cuando esté lleno. El semaforo se pone verde cuando la sefial lleno vale 0 y
se pone rojo cuando vale 1.

El aparcamiento tiene capacidad para 500 vehiculos. Cuando entra un coche, se produce
un pulso en la sefial entra, y cuando sale un coche se produce un pulso en la sefial sale.
Otros sistemas de control del aparcamiento garantizan que en un mismo ciclo nunca en-
trard y saldrd un coche al mismo tiempo, y generan un pulso en la sefial Inicio cuando el
aparcamiento abre las puertas, momento en el que no habra ningtin coche.

a);Qué sefiales de entrada y de salida debe tener el circuito? ;De cuéntos bits cada una?
b)EI circuito debe ser secuencial, ;por qué?
c)Disenad el circuito e indicad el ancho de todos los buses.

14. Utilizando un registro de cuatro bits, bloques combinacionales y puertas, disefiad un cir-
cuito secuencial que reconozca si se ha producido la secuencia de valores 1010 en una entra-
da x de 1 bit. Los diferentes valores de x son los que tenga esta sefial al llegar cada flanco de
reloj. Cuando reconoce la secuencia, el circuito tiene que poner la sefial de salida z a 1. El
circuito tiene otra sefial de entrada, Inicio, que genera un pulso a 1 para inicializar el circuito.

X —

Inicio —— circuito

cdk —

15. Analizad qué hace el circuito de la figura, teniendo en cuenta lo siguiente:

- Xy Sson nameros enteros representados en complemento a 2.
- Laentrada X tiene un valor nuevo en cada ciclo de reloj.

-  Ry;.q se refiere al bit de més peso del registro REG1.

- La sefial Inicio funciona de la forma habitual.

X Precisiones
sobre los graficos

En los circuitos secuenciales,
supondremos siempre que hay
una sefal Unica de reloj (clk).
Sin embargo, en las figuras a
veces no se conectan todas las
entradas de reloj con una mis-
ma linea, con el fin de aclarar el
dibujo.

En general, si en un circuito hay
mas de un punto identificado
por un mismo nombre

de sefial, se entiende que

los puntos estan conectados,
aunque no estén unidos por una
linea. Por ejemplo, en la figura
de la izquierda se escribe dos ve-
ces “clk”, pero las dos corres-
ponden a la misma sefial.

X*’ n
n

clk

Inicio
clk
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16. Analizad qué hace el circuito de la figura siguiente:

X Inicio G g

Interseccién de cables

A veces, en el diseio de cir-
cuitos se dibujan puntos en
las intersecciones de cables
para esclarecer el disefio.

clk

17. Se quiere disefiar un circuito que controle la entrada a un edificio de acceso restrin-
gido, a cuya puerta hay un dispositivo con cinco teclas numeéricas (del O al 4) y una tecla
Entrar. Quien quiera entrar en el edificio debe teclear un cédigo en el teclado numérico
y pulsar Entrar; esto generara un pulso a 1 en la sefial entrar, de un ciclo de reloj de dura-
cién, y pondrd en la sefial codigo la representaciéon en binario del c6digo que se acaba de
teclear. Se puede pulsar cualquier nimero de teclas numeéricas, pero sélo se tendran en
cuenta las tres ultimas que se hayan tecleado antes de pulsar Entrar.

Si el codigo coincide con la contrasefia correcta, se enciende una luz verde (se consigue
activando la sefial verde) y la puerta se abre. Si el codigo es diferente de la contrasefia, se
enciende una luz amarilla (se consigue activando la sefial amarillo) y la puerta no se abre.
Si se teclea un c6digo equivocado tres veces seguidas, se enciende una luz roja (se consi-
gue activando la sefial r0jo) y la puerta se bloquea hasta que venga el portero y reinicialice
el sistema (generando un pulso en la sefial Inicio).

Las luces se deben apagar un cierto namero de segundos después de que se hayan encen-
dido, y también se tienen que mantener apagadas mientras nadie haya tecleado ningan
codigo. Sin embargo, de esto se ocupa otro subsistema (es decir, s6lo os tenéis que pre-
ocupar de que cuando alguien haya tecleado un c6digo se encienda la luz apropiada).

a) ;Qué entradas y salidas tiene el circuito? ;De cudntos bits cada una?

b) Disefiad el circuito, suponiendo que la contrasefia correcta no varia nunca y que dis-
ponéis de un registro que estara siempre cargado con su codificacién en binario. Indicad
el ancho de todos los buses.

¢) (Qué elementos seria necesario afiadirle para permitir que se pudiera cambiar la con-
trasefa?

3.2. Banco de registros

Un banco de registros es una agrupacion de un cierto nimero de regis-
tros, todos del mismo ntimero de bits. El contenido de los registros se
puede leer y modificar gracias a los puertos de lectura y de escritura.
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El namero de registros de un banco siempre es una potencia de 2. Los 2" re-

gistros estin numerados desde 0 hasta 2™ - 1.

La figura 12 muestra la representacion grafica de un banco de registros. Se pue-

de ver que dispone de las siguientes sefiales:

e Una entrada de seleccién de lectura, SL, de m bits (si 2™ es el nimero de

registros del banco.

e Una salida Dout, del mismo ntmero de bits que los registros del banco. SL

y Dout forman el puerto de lectura del banco.
e Una entrada de seleccién de escritura, SE, de m bits.
¢ Una entrada de permiso de escritura, E, de un bit.

e Una entrada Din, del mismo ntimero de bits que los registros del banco. SE,
E y Din forman el puerto de escritura del banco.

Figura 12

SL Dout +
> Banco
de

registros
SE

T T

Din

i

El banco de registros funciona de la siguiente forma: 0

e Para hacer una lectura, hay que poner en la entrada SL la codificacién bi-
naria del niimero de registro que se quiere leer. Entonces, el contenido de
este registro estara presente en la salida Dout.

e Para hacer una escritura, hay que poner en SE la codificacién binaria del
numero de registro que se quiere escribir y poner la entrada E a 1. Cuando
se produzca el proximo flanco ascendente de reloj, el valor que haya en Din
se escribira en el registro indicado por SE.

Como se puede observar, la entrada E funciona como una seflal de carga: si

estd a 0 no se puede modificar el contenido de ningtn registro del banco.

Actividades

18. Se dispone de un banco de registros de 16 bits. A partir del cronograma que se mues-
tra a continuacion, haced lo siguiente:

a) Indicad qué registros se escriben, en qué momento y con qué valor.

Banco de registros

En general, un banco de regis-
tros puede tener varios puertos
de lectura y de escritura. El nd-
mero de puertos de cada tipo
determina el nimero de opera-
ciones de lectura y de escritura
gue se pueden hacer de forma
simultanea. Por ejemplo, si
tiene dos puertos de lectura

y uno de escritura, se pueden
leer dos registros y escribir otro
de forma simultanea. En esta
asignatura, siempre tendran

un puerto de escritura y uno de
lectura.

Atencién

Fijémonos en que en el banco
“siempre se esté leyendo”; di-
cho de otra forma, en Dout hay
en todo momento el conteni-
do del registro indicado por SL.
En cambio, sélo se escribe en
los ciclos en que E = 1; la escri-
tura se realizara al final

del ciclo, coincidiendo con

el préximo flanco de reloj.
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b) Indicad en el cronograma el valor de la salida Dout suponiendo que el valor inicial de
los registros, expresado en hexadecimal, sea el siguiente:

RO = 0000,
RI=1111,
R2 = 2222,
R3 = 3333,
R4 = 4444,
RS = 5555,
R6 = 6666,
R7 =7777.

SE o X 1 X 2X 3 X 4 X s X s

¢ |

Din 01A5 X 1234 Xswa X 9ABCX FFFF

SL 7 X i6 X is X 14 Xiz X

Dout

clk I | | I | I

P Tiempo

¢) Indicad el valor de todos los registros del banco después del instante 4.

19. Implementad un circuito con la misma funcionalidad que el de la actividad 16, pero
sin la sefial Inicio, utilizando s6lo un banco de cuatro registros.

RAM

3.3. Memoria RAM
La denominacién RAM provie-
ne del inglés random access
memory (“memoria de acceso
aleatorio”). Se le dio este nom-
bre porque el tiempo que se
de un cierto nimero de palabras (2™) de un cierto namero de bits (n). tarda en hacer una lectura o
una escritura no depende de la
palabra a la que se acceda (a
diferencia de lo que pasaba en
otros dispositivos de memoria
La funcionalidad de una memoria RAM, pues, es similar a la de un banco de que se utilizan en los primeros
computadores).

La memoria RAM es un bloque secuencial que permite guardar el valor

registros. Las diferencias entre ambos bloques son las siguientes:

e Fltamafio: un banco de registros suele guardar unas cuantas decenas de pa-
labras, mientras que una memoria RAM puede guardar varios millones.

¢ La velocidad: por como se implementan fisicamente una y otra, el tiempo
de respuesta (retraso) de una memoria RAM es mucho mayor que el de un

banco de registros (y, por tanto, este tltimo es mas rapido).
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e Laimplementacion interna de ambos bloques es muy diferente.

¢ En un banco de registros, las escrituras se hacen coincidiendo con los flan-
cos ascendentes del reloj. En cambio, la memoria no tiene sefial de reloj:
las escrituras son efectivas un cierto intervalo de tiempo después de haber

dado la orden de escribir.

En este curso no se estudiaran detalladamente estas cuestiones. Tenemos sufi-
ciente con la idea de que un banco de registros es pequefio y rapido, y una me-
moria RAM es grande y lenta. También asumiremos que la memoria RAM esta

sincronizada de la misma manera que los bancos de registros, con una sefial

de reloj. 0

Como en el caso de la memoria ROM que hemos visto en el médulo “Los cir-
cuitos 16gicos combinacionales”, la memoria RAM se puede ver como un ar-
chivador con cajones, numerados con una direccion. Cada cajon guarda una

palabra. Llamamos M[i] a la palabra guardada en el cajon con direccion i.

La figura 13 muestra la representacion de una memoria RAM con un solo puer-

to de lectura/escritura. Se puede ver que dispone de las siguientes sefiales:

e Una entrada de direcciones, M@. Si la memoria tiene capacidad para 2" pa-

labras, la entrada tendra m bits.

e Una entrada/salida de datos, Md, de n bits (si las palabras que guarda la me-

moria son de 7 bits).

e Una entrada de control, L’/E, que indica en todo momento si se tiene que

hacer una lectura o una escritura.

Figura 13

Memoria
m RAM

—f—{me
—>

El funcionamiento de la memoria es el siguiente: 0

e Si L’/E = 0, entonces se hace una lectura: por el bus Md sale el valor de la
palabra que esta guardada en la direccion indicada por M@. Si M@ cambia
mientras L’/E = 0, Md variara también inmediatamente (en este curso, asu-

mimos que las lecturas a memoria tienen retraso 0).

Nota

Las memorias también pueden
tener un cierto ndmero de
puertos de lectura y de escritu-
ra, que determinan el nimero
de operaciones que se pueden
hacer de forma simultanea.

En una memoria con un solo
puerto de lectura/escritura
como la que presentamos en
estos apuntes, en cada mo-
mento sélo se puede hacer

o una lectura o una escritura.
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Si L’/E = 1, entonces se hace una escritura: la palabra indicada por M@ toma
el valor que hay en Md en el primer flanco de reloj que se produzca des-
pués de activar L’/E (asumimos que las escrituras tampoco tienen retraso).
Mientras L’/E = 1, el bus Md toma el valor O (a diferencia de lo que sucede

en los bancos de registros, que “siempre estan leyendo”).

La siguiente tabla de verdad resume el funcionamiento de la memoria RAM.

L'/E
0 Md := M[M@]
1 MIM@] := Md

La capacidad de una memoria RAM se suele medir en bytes (palabras de ocho

bits). Como hemos dicho, suele contener varios millones de palabras, y, por

eso, para indicar su capacidad se suelen utilizar las letras k, M y G, que tienen

los siguientes significados:

Letra Significado Ejemplo
k 210-1.024=103 16 kb (16 kilobytes) = 2'* bytes
M 220 k. k=106 32 Mb (32 megabytes) = 2% bytes
230 -Kk. M=10° 2 Gb (2 gigabytes) = 231 bytes
Actividades

20.
a) Disefiad un bloque incrementador, INC, con una salida S de nueve bits (parecido al
que se ha disefiado en la actividad 11), que funciona de la siguiente forma:

Bt 111 INC parar ——

_> s
=

— Cuando la entrada ini esta en 1, S se pone a 0.

— En cada flanco de reloj, S se incrementa en 1.

— Si en algn momento la sefial parar vale 1, entonces S deja de incrementarse y man-
tiene su valor en la salida.

— Cuando S llega a 256 también deja de incrementarse, y su salida se mantiene en 256
hasta que en la entrada ini vuelva a haber un 1.

A partir del circuito de la siguiente figura (el bloque INC es el disefiado en el apartado a),
contestad estas preguntas:

b) Indicad cuéles son las entradas y salidas del circuito, y cuantos bits tiene cada una.
c) /Qué bloques del circuito son combinacionales y cudles son secuenciales?

d) ;Cual es el tamarfio de la memoria RAM del circuito?

e) Indicad qué funcion hace este circuito y razonad la respuesta (recordad que Inicio ge-
nera un pulso a 1 cuando el circuito se pone en marcha).



CC-BY-SA ¢ PID_00163600 28 Los circuitos |égicos secuenciales




CC-BY-SA ¢ PID_00163600 29 Los circuitos |égicos secuenciales

4. F1 modelo de Moore

4.1. Estado. Transiciones

Otras modelizaciones

El modelo de Moore es una forma de expresar o modelizar el funciona-

miento de un circuito l6gico secuencial. Es fundamental en los concep- Otra forma muy usual de mo-
delizar un circuito secuencial es

tos de estado y transiciones entre estados. el llamado modelo de Mealy
(que no se estudia en esta asig-
natura).

Para introducir estos conceptos utilizaremos un ejemplo: 0

Tabla 1
Imaginemos un circuito que controla el funcionamiento de una maquina ex- Monedas m: m
, . . . P s introducidas 1 0
pendedora de café. Para simplificar, asumiremos que la maquina sélo sirve un
anico tipo de café, y que s6lo admite monedas de 0,5 euros y de 1 euro. La in- M'ngu;a ;noneda 0 0
oneda ae
formacién sobre las monedas introducidas se codifica mediante dos sefiales 16- 0,5 euros 0 1
gicas my y my, tal como se muestra en la tabla al margen. Las seflales m; y myg ’1\A°”eda de 1 0
euro
seran las entradas del circuito.

El precio del café es de 1,5 euros. La maquina tiene dos dispositivos de salida,
uno para servir el café y otro para dar el cambio. Estos dos dispositivos estan
controlados respectivamente por las sefiales légicas café y cambio, de forma
que la maquina dara café o cambio cuando la seflal correspondiente esté a 1.
La figura 14 muestra el esquema del funcionamiento de la maquina.

Figura 14

Maquina de café

Codifi- Circuito

Monedas cacién secuencial

Para determinar en cada momento si tiene que servir café o dar cambio, la ma-
quina necesita saber cuanto dinero se le ha introducido hasta el momento. Se
pueden dar las siguientes situaciones:

¢ Se han introducido O euros.

¢ Se han introducido 0,5 euros.
¢ Se ha introducido 1 euro.

¢ Se han introducido 1,5 euros.
¢ Se han introducido 2 euros.
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Se llama estado a cada situacion diferente en la que se puede encontrar

un circuito.

En nuestro ejemplo, la maquina de café puede encontrarse en cinco estados

diferentes, los descritos por las cinco posibilidades anteriores.

Las sefiales de salida del circuito tomaran un valor u otro segiin en qué estado se
encuentre el circuito. En el caso de la maquina de café, la sefial café estara a 1
cuando se hayan introducido al menos 1,5 euros, y la seflal cambio estard a 1 si se

han introducido 2.

Una tabla de salida se expresa mediante el valor que toman las sefiales
de salida en cada estado.

La tabla de salidas tiene a la izquierda los diferentes estados y a la derecha, el
valor que toman las diferentes sefiales de salida en cada estado. La tabla de sa-

lidas del circuito de la maquina de café es la siguiente:

Estado café cambio
Se han introducido 0 euros. 0 0
Se han introducido 0,5 euros. 0 0
Se ha introducido 1 euro. 0 0
Se han introducido 1,5 euros. 1 0
Se han introducido 2 euros. 1 1

A medida que el tiempo avanza, el circuito cambia de estado en funcién de los
valores que vayan llegando por las entradas. Mientras no se haya introducido
ninguna moneda, la maquina de café se encontrara en el estado “se han intro-
ducido 0 euros”. Cuando se introduzca una moneda de 0,5 euros, pasara al es-
tado “se han introducido 0,5 euros”; si la moneda es de 1 euro pasara al estado

“se ha introducido 1 euro”.

El circuito no tiene que recordar necesariamente todos los valores que han lle-
gado por las entradas, sino que los tiene que resumir en informaciones que
sean relevantes pasa su funcionamiento. En el ejemplo de la maquina de café,
se puede haber introducido 1 euro mediante una sola moneda de 1 o dos mo-
nedas de 0,5 euros. A la maquina le es indiferente como se haya hecho, ya que
ambas acciones llevan a la misma situacion: “se ha introducido 1 euro”. Por
eso no estan los estados “se han introducido dos monedas de 0,5 euros” y “se
ha introducido una moneda de 1 euro”, sino que ambas informaciones se re-

sumen en el estado “se ha introducido 1 euro”.

Explicacion de la tabla
de salidas

Cuando la sefial café esté a 1, la
magquina servira un café. Cuando
la sefial cambio esté a 1 (es decir,
cuando el estado sea “se han intro-
ducido 2 euros”), la maquina dara
0,5 euros de cambio (recordemos
que un café vale 1,5 euros).
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Llamamos estado actual al estado en que se encuentra la maquina en un ins-
tante dado. El nuevo valor (moneda o ausencia de monedas) que llega por la
entrada determinaré cudl serd el préximo estado en que se encontrara el cir-

cuito: el estado futuro.

Se llama transicidén al paso del estado actual a un estado futuro.

Una serfial de reloj sincroniza los circuitos secuenciales. En cada flanco ascen-
dente se produce una transicion hacia un estado futuro u otro en funcién del
valor de las entradas. Las consideraciones con respecto a la evolucién tempo-

ral de los circuitos se tratan en otro subapartado. 0

Todas las transiciones que se pueden dar en un circuito secuencial se es-
pecifican mediante la tabla de transiciones.

La tabla de transiciones tiene a la izquierda todas las combinaciones posibles
de estados actuales y valores de las entradas, y a la derecha, el estado futuro al
que lleva cada combinacion. A continuacion se muestra la tabla de transicio-
nes del ejemplo de la maquina de café (para hacer la tabla mas legible, en lugar
de escribir “se han introducido O euros” escribimos “cero”, y de forma analoga

para todos los estados).

La sincronizacién de los circuitos 0
secuenciales se estudia con detalle
en el subapartado 4.3. de este médulo.

Estado actual Entrada Estado futuro

cero Ninguna moneda cero

cero Moneda de 0,5 euros medio

cero Moneda de 1 euro uno

medio Ninguna moneda medio
medio Moneda de 0,5 euros uno

medio Moneda de 1 euro uno y medio
uno Ninguna moneda uno

uno Moneda de 0,5 euros uno y medio
uno Moneda de 1 euro dos

uno y medio Ninguna moneda cero

uno y medio Moneda de 0,5 euros medio

uno y medio Moneda de 1 euro uno

dos Ninguna moneda cero

dos Moneda de 0,5 euros medio

dos Moneda de 1 euro uno

Un circuito secuencial siempre tiene un estado que refleja la situacion

“atin no ha pasado nada”, es decir, “no es necesario recordar ninguno

de los valores que ha llegado por la entrada”. Este estado se denomina

estado inicial.

En cada transicion, el estado
futuro puede coincidir o no con
el estado actual.

Nota

Cuando ya se hayan introduci-
do 1,5 euros o 2 euros, la ma-
quina servird un café y, si es el
caso, dara el cambio. Si en una
de estas situaciones se introdu-
ce otra moneda, el circuito en-
tendera que corresponde a

una nueva peticién de café.
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Cuando un circuito se pone en funcionamiento, estd en el estado inicial. Aho-
ra bien, también puede estar en otros momentos, si la funcionalidad del cir-
cuito asi lo requiere. En el caso de la maquina de caf¢, el estado inicial es “se
han introducido 0 euros”. Cuando la maquina haya servido un café y mientras

no se introduzcan mas monedas, volvera al estado inicial.

Una vez especificado cudl es el estado inicial, la tabla de transiciones y
la tabla de salidas describen completamente el comportamiento de un
circuito l6gico secuencial de acuerdo con el modelo de Moore.

La tabla de transiciones también se puede escribir con las seflales de entrada
codificadas en binario (ya que todo el circuito trabaja s6lo con sefiales logicas,
como ya sabemos). En el ejemplo de la maquina de café, las entradas se pue-
den codificar en binario mediante las sefiales m; y mj, tal como se ha visto en
la tabla 1.

Cuando escribimos una tabla de transiciones con las entradas codificadas en
binario, ponemos todas las combinaciones de las variables de entrada posi-

bles, aunque algunas no se produzcan nunca. 0

En nuestro ejemplo, las variables m y mg no tomaran nunca los valores [1 1];
pese a todo, ponemos estas combinaciones en la tabla de transiciones que se
muestra a continuacion. El valor del estado futuro en estos casos sera x, ya que

se trata de combinaciones don’t care.

Estado actual m, mg Estado futuro
cero 0 0 cero

cero 0 1 medio

cero 1 0 uno

cero 1 1 X

medio 0 0 medio
medio 0 1 uno

medio 1 0 uno y medio
medio 1 1 x

uno 0 0 uno

uno 0 1 uno y medio
uno 1 0 dos

uno 1 1 X

uno y medio 0 0 cero

uno y medio 0 1 medio

uno y medio 1 0 uno

uno y medio 1 1 X

dos 0 0 cero

dos 0 1 medio

dos 1 0 uno

dos 1 1 x
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Ejemplo de especificacion de un circuito secuencial con el modelo Moore

Veamos otro ejemplo de especificaciéon de un circuito secuencial mediante el modelo de
Moore.

Sea un circuito con una sefial l6gica de entrada, x, y una de salida, z. La sefial de salida
tiene que valer 1 siempre que se cumpla que por la entrada hayan llegado un ntimero par
de unos y un ntimero par de ceros (recordemos que cero es un nimero par).

El circuito se puede encontrar en los siguientes estados:

Ha llegado un ntimero par de unos y un ntmero par de ceros.

Ha llegado un ntmero par de unos y un nimero impar de ceros.
Ha llegado un ntimero impar de unos y un niimero par de ceros.
Ha llegado un ntimero impar de unos y un niimero impar de ceros.

El valor de la sefial de salida en cada estado viene dado por la siguiente tabla de salidas:

Estado Salida
Ha llegado un ndmero... z

... par de unos y par de ceros
... par de unos e impar de ceros
... impar de unos y par de ceros

o O o =

... impar de unos e impar de ceros

El circuito ird pasando por un estado u otro segtn si el valor de la entrada vale 0 6 1. En
concreto, la tabla de transiciones serd la siguiente:

Estado actual Entrada Estado futuro Parad re;erirnos a istado a(c‘tual y
7 - estado futuro, también podemos
Ha llegado un ndmero... x Ha llegado un ndmero... escribir Estado y Estado®.

. par de unos y par de ceros . par de unos e impar de ceros

. par de unos y par de ceros .. impar de unos y par de ceros
. par de unos e impar de ceros . par de unos y par de ceros
. par de unos e impar de ceros . impar de unos e impar de ceros
. impar de unos y par de ceros . impar de unos e impar de ceros
. impar de unos y par de ceros . par de unos y par de ceros

. impar de unos e impar de ceros .. impar de unos y par de ceros

- o = O = O = O

. impar de unos e impar de ceros . par de unos e impar de ceros

Actividades

21. Se quiere disefiar el mando de control remoto de un coche de juguete. El mando tiene
dos botones: Ey D.

Mando

Chreuto sk —
secuencial

Si el coche esta parado, al pulsar cualquier botén se pone en movimiento: gira a la iz-
quierda si se pulsa E, gira a la derecha si se pulsa D y va adelante si se pulsan los dos bo-
tones a la vez. Mientras el coche estd en movimiento, si se pulsa E haré lo siguiente:

e girara a la izquierda si iba recto,
e ird recto si giraba a la derecha,
e continuara girando a la izquierda si ya lo hacia.
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Sucedera de forma anéloga cuando se pulse D. Cuando se pulsen los dos botones a la vez,
se parara.

El mando dispondra de un circuito secuencial que recibe como entrada dos seflales ey d
conectadas a los botones E y D respectivamente (1: pulsar; 0: no pulsar), y genera dos se-
fiales, z; y zp, que gobernaran el coche segtin la tabla que vemos al margen.

a) /Qué estados tiene el circuito?
b) ;Cudl es el estado inicial?
c) Escribid la tabla de salidas y la de transiciones.

22. Sea un circuito secuencial con dos sefiales de entrada x e y, ambas de un bit, y una
sefial de salida z también de un bit. La sefial de salida se tiene que poner a 1 cuando en
al menos tres ocasiones los valores de x e y se hayan igualado.

a) /Qué estados tiene el circuito?
b) {Cudl es el estado inicial?
c) Escribid la tabla de salidas y la de transiciones.

4.2. Representacion grafica: grafos de estado

La especificacién del funcionamiento de un sistema secuencial mediante el
modelo de Moore se representa graficamente con un grafo de estados, de la
forma siguiente:

1) Para cada estado se dibuja un circulo, con el nombre del estado en la parte
superior. El circulo correspondiente al estado inicial se sefiala con una flecha
y la palabra Inicio.

2) En la parte inferior de cada circulo se escribe el valor que toman las sefiales
de salida cuando el circuito se encuentra en el estado correspondiente a este

circulo.

3) Las transiciones se representan mediante flechas o arcos, que tienen su ori-
gen en el circulo correspondiente al estado actual y la punta en el circulo co-
rrespondiente al estado futuro. El valor de las sefiales de entrada asociado con
la transicion se escribe al lado del arco.

La figura 15 muestra la representacion gréfica de los estados de la maquina de
café, y las transiciones que parten del estado “se han introducido 0 euros”. En
esta figura hemos dado a los diferentes estados estos nombres:

Estado Nombre
Se han introducido 0 euros. CERO
Se han introducido 0,5 euros. MEDIO
Se ha introducido 1 euro. UNO
Se han introducido 1,5 euros. UNMEDIO
Se han introducido 2 euros. DOS

z1  zg | Accion del coche

0O 0 Girar a la derecha

0 1 | Giraralaizquierda

1 0 Detenerse

1 1 Moverse adelante
Recordemos

Los circuitos secuenciales sue-
len tener una sefal de entrada
Inicio que genera un pulso

a 1 para indicar al circuito que
se ponga en funcionamiento.

Los valores escritos al lado
de un arco también se llaman
etiquetas del arco.

Consejo practico

Al especificar un circuito se-
cuencial mediante un grafo de
estados, se suele dar a cada es-
tado un nombre corto, ya que
asi se puede escribir cémoda-
mente. El nombre que se dé a
cada estado es indiferente,
pero resulta practico que sea
un mnemotécnico que nos re-
mita de alguna forma a la si-
tuacion que refleja cada
estado.
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Figura 15

Inicio  Moneda
de 0,5 euros

Ninguna moneda /

Moneda de 1 euro

El grafo completo se muestra en la figura 16, con las entradas codificadas en
binario (de acuerdo con la tabla 1). En el recuadro de la parte superior izquier-

da encontramos la leyenda del grafo.

La leyenda del grafo de estados indica el orden en que se escriben las
sefiales de entrada en la etiquetas de los arcos y las sefiales de salida den-

tro de los circulos.

Figura 16

™oy 00

afé cambio,

Inicio

00

Gracias a la leyenda sabemos que, en las parejas de valores de las etiquetas de la
figura 16, el de la izquierda corresponde a 11 y el de la derecha a my (y no al revés).
La leyenda nos indica también que, de los valores de salida, el de la izquierda co-

rresponde a la sefial café y el de la derecha, a la sefial cambio.

4.2.1. Mecanica de disefio

A partir del enunciado del comportamiento de un circuito secuencial, para en-
contrar el grafo de estados podemos seguir al algoritmo que presentamos a

continuacion:

1) Analizar qué entradas y salidas tiene el circuito y determinar la leyenda del

grafo.

La leyenda de un grafo

Si un grafo con mas de una se-
fial de entrada o de salida no
dispone de leyenda, es imposi-
ble descifrar su significado.

Combinaciones imposibles

En general, en un grafo no
aparecen las combinaciones de
las variables de entrada que no
se daran nunca. Por este moti-
vo, en la figura 16 no hay nin-
guna etiqueta [1 1].
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2) Dibujar un circulo para el estado inicial, darle un nombre y escribir el valor
de las salidas en este estado.

3) Hacer una lista de todas las combinaciones de valores que pueden tomar
las sefiales de entrada en este estado. Para cada una, deducir qué transicion
provoca. Si la transicion comporta la aparicion de un estado inexistente hasta
el momento, incorporarlo al grafo, darle un nombre y escribir el valor adecua-

do para las salidas. Dibujar el arco correspondiente a la transicion.

4) Repetir el paso 3 para todos los estados nuevos que hayan aparecido, hasta
que no aparezca ninguno nuevo.
Circuitos reconocedores de secuencia

Veamos un ejemplo de construccion del grafo a partir de la especificacion del funcionamien-
to del circuito.

Se quiere dibujar el grafo de estados de un circuito con una sefial de entrada x y una de salida Los circuitos que generan un 1 en la 0
z, ambas de un bit. Inicialmente, la salida tiene que valer 0. Cuando en la entrada se haya salida cuando se ha producido
. . . . . una secuencia de valores determinada
producido la secuencia de valores 101, la salida se tiene que poner a 1. La salida se en la entrada se llaman reconocedores
. . d ia.
tiene que volver a poner a 0 cuando por la entrada haya llegado la secuencia de valores 001. ¢ secuenda

En este caso, las sefiales de entrada y de salida son de un tnico bit; por tanto, no hay que
determinar la orden de las sefiales en la leyenda, s6lo podemos poner el nombre.

El circuito tendrd un estado inicial, llamado INI con salida 0. Puesto que la entrada es de un
Gnico bit, s6lo puede tomar los valores O y 1.

Si estando en el estado INI, por la entrada llega un 1, tenemos que recordarlo, ya que puede
ser el principio de la secuencia 101 que queremos reconocet. Aparece, pues, un nuevo estado,
que llamamos “ha llegado un 1”; la salida en este estado contintia valiendo 0. En cambio, si
estando en el estado inicial llega un 0, no es preciso recordarlo, y nos quedaremos en el mis-
mo estado INI.

Estando en el estado “ha llegado un 17, si llega un 0 tenemos que pasar a un estado nuevo,
que llamaremos “ha llegado la subsecuencia 10”, con salida 0. Si llega un 1, se rompe la se-
cuencia anterior, pero este nuevo 1 puede ser a su vez el inicio de una nueva secuencia 101.
Por tanto, nos tenemos que quedar en el mismo estado “ha llegado un 1”.

Situémonos ahora en el nuevo estado que ha aparecido, “ha llegado la subsecuencia 10”. Si
llega un O, tenemos que los tres Gltimos valores que han llegado por la entrada son 100y, por
tanto, ninguno de ellos puede formar parte de la secuencia 101. Volvemos, pues, al estado
INI. En cambio, si llega un 1, tenemos que los tres Gltimos valores que han llegado son 101,
que es justamente la secuencia que el circuito tiene que reconocer. Pasaremos, pues, a un
nuevo estado “ha llegado la secuencia 101”, en el que la salida vale 1.

Demos a los estados que han aparecido hasta ahora los siguientes nombres:

Estado Nombre
Ha llegado un 1 UNO
Ha llegado la subsecuencia 10 uz
Ha llegado la secuencia 101 uzu

La parte del grafo que hemos construido hasta ahora se muestra a continuacion:

1
Inicio .
0
1
1
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Una vez ha llegado al estado UZU, el circuito tiene que reconocer la secuencia 001 para
saber cudndo tiene que volver a poner la salida a 0. Razonemos de forma anéloga al caso
anterior y obtendremos que deberé presentar los siguientes estados:

Estado Nombre
Ha llegado un 0 z
Ha llegado la subsecuencia 00 77
Ha llegado la secuencia 001 Z7ZU

Sin embargo, vemos que el estado ZZU coincide con el estado inicial, ya que la salida
debe valer O y el circuito tiene que reconocer a partir de este momento la secuencia 101;
es decir, el circuito se encuentra en la misma situacién que al empezar a funcionar. Por
altimo, obtenemos el siguiente grafo completo:

4.2.2. Notacion

En un grafo, si se produce una transiciéon de un estado determinado hacia el
mismo estado futuro por més de una combinacion de valores de las sefiales
de entrada, escribiremos las etiquetas correspondientes una debajo de otra,
o bien separadas por comas, tal como se muestra en el grafico a de la figura
17. Observamos que, en el circuito correspondiente a este grafo, estando en el
estado B no se dard nunca la combinacién de entrada [0 1], y estando en el es-
tado C no se dara nunca la combinacion [1 1].

En una etiqueta podemos escribir también x para referirnos a un valor cual-
quiera de una sefial de entrada (igual que se hace en las tablas de la verdad).
Cuando de un estado se pasa siempre a un mismo estado de futuro, indepen-
dientemente del valor de las entradas (como es el caso del estado C en el gra-
fo a de la figura 17), se puede poner una sola etiqueta x como valor de todas
las variables, incluso si algunas combinaciones no se dan nunca. Asi, los dos
grafos de la figura 17 son equivalentes (observemos que, estando en el estado
C, la combinacién de entrada 11 no se puede producir).
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Figura 17

00

Inicio

0x

4.2.3. Circuitos sin entradas

Un circuito secuencial puede no tener ninguna sefial. En este caso, siempre se
produciran las mismas transiciones entre estados y, por tanto, la secuencia de
valores en las salidas sera siempre la misma.

Los contadores moédulo n

En general, un contador médulo # es un circuito que genera ciclicamente la secuencia de
valores O, 1, ..., n—1.

Imaginemos un circuito cuya mision es generar ciclicamente la secuencia de ntmeros 0, 1,
2y 3, codificados en binario. Este circuito recibe el nombre de contador médulo 4, y su
grafo de estados es el que se muestra en la siguiente figura.

Inicio Pt

Actividades

23. Dibujad el grafo de estados del circuito que se describe en la actividad 17.

Nota

Observad que cuando el circui-
to no tiene ninguna entrada, al
disefiar su grafo de estados, la
leyenda no tiene ningulin arco
ni ninguna etiqueta asociada al
mismo.
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24. Dibujad el grafo de estados del circuito secuencial que se comporta tal como descri-
ben las siguientes tablas:

a) Estado inicial: A

b) Estado inicial: C

A 1
B 1
C 0

c) Estado inicial: E2

E0 £2
£l 0
£2 E1 El 0

E2 1
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25. Escribid las tablas de transiciones y salidas de los circuitos que se comportan tal como
describen los grafos de estados siguientes:

a)

Inicio

Zim
Cts

b)

Inicio

26. Dibujad el grafo de estados de un circuito que funcione como un contador reversible mo-
dulo 5. Un contador reversible cuenta adelante o atrds en funcién de una sefial de entrada x:

e x =0: cuenta adelante
e x =1: cuenta atras

Inicialmente, la salida tiene que valer 0. La salida no se codificara en sistema binario, sino
como se indica en esta tabla:

Seniales de salida
23237129
0000
0001
0011
0111
1111

Valor de la salida

A W N = O

27.En un aparcamiento se necesita saber el numero de coches que hay en cada mo-
mento. Los coches entran y salen por el mismo tanel, en el que s6lo cabe un coche.
En el tanel hay dos sensores, A y B, separados por un metro, de forma que se puede
saber si un coche entra o sale segtin el orden en que se activen los sensores (se supone
que todos los coches miden mas de un metro y que entre un coche y el siguiente ha-
bra mas de un metro). Dos coches no es encontraran nunca de cara en el tinel. Tam-
poco habrd peatones.

Aparcamiento .l Tm '.

Tinel




CC-BY-SA ¢ PID_00163600 41 Los circuitos |égicos secuenciales

Cuando un coche ha entrado totalmente en el aparcamiento se incrementa el nimero de
coches aparcados, y cuando ha salido totalmente se decrementa. Mientras pasa por el ta-
nel, un coche puede parar o hacer marcha atras en cualquier momento.

Dibujad el grafo de estados de un circuito secuencial que a partir de las sefiales a y b, pro-
venientes respectivamente de los sensores A y B (valdran 1 si hay un coche ante un sensor
y 0 si no hay ninguno), genere dos sefiales de salida mds o menos que gobernaran el con-
tador de coches que hay en el aparcamiento en cada momento.

4.3. Sincronizacion

Ya sabemos que los circuitos secuenciales estan sincronizados por una sefial

de reloj que describe ciclos peridédicos entre los valores O y 1.

Las transiciones entre estados tienen lugar en cada flanco ascendente
de reloj (porque los estados se implementan fisicamente mediante

biestables) . Observad la implementacioén de los 0
estados mediante biestables en el
subapartado 4.4. de este médulo.

Por tanto, el circuito examina el valor de las sefiales de entrada en cada ci-
clo de reloj. En concreto, el valor que hace que se tome una transiciéon u
otra es lo que tienen las entradas al llegar al instante del flanco. Si dibuja-
mos las entradas en un cronograma, el valor que decide qué transicién se
toma es el que tienen al tocar, por la izquierda, la linea vertical correspon-

diente a un flanco.

Ejemplo de transiciones entre estados

Sea el grafo de estados que se muestra en esta figura:

a 1

&
AT

——(C D

La siguiente figura muestra cobmo evoluciona el circuito con el tiempo a partir de una
secuencia de valores determinada en la entrada a. En el ciclo 0, la sefial Inicio genera
un pulso a 1y hace que el circuito se ponga en el estado B. En el instante t; (por la
izquierda), la sefial de entrada a vale 0, lo que provoca que el circuito pase al estado C
en ese instante. Durante el ciclo 2, el circuito se encuentra en el estado A. Dado que el
instante ¢, la entrada vale 1, en este momento se produce una transicion hacia el mis-
mo estado A. El resto del cronograma se calcula de forma analoga.
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Estado B (g A A B © A

Inicio I

clk

P Tiempo

Ciclo0 | Ciclo1 ! Ciclo2 | Ciclo3 ' Ciclo4 | Ciclo5! Cicloé

1 2

Recordemos que el valor de las sefiales de salida en cada momento viene determinada

por el estado en que se encuentra el circuito.
Retomemos el ejemplo de la maquina de café. Cuando se introduce una mo-
neda, pasa un intervalo de tiempo desde que se introduce en la ranura hasta
que cae en la caja correspondiente. Supongamos que el sistema que codifica
las sefiales mq y m (recordemos la tabla 1 y la figura 14) genera pulsos de un
ciclo de duracién: m estard a 1 durante un ciclo cuando se haya introducido
una moneda de 0,5 euros, y m; estard a 1 durante un ciclo cuando se haya in-
troducido una moneda de 1 euro.

La figura 18 muestra una posible evolucion temporal del circuito, partiendo del
estado CERO. Durante los dos primeros ciclos no se ha introducido ninguna mo-
neda y, por tanto, las transiciones que se han producido han llevado siempre al
estado CERO. En el ciclo 2, m; genera un pulso a 1 e indica que se ha introducido
una moneda de 1 euro. Por tanto, el circuito pasa al estado UNO en el instante f,.
Las proximas dos transiciones llevardn también al estado UNO, ya que [mq mp] =
[0 O] en los instantes f3 y t4. En el ciclo 5, m =1 (se ha introducido una moneda
de 0,5 euros) y, por tanto, el circuito pasa al estado UNMEDIO en el instante fs.
Por tanto, durante el ciclo 6, la salida café vale 1 (eso hara que se active el dispo-
sitivo que sirve un café). Puesto que durante este ciclo las entradas valen O (no se
ha introducido ninguna moneda), el circuito pasa al estado CERO en el instante
ts ¥, por tanto, la salida café vuelve a 0.

Figura 18

Estado , CERO, CERO ; CERO ; UNO UNO : UNO UNMEDIO, CERO

my

my

cafe

clk

PTiempo

Ciclo0 ! Ciclo1 | Ciclo2 i Ciclo3 *Ciclo4 :Ciclo5 !Ciclo6 | Ciclo7?
4 & t; t & t

Representacion de los
ciclos en un cronograma

En este cronograma no hemos
dibujado la sefial Inicio. En ge-
neral, los ciclos que mostramos
en un cronograma no tienen
por qué ser iniciales, sino que
pueden corresponder a un mo-
mento cualquiera del funcio-
namiento del circuito.
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Vemos pues que, en los circuitos secuenciales, el tiempo que el circuito esté en
cada estado y, por tanto, la duracion de los diferentes valores de las seflales de

salida, vienen determinados por la sincronizacion.

Un contador médulo 4

Queremos disefiar un contador médulo 4 como el de la siguiente figura en el que cada

. Ved el ejemplo de los contadores 0
valor de salida dure 100 ns: médulo n en el subapartado 4.2.3 |
Inicio CE}
00

Si disponemos de una sefial de reloj con un periodo de 100 ns, entonces el grafo de esta-
dos del circuito es el que se muestra en la figura anterior. Sin embargo, si el periodo del
reloj es de 50 ns, entonces el grafo tiene que ser el siguiente:

Inicio

Actividades

28. Dibujad el grafo de estados de un circuito que reconozca la secuencia 0110 en la en-
trada x (de un bit). Al reconocerla, la sefial de salida z (de un bit) se tiene que poner a 1
durante un ciclo de reloj. Inicialmente la salida tiene que estar a 0.

El circuito no detecta solapamiento entre dos secuencias consecutivas. Es decir, si llegan
los valores de entrada 0110110, la salida s6lo se pondrd a uno después de los cuatro pri-
meros valores.

29. El grafo de estados siguiente corresponde a un circuito que reconoce una secuencia
determinada de valores en la seflal de entrada x y pone la salida z a 1 durante un ciclo
cuando se ha producido. ;Cual es esta secuencia? Describid con detalle los casos en que
se produce el reconocimiento.

Inicio
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30. Dibujad el grafo de estados de un circuito secuencial que controle los semaforos de
un puente en el que no hay suficiente espacio para que circulen simultdneamente coches
en ambos sentidos.

Sd

- @

SemE

En cada extremo del puente hay:

e un sensor que pone la sefial Sd (o0 Se) a 1 cuando hay un coche delante.
e un semaforo que se pone en rojo cuando le llega un O por la sefial SemD (o SemE) y se
pone en verde cuando le llega un 1.

El circuito recibe como entrada las seflales Sd y Se y genera como salida las sefiales SemD
y SemE. Debe funcionar de la siguiente forma:

¢ Los semaforos se ponen en verde de forma alternada durante dos ciclos de reloj como
minimo.

¢ Después del segundo ciclo de reloj, el seméforo que esta en verde permanece asi hasta
que llegue un coche por el otro extremo.

e Al ponerse el sistema en funcionamiento, el semaforo de la izquierda tiene que estar
en verde durante dos ciclos.

31. Se quiere disefiar un circuito secuencial para tirar un dado. La entrada de la sefial tirar,
que esta conectada a un pulsador que manipula el jugador (pulsado: tirar = 1; no pulsado:
tirar = 0). Las salidas del circuito estaran conectadas a los puntos de un “dado electrénico”
de la siguiente forma:

tirar

clk

So

51
1
s—zl

e

Dado electrénico

Los puntos se iluminan cuando les llega un 1. Las combinaciones posibles del dado son
las siguientes:

Cuando el dado empiece a funcionar, tiene que mostrar un “1”. A partir del momento
en que el jugador pulse el pulsador y mientras lo mantenga pulsado, el circuito generara
ciclicamente y en orden las seis combinaciones del dado. Cuando el jugador libere el pul-
sador, no se producird ninguna transicién, y vera la combinacién que ha salido en el
dado (se supone que la frecuencia del reloj es muy alta y no se pueden llegar a distinguir
las combinaciones intermedias).

Dibujad el grado de estados del circuito.
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32. Sea el siguiente grado de estados:

Completad el siguiente cronograma. Suponed que la sefial de entrada a s6lo cambia de
valor en los instantes de los flancos.

4.4. Implementacion

Veamos co6mo se puede implementar fisicamente un circuito secuencial des-
crito de acuerdo con el modelo de Moore. Tomemos como ejemplo el circuito
descrito por el grafo de la figura siguiente:

Figura 19
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A continuacién se muestran las tablas de transiciones y de salidas correspon-

dientes a este grafo:

Estado X Estado*
A 0 B
A 1 C
B 0 C
B 1 C
C 0 D
C 1 D
D 0 E
D 1 C
E 0 A
E 1 C

Estas dos tablas se pueden convertir facilmente en tablas de la verdad de fun-
ciones logicas si codificamos los estados mediante variables lgicas. En con-

creto, si hay n estados, serdn necesarios [ log,n | variables para codificarlos. En

Estado sq So
A 1 1
B 0 1
C 1 0
D 0 1
E 1 1

nuestro ejemplo, ésta es una posible codificacion de estados:

Una vez codificados los estados, las transiciones y salidas del circuito son fun-

ciones logicas que se describen con las siguientes tablas de la verdad:

Estado a2 a1 do
A 0 0 0
B 0 0 1
C 0 1 0
D 0 1 1
E 1 0 0

Estado Estado™®
2 91 9 *x 92 a1t qo"
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 X X X
1 0 1 1 X X X
1 1 0 0 X X X
1 1 0 1 X X X
1 1 1 0 X X X
1 1 1 1 X X X

Estado
92 q1 Y90 $1 So
0 0 0 1 1
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 0 1 X X
1 1 0 X X
1 1 1 X X
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Las variables que codifican los estados, g;, se guardan en biestables. De esta for-
ma, el circuito guarda en todo momento la memoria del estado en que se en-
cuentra. En nuestro ejemplo, serdn necesarios tres biestables; cuando éstos
valgan, por ejemplo, [q2 g1 q¢] = [0 1 0], sabremos que el circuito se encuentra

en el estado C.

Las sefiales de salida s; y sg se pueden implementar como funciones logicas de
q2, 41V qo, a partir de la tabla de verdad anterior, de cualquiera de las formas

que conocéis.

Por lo que se refiere a las transiciones, las columnas g,*, ¢;*y go* nos indican
los valores que deben tomar los biestables en el siguiente flanco de reloj. Dado
que un biestable toma el valor que hay en su entrada D, sabemos que en las
entradas de los biestables tenemos que poner, para cada una de las combina-
ciones posibles de estados y entradas, lo que muestra la siguiente tabla (en la

que d; corresponde a la entrada D de cada uno de los biestables):

) a1 do X d; dq do
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 X X X
1 0 1 1 X X X
1 1 0 0 X X X
1 1 0 1 X X X
1 1 1 0 X X X
1 1 1 1 X X X

Esta tabla se llama tabla de excitaciones, ya que nos indica como hay
que “excitar” los biestables para que tengan lugar las transiciones ade-
cuadas. Fijémonos en que las columnas d; de la tabla de excitaciones co-
inciden con las columna g;* de la tabla de transiciones.

Las seflales dj, d; y dy, llamadas funciones de excitacién, son funciones 16gi-
cas de g5, 41V qp, y de la entrada x. Podemos implementarlas, pues, por cual-

quiera de los métodos que conocemos.

Podemos escribir una sola tabla de verdad que incluya las funciones de excita-
cion y las de salida, tal como se muestra en la tabla siguiente. Fijémonos en

que, por el hecho de que las funciones de salida dependen s6lo del estado (va-

Podéis ver varias formas de
implementar funciones |6gicas en el
modulo “Los circuitos l6gicos
combinacionales” de esta asignatura.
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riables g;), su valor es el mismo en las filas correspondientes a una misma com-

binacion de g;, y a diferentes valores de la entrada x.

Una vez se ha expresado el comportamiento del circuito mediante esta Ginica ta-
bla de verdad, se puede implementar de forma muy sencilla utilizando una me-

moria ROM, tal como se muestra en la figura que presentamos a continuacion:

Figura 20

9z q q0 x d; d; do $1 So
0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 0 1 1
1 0 1 0 X X X X X
1 0 1 1 X X X X X
1 1 0 0 X X X X X
1 1 0 1 X X X X X
1 1 1 0 X X X X X
1 1 1 1 X X X X X

clx Inicio

Sy

Nota

En este circuito los biestables
estan dibujados con las entra-
das a la derecha y las salidas a
la izquierda.

La memoria ROM de la figura 20
se podria sustituir por cualquier
otra forma de implementacion
de funciones légicas.
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El contenido de la memoria ROM, que corresponde a la tabla anterior, es el si-

guiente:

Direccion d, dq do $1 So
0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
2 0 1 0 0 1
3 0 1 0 0 1
4 0 1 1 1 0
5 0 1 1 1 0
6 1 0 0 0 1
7 0 1 0 0 1
8 0 0 0 1 1
9 0 1 0 1 1
10 X X X X X
11 X X X X X
12 X X X X X
13 X X X X X
14 X X X X X
15 X X X X X

En la figura 20 también puede verse como se lleva a cabo la inicializacion del circui-
to, conectando la sefial Inicio a las entradas asincronas de los biestables (recordemos
que la sefial Inicio genera un pulso a 1 para indicar al circuito que se ponga en fun-
cionamiento). Dado que en nuestro ejemplo el estado inicial es el D (podéis ver la
figura 19), al empezar a funcionar el circuito, los biestables toman los valores [q,,
q1, 9o = [0 1 1]. El circuito volvera a este estado siempre que Inicio haga un pulso.
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Resumen

En este modulo se han estudiado los circuitos légicos secuenciales. Se ha visto
que lo que los caracteriza es su capacidad de memoria y, por tanto, son capaces
de determinar el valor de las sefiales de salida de acuerdo no s6lo con el valor
actual de las seflales de entrada, sino también con el valor que han tenido estas
sefiales de entrada en anteriores momentos.

Se ha visto la necesidad de un mecanismo de sincronizacién para controlar la

evolucion temporal de las distintas sefiales, y se ha presentado la sefial de reloj.

Se ha conocido el dispositivo mas elemental de memoria, el biestable D, que
es capaz de guardar el valor de un bit. Se ha visto que su valor se puede modi-
ficar de forma sincrona y asincrona, gracias a las entradas Ry S. También se ha
visto que se puede “congelar” el valor mediante una sefial de carga.

Después se han presentado los diferentes bloques secuenciales que permiten guar-
dar el valor de una palabra (el registro), de un ntimero pequefio de palabras (el
banco de registros) o de un gran volumen de palabras (la memoria RAM).

Por altimo, se ha conocido la forma de especificar el comportamiento de cir-
cuitos secuenciales llamada modelo de Moore, que se fundamenta sobre los con-
ceptos de estado y transicion. Se ha visto que el comportamiento del circuito se
puede expresar mediante las tablas de salidas y transiciones, o bien grafica-
mente mediante grafos de estados. Se ha aprendido a dibujar la evolucion tem-

poral de un circuito sobre un cronograma.

Los bloques secuenciales y combinacionales que se han estudiado en este cur-
so constituyen un conjunto de dispositivos suficiente para disefiar un compu-
tador sencillo.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura, suponiendo que inicial-
mente la salida Q vale 1. ;Cudl es el papel de la sefial e en el circuito?

2. Completad el cronograma que corresponde al circuito de la figura, suponiendo que ini-
cialmente las salidas Q de todos los biestables valen 0. Describid en pocas palabras qué hace
el circuito segtn la sefial c’/d.
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3. El circuito combinacional B2 es un comparador de dos niimeros naturales A y B represen-
tados en binario. Su funcionamiento es el siguiente:

¢=0si A es menor que B.
c¢=1si A es mayor o igual que B.

a) Viendo como se ha construido el circuito B2 y su funcionalidad, deducid la tabla de verdad
del bloque B1.

b) Utilizando el mismo bloque B1 se ha construido este otro circuito, B3. Describid qué fun-
ci6én hace este circuito, y comparadlo con el circuito B2.

clk Inicio

c) Completad el siguiente cronograma, que corresponde al circuito B3. Si interpretamos las
entradas x e y en cada ciclo de reloj como los distintos bits de un par de nimeros Ay B, ;qué
nameros son Ay B?

Inicio I

S [ N O I I B

P Tiempo

4. Se quiere disefiar un circuito secuencial que controle un semaforo. De dia (de 8:00 a
20:00), el seméforo tiene que estar en verde durante tres ciclos, en amarillo durante un ciclo
y en rojo durante dos ciclos. Por la noche, tiene que estar en verde durante dos ciclos, en
amarillo durante un ciclo y en rojo durante tres.



CC-BY-SA ¢ PID_00163600 53 Los circuitos |égicos secuenciales

a) ;/Qué entradas y salidas debe tener el circuito?
b) Expresad el comportamiento del circuito mediante un grafo de estados.

5. Dado el siguiente grafo de estados:

a) Escribid la tabla de salidas y la tabla de transiciones del circuito.
b) Completad las lineas correspondientes al estado y a las salidas del siguiente cronograma:

6. Completad el siguiente cronograma, que corresponde a un circuito con este grafo de estados:
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7. A continuacién se muestran las tablas de salidas y las de transiciones de un circuito secuencial.

a) Dibujad el grafo de estados del circuito, suponiendo que el estado inicial es el A.
b) Completad las lineas correspondientes al estado y a las salidas del siguiente cronograma:

8. Sea el siguiente grafo de estados:

Completad el siguiente cronograma. Suponed que la sefial de entrada x s6lo cambia de valor
en los instantes de los flancos.
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9. Un circuito secuencial tiene una entrada p_ab y una salida alarma, ambas de un bit. La entra-
da p_ab proviene de la caja fuerte de un banco, y vale 1 cuando esta abierta y O cuando esta ce-
rrada. La salida alarma estd conectada a una sefial de alarma, que se activa cuando es alarma =
1. El funcionamiento del circuito viene descrito por este grafo de estados:

Inicio

p_ab

Si sabemos que el reloj del circuito tiene un periodo de 30 segundos, describid el comporta-
miento del sistema de alarma de la caja fuerte. Suponed que la puerta de la caja sélo se puede
abrir o cerrar cada 30 segundos, coincidiendo con los flancos ascendentes del reloj.
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Solucionario

Actividades

1. Se trata de reconocer si los cuatro bits que llegan por la entrada del sistema valen 1010 o
no. Para saberlo es suficiente examinar el valor de la palabra de entrada en el momento ac-
tual. Por tanto, el sistema es de tipo combinacional.

En cambio, si la entrada de un circuito fuese de un bit, el circuito deberia ser de tipo secuen-
cial, porque en cada momento deberia recordar los tres Gltimos valores que han llegado por
la entrada, aparte del actual.

2. Un digito decimal (rango O al 9) requiere cuatro bits para ser codificado. Por tanto, la en-
trada del sistema que se tiene que disefiar puede leer un digito en cada momento.

Dado que se tiene que detectar una secuencia de cuatro digitos, éstos tienen que entrar uno
tras otro por la entrada del sistema, y el circuito tiene que recordar los digitos que han entra-
do con anterioridad para reconocer la secuencia.

Se trata, pues, claramente, de un sistema secuencial.

3. El periodo T es el inverso de la frecuencia T = 1/F.
Puesto que la frecuencia es de 1,6 - 10° Hz, el periodo es el siguiente:

T=1/(1,6 - 109) $=0,625-10"75=0,625 ns (nanosegundos)

4. Como se puede apreciar en el cronograma, en la salida s del biestable esté el valor leido de
la entrada e en cada flanco ascendente del reloj.

Fijémonos en que la salida del biestable s6lo cambia en los flancos ascendentes del reloj (es
decir, cambia de forma sincrona), mientras que la entrada puede cambiar en cualquier mo-
mento (es decir, cambia de forma asincrona).

Es importante notar que el valor de s no se conoce antes del primer flanco de reloj, porque no
se conoce el valor que habia en la entrada D del biestable en el instante del flanco anterior.
Por esta razén, s no tiene valor.

e ¢ [ LT (M1 L. il

e LT P T T T [

P Tiempo

5. En este caso se puede ver que la entrada e se “desplaza” de forma sucesiva por las salidas
Sy, S1Y So de los biestables.

La mejor forma de hacer este tipo de cronogramas es dibujar primero la linea correspondiente
a la sefial s,, que s6lo depende de ¢, entera. Una vez ésta se ha dibujado, se dibuja la sefial s,
que depende sélo de la sefial s,. Por Gltimo, se dibuja la linea correspondiente a la sefial sq, que
depende solo de la sefial sy.

Notamos que el valor de s; no se puede determinar hasta el segundo flanco del reloj, y el de
so hasta el tercero.

e [ 1 I Ul

52

5

clk

P Tiempo
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6. Para resolver este ejercicio debemos tener en cuenta que las entradas asincronas tienen prio-
ridad sobre las sincronas, es decir, primero se evaltian los valores de las entradas Ry S de los
biestables, y s6lo cuando ambas estdn a O se evalia el valor presente en la entrada D en cada
flanco de reloj (dado que el biestable no tiene sefial de carga, asumimos que esta a 1).

Por esta razon, en el cronograma aparecen marcados con lineas verticales con la letra A los mo-
mentos en que cambian las entradas asincronas, ademas de los flancos ascendentes del reloj.

Reset

set L

SO N N B

p-Tiempo

b
b
Soud e

7. A la entrada D del biestable llega o bien la salida del biestable (cuando L vale 0), o bien la
sefal e (cuando L vale 1).

Dado que el biestable se carga en cada flanco de reloj, tenemos que cuando L = 0 se carga lo
mismo que habia. El efecto es que su salida Q no cambia.

Por el contrario, cuando L = 1, se almacena en el biestable el valor de la sefial e.

Por tanto, podemos decir que este circuito se comporta igual que un biestable con sefial de
carga, en el que la sefial L hace el papel de la entrada load.

Fijémonos en que después del tltimo flanco el biestable se mantiene a 1, aunque L=1ye=0.
Esto se debe al hecho de que Set esta a 1.

Como en la actividad 6, en el cronograma aparecen marcados los momentos en que cambian
las entradas asincronas con la letra A ademas de los flancos de subida del reloj.

reset 1 [] N

set| [l

o I

. : 1 Pp-Tiempo

8. Inicialmente, D = 0, porque s = 1. En el instante #,, Inicio se pone a 1, por tanto, el biestable
se pone a 0. Se quedara al menos hasta t,, porque Inicio continda valiendo 1. En t, se carga con
lo que hay en la entrada D, es decir, un 1. En f3, el biestable no se carga, porque L = 0. En t, se
carga con lo que hay en la entrada D, es decir, un 0.
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Inicio i I ; :

P Tiempo

tg 4 tz t3

9. Podemos observar en el cronograma que el registro solo se carga en los flancos en los
que load = 1: t1, t, y t3. En estos instantes, se carga con el valor de la entrada E. La secuen-
cia de valores que toma la salida del registro, tal como se muestra en el cronograma, es la
siguiente:

9124.

load

e
——— e

clk _| | [ [

A~
X
y
%
[ %

10.

a) En este circuito, la salida del sumador se conecta directamente a una de sus entradas. Esto
implica que S nunca serd estable, continuamente estara variando.

b) En este caso, S expresa correctamente la suma acumulada de los valores que ha tomado X
(en los instantes anteriores a cada flanco, tal y como indica la convencién que se ha estable-
cido en estos apuntes) desde la inicializacion del circuito. Sin embargo, en el momento en el
que esta suma acumulada sea mayor que 255 el valor de S dejara de ser correcto, porque no
basta con 8 bits para representarlo. Podriamos pensar en hacer que el registro sea de més de
8 bits, pero sea cual sea el nimero de bits que tenga, siempre llegarda un momento en el que
se producira desbordamiento (a no ser que Inicio haga un nuevo pulso a 1 antes de producirse
el desbordamiento, pero que esto pase o no es incontrolable).

11. Usaremos un registro que contendra en todo momento la salida S del circuito. Siempre que
contar valga 1, su contenido se debe incrementar en una unidad en cada flanco del reloj, por lo
cual conectaremos la salida del registro a la entrada de un sumador. A la otra entrada del suma-
dor, conectaremos un 1. La salida del sumador esta conectada a la entrada del registro para que
se guarde en el proximo flanco de reloj si contar vale 1. Por lo tanto, conectaremos contar a la
entrada load del registro.

Otra posibilidad es poner un O a la otra entrada del sumador y sumar el 1 por medio de la
entrada de transporte del sumador, que en el disefio mostrado tiene un O.

Por otro lado, la sefial clr estard conectada a la entrada clear del registro para ponerlo a O de ma-
nera asincrona.

La figura muestra el circuito que conforma el bloque, y el dibujo del bloque con sus entradas
y salidas.
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12. El valor de S se debe actualizar en cada ciclo, y por lo tanto tiene que estar guardado en
un registro, a cuya entrada clear conectamos la sefial Inicio y a cuya entrada load conectamos
un 1. Para determinar qué valor se cargard a cada flanco ascendente, usaremos un multi-
plexor 4-1 gobernado por las sefiales de control ¢; y ¢p. Cuando ¢y = 1, el valor que se debe
cargar al registro es su contenido actual sumado con 1 (si ¢y = 0) o E (si ¢y = 1). Esto lo con-
seguiremos con un sumador, a una de cuyas entradas conectamos S y a la otra conectamos
la salida de un multiplexor 2-1 gobernado por c.
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13.

a) El circuito debe saber cudndo entra o sale un coche, y por lo tanto entra y sale deben ser
senales de entrada, asi como también la sefial Inicio. Y su misién es dar en todo momento el
valor correcto a la sefial lleno, que serd su sefial de salida. Todas las sefiales son de un bit.

b) El circuito debe ser secuencial porque debe saber en todo momento cuantos coches hay
en el aparcamiento, para poder determinar si ya estéa lleno o no. Por lo tanto, debe tener me-
moria de cuantos han entrado y salido desde la inicializacién y hasta el momento actual.

) El circuito debe tener un registro que guarde el nimero de vehiculos que hay en el apar-
camiento. Puesto que puede haber 500 como mucho, el registro debe tener 9 bits. Conecta-
remos Inicio a su entrada clear.

Este registro se debe incrementar o decrementar en una unidad siempre que se produzca un
pulso en la sefial entra o sale, respectivamente. Por lo tanto, la entrada load debe estar a 1
cuando alguna de estas dos sefiales esté a 1. Habra que disponer de un sumador que sume el
contenido del registro mds 1 o -1 dependiendo del caso. La suma en binario y en comple-
mento a 2 se hacen de la misma manera (es decir, el resultado de una suma sera correcto tan-
to si interpretamos las entradas y salida del sumador en binario como en complemento a 2).
Por lo tanto, en caso de que queramos sumar 1 podemos poner a la entrada del sumador
000000001, y en caso de que queramos sumar —1 podemos poner 111111111 (que es -1 co-
dificado en complemento a 2). Teniendo en cuenta que siempre que sale valga 1 entra valdra
0, podemos conseguir el valor deseado en la entrada B del sumador tal y como se muestra en
el circuito: el bit de menos peso vale siempre 1 (recordemos que el registro sélo se cargara si
entra o sale valen 1), y los otros 8 bits se forman replicando 8 veces la sefial sale.

sale 1
~9 o+
9
A B
| Coul + Cin —
S
~_ 9
entra
| load clear Inicio
sale
REG
< clk
~ 5
lleno

14. Queremos reconocer si en la entrada x de un bit se produce la secuencia de valores 1010,
y disponemos de un registro de cuatro bits. Por tanto, tenemos que hacer que los valores que
lleguen por la entrada x se desplacen por los biestables del registro, por ejemplo, de derecha
a izquierda. El biestable que contiene el bit de menos peso se cargara en cada flanco con el
valor que contenia su “vecino” de la derecha.

Para conseguirlo, haremos que el registro se cargue en cada flanco con el valor que contenia
hasta ahora desplazado un bit a la izquierda, excepto por el bit situado a la derecha de todos,
que se cargara con el nuevo valor de x.

De esta forma obtenemos que la salida z debe valer 1 cuando el contenido del registro sea 1010.
Si llamamos [s3 s, $1 So] a los bits de salida del registro, tenemos lo siguiente:

z=53-8) -s1-58.

Inicialmente, el registro tiene que contener un 0, ya que de otra forma se podria reconocer
la secuencia sin que se hubiese producido. Por ejemplo, si el contenido inicial del registro
fuese 0101 y el primer valor de x fuese 0, el circuito reconoceria la secuencia 1010 después
del primer flanco de reloj, de forma errénea. Por eso conectamos la sefial Inicio en la entrada
clear del registro.
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Inici
clk

15. Analizaremos punto por punto el circuito:

- La entrada X se carga en el registro REG1 en cada flanco de reloj (dado que no se han di-
bujado las entradas load y clear, se asume que valen 1y 0, respectivamente).

— El bit de mas peso del registro REG1, R,,_;, controla el multiplexor.

— Dado que los niimeros estdn representados en complemento a 2, el bit R,,_; es el bit de sig-
no del tltimo ntimero que se ha almacenado en el registro REG1. Este bit es 1 si el nimero
es negativo y O si es positivo.

Por tanto, el multiplexor deja pasar el nimero que hay en REGI si éste es positivo, y deja
pasar un O si es negativo.

— El sumador suma este niimero con el contenido de registro de REG2, que inicialmente esta
a 0, y el resultado se guarda otra vez en REG2.

— La salida S del circuito esta conectada a la salida de REG2.

Podemos concluir, pues, que la salida S del circuito es la suma de todos los nimeros positivos
que entran por X.

16. Vemos que la sefial Inicio esta conectada a todas las entradas clear de los registros. Por tan-
to, todos se ponen a O cuando empieza a funcionar el circuito.

Las entradas load de cada registro estan conectadas a las salidas de un descodificador. Por
tanto, s6lo una de éstas esta a 1 en cada momento, si e = 1, (la sefial e esta conectada a la
entrada de validacion del descodificador). Si e = 0, entonces no se carga ningtn registro.
En las entradas del descodificador estan las sefiales c¢; y ¢p. Por tanto, deducimos que estas
dos sefiales controlan qué registro se carga en cada momento con el valor de la entrada X,
que esté conectada a la entrada de datos de todos los registros.

La salida S del circuito esta conectada a un multiplexor de buses controlado por c3 y ¢,. Cada
entrada de datos del multiplexor estd conectada a la salida de datos de uno de los cuatro re-
gistros. Por tanto, deducimos que c3 y ¢, controlan qué contenidos de los cuatro registros sale
en cada momento por la salida.
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17.
a) Las entradas son:

e entrar, de un bit.
e codigo, de 9 bits, porque el maximo valor que puede tener es 444.
e [nicio, de un bit.

Y las salidas son verde, amarillo y rojo, las tres de un bit.

b) El circuito debe tener un comparador para comparar el cddigo que se ha tecleado con la
contrasefia correcta. Cuando la salida A=B valga 1, se debe activar la sefial verde, mientras que
si vale O se deben activar o bien amarillo o bien rojo, dependiendo de cuéntas veces se haya
introducido un cé6digo incorrecto.

Para saber cudntas veces se ha tecleado un c6digo incorrecto, usaremos un bloque contador
como el que se disefia en la actividad 11; puesto que s6lo debe contar hasta 3, puede tener
sOlo 2 bits. Se tendré que incrementar en 1 siempre que la salida A=B del comparador valga
0y se haya introducido un nuevo cédigo; esto lo conseguimos conectando a la entrada contar
del contador la salida de una puerta AND, a cuyas entradas conectamos entrar y la negacion
de la salida A=B del comparador. Observemos que, puesto que entrar vale 1 s6lo durante un
ciclo de reloj, el contador se incrementara s6lo una vez para cada nuevo cédigo que se teclee.
La sefial rojo se debera activar cuando la salida del contador sea 11, y cuando esto pase la sefial
amarillo debe estar a 0. La luz amarilla se debe encender cuando el cédigo tecleado no coin-
cida con la contrasefia correcta pero el contador atin no haya llegado a 3.

La figura muestra el circuito completo. El registro de la izquierda es el que contiene la con-
trasefia correcta.

codigo
0— load REG
C|k—> S
entrar contar cIr —Inicio
5 A > CONT
A B ~o

CMP :ﬁj
A>B A=B A<B

| I <

verde amarillo rojo

c) Seria necesario definir una sefial cambio_contrasefia que se activaria cuando se quisiera ha-
cer el cambio y que se deberia conectar a la entrada load del registro que guarda la contrasefia
correcta. También seria preciso establecer alguna manera de teclear la nueva contrasefia, y
hacer llegar su valor codificado en binario a la entrada de datos del registro.

18.

a) Las escrituras en el banco de registros tienen lugar en los flancos ascendentes si E = 1. Por
tanto, los instantes en que se escribird algiin registro son f, t3  ts Para saber qué registro se
escribe analizamos el valor de SE en estos instantes; para saber qué valor se carga, analizare-
mos Din. Obtenemos lo siguiente:

En el instante t,, R2 := 1234
En el instante t3, R3 := 1234
En el instante fg, R6 := FFFF

b) En el cronograma se puede ver la secuencia de valores en Dout. Para deducirlo, hay que
observar en cada momento qué registro se lee (SL) y cual es su contenido (recordemos
que las lecturas se hacen de forma asincrona).
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se _o X 1 X

e | ] | .
Din 01as | X 1234 X 5678 X igABcX ipppp
s 7 X e X X X X X

Dout 7777 X b666 X

1234 X §1234 X {1111

P Tiempo

]

Escritura de R2

R2:=1234

t

Escritura de R3

R3:=1234

c) El valor final de los registros es el siguiente:

RO = 0000,
RI=1111,
R2 = 1234,
R3 = 1234,
R4 = 4444;
RS = 5555;
R6 = FFFF;
R7 =7777.

t / ts
Escritura de R6
R6:= FFFF

19. La funcionalidad del circuito de la actividad 16 (sin la entrada Inicio) se consigue con
un banco de registros que conecta las sefiales a las entradas y salidas tal como se muestra

en la figura.

Cy r
C
clk

Co

-2

SL

—D

SE
E

Din

Banco
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registros

Dout

—— s

—
x+
n

Deducimos, pues, que el circuito de la actividad 16 corresponde a una posible implementa-
cion de un banco de cuatro registros, al que se le afiade la funcionalidad de inicializar todos

los registros a 0.
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20.
a) El circuito que se tiene que disefiar es el siguiente:

—tini INC parar —

— Para hacer este bloque utilizaremos, basicamente, un registro y un sumador. El registro al-
macenara la salida S y el sumador permitird incrementarla. Para hacer esto, a una entrada
del sumador llegara el valor de Sy a la otra, un 1.

- Implementaremos la sefial ini con el clear del registro.

- Implementaremos la sefial parar con la sefial de load del registro. Cuando parar sea 1 o el
bit de mas peso de S sea 1, pondremos un O en load. En cualquier caso, la sefial de load sera
1. Por tanto, load = (parar + Sg)’.

parar
clk

ini

b) El circuito tiene tres entradas y tres salidas.

Entradas:

- Una entrada (Inicio) de un bit, que inicializa el circuito.
- Una entrada de reloj: clk.

— Una entrada de datos de cuatro bits: X.

Salidas:

— Una salida de ocho bits: direccion.

— Dos salidas de un bit: encontrado, no_econtrado.

A continuacién se muestra una figura con esta descripcién.

Inicio —Jp» — no_encontrado
clk _> P encontrado

X 7L. +} direccién
4 8

c) El bloque CMP es combinacional, y el resto son secuenciales.
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d) El tamario de la RAM es de 28 . 4 pits.

e) Para ver qué hace el circuito, lo analizaremos por partes:

— Cuando el circuito empieza a funcionar, la entrada X se almacena en el registro (porque
Inicio esta conectado en la entrada load).

— El bloque INC se incrementa en cada flanco de reloj. Empieza desde O gracias a la sefial
Inicio.

- La salida del bloque INC est4 conectada a la entrada de direcciones de la memoria. Puesto
que L/E =0, en cada ciclo de reloj se lee una palabra de la memoria, desde la direcciéon O hasta
la 255. Si el bloque INC llega a 256 (100000000), parara de incrementarse, y se habra recorri-
do toda la memoria. En este momento, el bit de més peso del bloque INC (no-encontrado)
valdra 1, y en M@ habra un 0 (los ocho bits de menor peso de INC).

- Elbloque INC también se puede parar antes si la entrada parar se pone a 1. Esto pasa cuando
la senal encontrado vale 1.

— Lasalida de datos de la RAM se compara en cada instante con el contenido del registro (la
entrada X). Si son iguales, la sefial encontrado se pone a 1.

— Dado que encontrado detiene el incrementador, éste se para cuando se ha encontrado una
palabra en la memoria que es igual a la palabra de entrada X. En este momento, la salida
direccion contiene la posicién de memoria donde se encuentra la palabra X.

Podemos concluir que lo que hace este circuito es buscar en qué posicion de memoria se en-
cuentra una palabra X. Si esta palabra estd en la memoria, la seflal encontrado se ponea 1y
por la salida direccion sale la posicién de memoria donde se ha encontrado. Si la palabra
no esta en la memoria, la sefial no_encontrado se pone a 1y el contenido de la salida di-
reccion no tiene ningan significado.

21.

a) El coche puede estar en cuatro situaciones: parado, girando hacia la derecha, girando hacia
la izquierda y moviéndose adelante. El circuito tendrd, pues, cuatro estados, que llamaremos
respectivamente PARADO, DERECHA, IZQUIERDA y ADELANTE.

b) Lo mas habitual es que, al pulsar el botén “on” del coche para empezar a jugar, éste per-
manezca parado. Por tanto, podemos decir que el estado inicial es PARADO.

c) A partir de la tabla que describe la accion de las sefiales z; y z, sobre el coche, obtenemos
que las sefiales de salida deben tener los siguientes valores:

Estado z, zy
PARADO 1 0
DERECHA 0 0
IZQUIERDA 0 1
ADELANTE 1 1

El enunciado nos dice que las transacciones que se produciran serdn las siguientes:

Estado e d Estado*
PARADO 0 0 PARADO
PARADO 0 1 DERECHA
PARADO 1 0 1ZQUIERDA
PARADO 1 1 ADELANTE
DERECHA 0 0 DERECHA
DERECHA 0 1 DERECHA
DERECHA 1 0 ADELANTE
DERECHA 1 1 PARADO
1ZQUIERDA 0 0 1ZQUIERDA
1ZQUIERDA 0 1 ADELANTE
1ZQUIERDA 1 0 1ZQUIERDA
1ZQUIERDA 1 1 PARADO
ADELANTE 0 0 ADELANTE
ADELANTE 0 1 DERECHA
ADELANTE 1 0 1ZQUIERDA
ADELANTE 1 1 PARADO

22.

a) El circuito necesita saber si los valores de x e y han sido iguales en al menos tres ocasiones.
e Para esto tiene que ser capaz de recordar estas situaciones:

e Los valores de x e y no han sido iguales en ninguna ocasién.

¢ Lo han sido en una ocasion.
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e Lo han sido en dos ocasiones.
¢ Lo han sido en tres ocasiones o mas.

Estos seran los estados del circuito, que llamaremos respectivamente, NINGUNA, UNA, DOS
y TRES_O_MAS.

b) Cuando el circuito se ponga en funcionamiento, puesto que atin no habra llegado a nin-
gan valor por las entradas, tendrd que encontrarse en el estado NINGUNA.

c) La salida sélo tiene que valer 1 cuando x e y hayan sido iguales al menos tres veces y, por
tanto, la tabla de salidas es la siguiente:

Estado z
NINGUNA 0
UNA 0
DOS 0
TRES_O_MAS 1

Siempre que x e y sean diferentes, el circuito permanecera en el estado en que se encuen-
tre. Cuando sean iguales, pasara a recordar que han sido iguales en una ocasién més. Una
vez haya llegado al estado TRES_O_MAS, ya no saldréa de alli. Por tanto, la tabla de tran-
siciones es ésta:

Estado X y Estado™
NINGUNA 0 0 UNA
NINGUNA 0 1 NINGUNA
NINGUNA 1 0 NINGUNA
NINGUNA 1 1 UNA
UNA 0 0 DOS
UNA 0 1 UNA
UNA 1 0 UNA
UNA 1 1 DOS
DOS 0 0 TRES_O_MAS
DOS 0 1 DOS
DOS 1 0 DOS
DOS 1 1 TRES_O_MAS
TRES_O_MAS X X TRES_O_MAS

23.

Llamaremos “1ZQ", al estado IZQUIERDA y “ADEL”, al estado ADELANTE. Recordemos que
el estado inicial es PARADO; entonces traducimos directamente de las tablas de transiciones
y salidas que hemos obtenido en la actividad 21 y podemos dibujar el siguiente grafo:
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24.
Si traducimos directamente de las tablas de transiciones y de salidas, podemos dibujar los si-
guientes grafos:

a)

b) En este caso, estando los estados en B o C, no se producira nunca la combinacién de en-
trada [1 1]. Por otro lado, del estado C pasamos siempre al estado A.

c) Fijémonos en que este circuito no tiene ninguna sefial de entrada.

25.

a) Vemos que se trata de un circuito sin ninguna sefial de entrada. Fijémonos en que hemos
escrito en la tabla de salidas las sefiales en un orden diferente del que aparece en la leyenda del
grafo (los podemos escribir en cualquier orden, siempre que mantengamos la coherencia).

A 1 0 0
B 0 1 0
C A C 0 0 1

b) Si observamos el grafo, vemos que estando en el estado B, la entrada no vale nunca 1. Pese
a todo, incluimos en la tabla de transiciones la fila correspondiente a esta combinacion.

A 0 0
B 1 0
C 0 1

NN ®w> >
- O - O = O
> > x N> W
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26.
El grafo de estados es el siguiente:

27.

Para entrar en el aparcamiento, un coche tiene que pasar cuatro etapas: primero pasard por
delante del sensor B, después estard ante ambos sensores, después, sélo ante el sensor A vy,
por ultimo, entrara en el aparcamiento. Para salir también tendra que pasar por cuatro etapas
analogas, pero en sentido contrario. En consecuencia, para poder determinar el valor de las
sefales mds o menos, el circuito tiene que ser capaz de distinguir las situaciones que se mues-
tran en la tabla siguiente. Se incluye también la tabla de salidas del circuito; vemos que la
seflal mads solo se tiene que poner a 1 cuando un coche ya ha entrado (estado DENTRO),
y la sefial menos s6lo se tiene que poner a 1 cuando un coche ya ha salido (estado FUERA). El
estado inicial es NADA.

Estado Nombre mas menos
No hay ningdn movimiento NADA 0 0
Entra un coche, etapa 1 E1 0 0
Entra un coche, etapa 2 E2 0 0
Entra un coche, etapa 3 E3 0 0
Ha entrado un coche completamente DENTRO 1 0
Sale un coche, etapa 1 S1 0 0
Sale un coche, etapa 2 S2 0 0
Sale un coche, etapa 3 S3 0 0
Ha salido un coche completamente FUERA 0 1

Las transiciones entre estados se muestran en el siguiente grafo. Vemos que hay estados en
los que no se dardn algunas combinaciones de entrada. Por ejemplo, en el estado E1 (hay un
coche que esta ante el sensor B) no se dard nunca la combinacién [a b] = [1 O] (porque el
enunciado dice que nunca se encontraran dos coches de cara).

Recordemos que un coche puede parar o hacer marcha atras en cualquier momento. Por eso,
por ejemplo, si en el estado E2 (el coche esta ante dos sensores) se produce la combinacién
[a b] = [0 1], vamos al estado E1 (el coche ha hecho marcha atras hasta situarse ante el sensor
B). Si se produce la combinacion [a b] = [1 1], nos quedaremos en el estado E2 (el coche con-
tinta ante los dos sensores).
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28.
a) El grafo de estados se muestra a continuacion. Utilizamos los siguientes mnemotécnicos
para los nombres de los estados:

Estado nombre
Estado inicial INI
Ha llegado un 0 z
Ha llegado la subsecuencia 01 ZU
Ha llegado la subsecuencia 011 ZUuU
Ha llegado la secuencia 0110 ZUuz

Fijémonos en que en el estado ZUUZ se pasa siempre a un estado en que la salida vale O y,
por tanto, cuando se reconoce la secuencia, la salida esta a 1 durante un anico ciclo de reloj.

Intcm

29.

Este grafo de estados es muy parecido al que se ha obtenido en la actividad 28. La diferencia
es que si llega un 1 estando en el estado ZUUZ, vamos al estado ZU, es decir, el circuito reco-
noce que ha llegado la subsecuencia 01. Por tanto, descubrimos que el 0 que nos ha llevado
hasta el estado ZUUZ se considera como el primero de una secuencia nueva. Asi pues, el cir-
cuito reconoce la secuencia 0110, pero permite el solapamiento entre secuencias consecutivas.

30.

Las entradas del circuito son Sd y Se, y las salidas, SemD y SemE. En cada momento puede ha-
ber s6lo un seméforo en verde y, por tanto, siempre se cumplird que SemD = SemE’.

Cuando un semaforo se pone en verde debe permanecer en este estado por lo menos dos ci-
clos de reloj; por tanto, habra dos estados (VD1 y VD2) en los que SemD = 1y dos estados
(VE1y VE2) en los que SemE = 1.

Cuando un semaforo ya ha estado en verde dos ciclos, no se volvera a poner en rojo hasta
que lleguen coches por el otro lado.

Dado que inicialmente el semaforo izquierdo se tiene que mantener en verde durante dos
ciclos, el estado inicial es VE1. El grafo, pues, es el siguiente:

Se 5d

(10
S

31.

Veamos como hay que iluminar los puntos del dado para formar las diferentes combinaciones:
. Puntos Salidas

Combinacion ..
iluminados Sy s1 So

1 d 1 0 0
2 c e 0 1 0
3 c,d e 1 1 0
4 a,b,fg 0 0 1
5 a,b,dfg 1 0 1
6 a,bcefqg, 0 1 1
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El grafo de estados es el siguiente (el estado inicial es U):

ﬁrV' Inicio 0

32.

En el ciclo 0, el circuito estd en el estado A. En el ciclo 1, pasa al estado B. Por tanto, en el
instante f; la entrada tenia que valer 0. Dado que suponemos que la entrada s6lo cambia de
valor en los flancos, obtenemos que a = 0 durante todo el ciclo 0.

Para que el circuito contintie en el estado B en el ciclo 2, es preciso que en el instante t; (y,
por tanto, durante todo el ciclo 1), la entrada valga 1. Durante el ciclo 2 la entrada tiene que
valer O, para que el circuito pase al estado C en el ciclo 3. No disponemos de ninguna infor-
macién que nos permita determinar cuénto vale la entrada durante el ciclo 4.

El valor de la sefial de salida viene determinada por el estado en que se encuentra el circuito:
0 mientras esta en el estado A o en el C, y 1 mientras estd en el estado B.

El cronograma completo se muestra a continuacion:

Estado| A B , B , C , B

clk )

. : P Tiempo
Ciclo0 ! Ciclo1 | Ciclo2 | Ciclo3 | Ciclo4 |
to 4

Ejercicios de autoevaluacion

1. La serial e esta conectada a una puerta AND con la salida conectada a la entrada D del biestable.
Por tanto, siempre que e valga O llegara un O a esta entrada. Podriamos decir que cumple el papel
de una sefial de reset sincrono. Mientras e vale 1, el biestable invierte su valor en cada ciclo. La
seflal L, conectada a la entrada load, inhibe la carga del biestable cuando se pone a 0.

L. | |

P Tiempo

2. Como se puede observar en el siguiente cronograma, cuando la entrada c¢’/d vale 0, las sa-
lidas del circuito (s, $1 Y Sg, que corresponden al valor guardado en cada uno de los biesta-
bles) toman el valor de las entradas iy, i1 i, respectivamente.

Por otro lado, cuando la entrada ¢’/d vale 1, las salidas del circuito toman el valor del bie-
stable de la izquierda. Por tanto, se produce un desplazamiento de los bits almacenados
una posicion hacia la derecha. El bit més a la izquierda, s,, se carga con el valor que haya
en la entrada e.
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S

5 i

ST 1 N I I I

P Tiempo

3.

a) El bitcvaleOsiA<By1siA>B.

Este bit c esta conectado a la salida f;; del bloque B1 situado a la izquierda de todos. Veamos
cuanto tiene que valer esta salida fu:

- Siaz=0ybsz=1, entonces A < B, de forma que c (y por tanto, f,;) tiene que valer 0.

- Siaz=1yb;z=0, entonces A > B, con lo que c¢ (y por tanto, f,,) tiene que valer 1.

— Siag= b3, entonces hay que saber cudnto valen los bits de menos peso de A y B para decidir
el valor que tendra que tomar c.

Fijémonos en el valor del punto d del circuito. Esta serfa la salida del circuito B2 en el caso de que
los nameros fuesen de tres bits en lugar de cuatro. Por tanto, d =0 si [a, aq ag] < [by b1 byl y 1 en
el caso contrario. Esta es la informacién que falta para decidir el valor de c en el caso de
que ag = bs. Por tanto, debido a que d esta conectada a la entrada f;, del Gltimo bloque B1, obte-
nemos que la tabla de verdad del bloque B1 situado mas a la izquierda es la siguiente (en general,
la tabla de verdad de un bloque B1 cualquiera serd la misma, cambiando s6lo a3 y bz por 4; y b;):

as by fin fout

0 0 0 0 A< B, ya que as = bz i [a; a7 ag] < [ba by byl
0 0 1 1 A2 B, ya que a3 = b3 i [a; a1 ag] = [by by bgl
0 1 0 0 A< B, yaque a3< b3

0 1 1 0 “

1 0 0 1 A2 B, yaque az > b3

1 0 1 1 “

1 1 0 0 A< B, yaque a3 = bz i[a; aj ag] < [ba by byl
1 1 1 1 A2 B, ya que a3 = b3 i [ay a1 ag] = [by by bgl

Los bits de peso —1 no existen, pero el bloque B1 de la derecha se tiene que comportar “como
si fuesen iguales”, es decir, como si a_; = b_y. Esto se consigue conectado un 1 a su entrada fi,,.

b) En el apartado a) hemos visto que cada bloque B1 hace la comparacioén de dos bits A y B.
Esta comparacién consulta, cuando no puede decidir s6lo con los bits a; y b;, el resultado de
la comparacion de los bits de menos peso.
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El circuito B3 compara dos bits de entrada, x e y, y almacena el resultado de la comparacion
en un biestable. El bloque B1 consultard este resultado cuando compare los bits x e y en el
siguiente flanco de reloj, ya que la salida del biestable esta conectada a la entrada f;;,.

Si comparamos este circuito con el del apartado a), podemos ver que pueden cumplir la mis-
ma funcién, si en el primer ciclo de reloj se conectan [ag bg] a los puntos [x ], en el segundo
ciclo se conectan [aq bq], y asi sucesivamente. La sefial Inicio se puede usar para cargar un 1 en
el biestable cuando empieza a funcionar el circuito, es decir, puede hacer el papel del 1 que se
conecta a la entrada f;, del bloque B1 que esta a la derecha del todo en el circuito B2.

La diferencia entre los circuitos B2 y B3 es que el primero es combinacional, mientras que el
segundo es secuencial. En el circuito B2, todos los bits de los nimeros A y B se comparan a
la vez, y el resultado de la comparacion estara disponible al instante (para ser més precisos,
habra que esperar sélo el tiempo de retraso de las puertas que forman los bloques B1). En
cambio, en el circuito B3, los bits de A y B se comparan pareja por pareja, de forma secuencial
en el tiempo. Fl circuito debe tener un biestable para recordar en cada momento el resultado
de la comparacién del par anterior. El resultado final de la comparacién estard disponible
cuatro ciclos después de que el circuito empiece a funcionar.

c) El cronograma se muestra a continuacién. Observamos que el punto e cambia de valor de
forma asincrona, de acuerdo con las variaciones en x e y.

Inicio I

GO N N O O

P Tiempo

{ Ciclo0 ! Ciclo1! Ciclo 2} Ciclo3! Ciclo4} Ciclo5 | Ciclo6
t t t,

Durante el ciclo 0, x = y = 1. Por tanto, ag = by = 1. Durante el ciclo 1, x cambia de valor. El
valor que se guarde en el biestable depende del valor de x, y y e al final del ciclo 1 (en el ins-
tante t,) y, por tanto, diremos que a; = 0. Si seguimos el mismo razonamiento en todos los
casos, obtenemos que los nimeros que se han comparado son los siguientes:

A =0101001, B=0110011.

Se cumple que A < B. Podemos comprobar que, efectivamente, la salida c del circuito vale 0.

4.

a) El circuito tiene que saber si es de dia o de noche para regular adecuadamente la duracion
de cada luz. Por tanto, necesita una sefial de entrada, que llamaremos d’/n, y supondremos
que vale O cuando es de dia y 1 cuando es de noche.

Las salidas tienen que indicar qué luz estd encendida en cada momento. Por ejemplo, el cir-
cuito podria generar 3 salidas, una asociada a cada luz. Otra posibilidad es que genere sélo
dos seflales de salida, que controlen el seméforo de la siguiente forma:

$1 So Semaforo
0 0 Verde

0 1 Amarillo
1 0 Rojo

Tomaremos esta segunda posibilidad.
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b) El grafo de estados se muestra a continuacion. Hemos identificado para Vdi los estados du-
rante los cuales el seméforo estd en verde, para A el estado durante el cual el semaforo esta
en amarillo, y para Vmi los estados durante los cuales el semaforo esta en rojo. Hemos su-
puesto que el estado inicial es Vd1, pero el enunciado no nos indicaba nada al respecto, por

lo que podiamos haber tomado cualquier estado como inicial.

Observamos que, durante el dia, slo se recorren dos de los estados en que el semaforo esta
en rojo, y por la noche sélo se recorren dos de los estados en que el seméforo esta en verde.

d'/n
niCio

5.

a) Las tablas se muestran a continuacién:

Tabla de salidas
Estado Xyz
EO 000
El 001
E2 010
E3 100

Tabla de transiciones

b) El cronograma se muestra a continuacion:

Estado EO
[xyz] [000]

E3
[100]

E1
[001]

Estado a b Estado™
EO 0 0 EO
EO 0 1 E1
EO 1 0 E2
EO 1 1 E3
E1 0 0 E1
E1 0 1 X
E1 1 0 E2
E1 1 1 E2
E2 0 0 E1
E2 0 1 E3
E2 1 0 E1
E2 1 1 E3
E3 0 0 EO
E3 0 1 E1
E3 1 0
E3 1 1

E1 E2 E3 EO

[001] [010] [100] [000]

clk I

» Tiempo
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6.

E

1 cronograma completo se muestra a continuacion:
Estado , E2 E0 E2 £3 E3 Evfiliiittie2
X
y

clk I _I _I_II-

p Tiempo

Ciclo0! Ciclo1 Ciclo2 Ciclo3 " Ciclo4 Cicle5 Ciclo 6

Recordad que en los circuitos secuenciales en el momento del flanco ascendente se debe co-

&
X

er el valor que tienen las entradas a la izquierda del flanco. Por ejemplo, al inicio del ciclo 2,
vale 1y y vale 0.

7.

E

b

1 grafo se muestra a continuacién.

ab Inicio

) El cronograma se muestra a continuacion:

Estado © B (€ C A A B
[xy] [10] [01] [10] [10] [00] [00] [01]
a
b

o I I I I I I

» Tiempo

8.
Completaremos el cronograma por pasos:

Durante el ciclo 1 el circuito esta en el estado By, por tanto, la salida vale 0. S6lo se puede
llegar al estado B desde el A con entrada 1. Por tanto, deducimos que durante el ciclo O el
circuito estaba en el estado A (por tanto, la salida valia 1) y que la entrada valia 1.
Durante el ciclo 1, estamos en el estado B y la entrada es O; por tanto, en el siguiente ciclo
vamos al estado C con salida 0.

Durante el ciclo 3, la salida vale 1. El Gnico estado en el que la salida vale 1 es el A. Para llegar
al estado A a partir del C, se tiene que cumplir que durante el ciclo 2, la entrada valga 0.
Durante el ciclo 4, la salida vale 0. Si tenemos en cuenta que venimos del estado A, dedu-
cimos que en un ciclo 4 estamos en el estado B (ya que se puede ir al B desde el A); por
tanto, durante el ciclo 3 la entrada valia 1.

Durante el ciclo 4 estamos en el estado B y la entrada vale O; por tanto, en el ciclo 5 esta-
remos en el estado C, y la salida valdré 0.
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e En el ciclo 6 vamos a un estado en el que la salida vale 0. Si tenemos en cuenta que durante
el ciclo 5 estdbamos en el estado C, deducimos que nos hemos quedado en el mismo esta-
do; por tanto, la entrada durante el ciclo 5 tenia que valer 1.

¢ No tenemos ninguna informacién que nos permita saber cuanto vale la entrada durante el ciclo 6.

El cronograma completo se muestra a continuacion:

Estado | A B, C , A , B RN

: P Tiempo

Cido0 | Cidlo1 Ciclo2 Ciclo3 ' Ciclo 4 ' Ciclo 5~ Ciclo6

9.

Inicialmente, el circuito esta en el estado EO, y se queda mientras p_ab = 0. Si p_ab vale 1, el
circuito pasa al estado E1. Deducimos, pues, que el estado EI indica que la puerta de la caja
fuerte ha estado abierta durante 30 segundos (un ciclo de reloj). Podemos seguir el mismo
razonamiento para ver que el estado E2 sefiala que la caja ha estado abierta durante un mi-
nuto, y asi sucesivamente hasta el estado E4, que indica que la caja ha estado abierta durante
dos minutos seguidos. La salida alarma vale 1 s6lo en el estado E4.

A partir de las transiciones, concluimos que la sefial de alarma se activa cuando la caja per-
manece abierta durante dos minutos o mas, y se desactiva un ciclo después de que se cierre
la puerta de la caja fuerte.
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Introduccion

En el moédulo anterior se ha visto que los circuitos secuenciales sirven para de-
tectar el orden temporal de una serie de sucesos (es decir, secuencias de bits) y
que también, a partir de sus salidas, pueden controlar todo tipo de sistemas.
Como su funcionalidad se puede representar con un grafo de estados, a menu-
do se habla de mdquinas de estados. Asi pues, se ha visto cobmo construir circui-
tos secuenciales a partir de las representaciones de las maquinas de estados

correspondientes.

De hecho, la mayoria de los sistemas digitales, incluidos los computadores,
son sistemas secuenciales complejos, compuestos, finalmente, por una multi-
tud de maquinas de estados y de elementos de procesamiento de datos. O di-
cho de otra manera, los sistemas secuenciales complejos estan constituidos
por un conjunto de unidades de control y de unidades de procesamiento,
que materializan las maquinas de estados y los bloques de procesamiento de

datos, respectivamente.

En este modulo aprenderemos a enfrentarnos con el problema de analizar y
sintetizar circuitos secuenciales de manera sistematica. De hecho, muchos de
los problemas que se proponen en circuitos secuenciales del tipo “cuando se
cumpla una condicién sobre unos determinados valores de entrada, estando
en un estado determinado, se dard una salida que responde a unos cdalculos
concretos y que puede corresponder a un estado diferente del primero” se pue-
den resolver mejor si se piensa solo en términos de maquinas de estados, que
si se intenta efectuar el disefio de las unidades de procesamiento y de control
por separado. Lo mismo sucede en casos un poco mas complejos, donde la fra-
se anterior empieza con “si se cumple” o “mientras se cumpla”, o si los calcu-
los implican muchos pasos.

Finalmente, eso ayudard a comprender cOmo se construyen y como trabajan
los procesadores, que son el componente principal de todo computador.

El médulo acaba mostrando las arquitecturas generales de los computadores,
de manera que sirva de base para comprender el funcionamiento de estas ma-

quinas.
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Objetivos

La mision de este modulo es que se aprendan los conceptos fundamentales
para el analisis y la sintesis de los distintos componentes de un computador,
visto como sistema digital secuencial complejo. Se enumeran, a continuacion,
los objetivos particulares que se deben alcanzar después del estudio de este
modulo.

1. Tener conocimiento de los distintos modelos de maquinas de estados y
de las arquitecturas de controlador con camino de datos.

2. Haber adquirido una experiencia bésica en la eleccién del modelo de ma-
quina de estados mds adecuado para la resolucion de un problema con-
creto.

3. Saber analizar circuitos secuenciales y extraer el modelo correspondiente.

4. Ser capaz de disefiar circuitos secuenciales a partir de grafos de transicio-
nes de estados.

5. Conocer el proceso de disefio de maquinas algoritmicas y entender los
criterios que lo afectan.

6. Tener la capacidad de diseflar maquinas algoritmicas a partir de progra-
mas sencillos.

7. Haber aprendido el funcionamiento de los procesadores como maquinas
algoritmicas de interpretaciéon de programas.

8. Conocer la arquitectura bésica de los procesadores.

9. Tener habilidad para analizar las diferentes opciones de materializacion
de los procesadores.

10. Haber adquirido nociones